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RESUMEN (Máximo 250 palabras) 

 

 
 

Este trabajo de investigación presenta el análisis de un modelo depredador-

presa tipo Gause con inmigración denso-dependiente y el efecto Allee en la 

presa. El modelo se expresa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, autónomo y no lineal, la respuesta funcional de los depredadores 

es lineal, el crecimiento de las presas sin presencia de migraciones se ve 
afectado por el efecto Allee. Interesantes situaciones dinámicas aparecen en el 

sistema. Se determinan las condiciones de existencia y estabilidad local de los 
puntos de equilibrio. Además, las principales propiedades de los modelos se 

examinan desde un punto de vista ecológico. Algunas simulaciones se realizan 
en Pplane para ilustrar los resultados analíticos. 
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This research paper presents the analysis of a Gause-type predator-prey model with density-

dependent immigration and the Allee effect on the prey. The model is expressed through a system 

of ordinary differential equations, autonomous and nonlinear, the functional response of predators 

is linear, the growth of prey without the presence of migrations is affected by the Allee effect. 

Interesting dynamic situations appear in the system. The conditions of existence and local stability 

of the equilibrium points are determined. In addition, the main properties of the models are 

examined from an ecological point of view. Some simulations are performed in Pplane to illustrate 

the analytical results. 
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1.RESUMEN                                                                                                            
 

 
Este trabajo de investigación presenta el análisis de un modelo 
depredador-presa tipo Gause con inmigración denso-dependiente y el 
efecto Allee en la presa. El modelo se expresa mediante un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias, autónomo y no lineal, la respuesta 
funcional de los depredadores es lineal, el crecimiento de las presas sin 
presencia de migraciones se ve afectado por el efecto Allee. 
Interesantes situaciones dinámicas aparecen en el sistema. Se 
determinan las condiciones de existencia y estabilidad local de los 
puntos de equilibrio. Además, las principales propiedades de los 
modelos se examinan desde un punto de vista ecológico. Algunas 
simulaciones se realizan en Pplane para ilustrar los resultados analíticos. 
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2. INTRODUCCIÓN 
 
En este trabajo se analiza un modelo depredador-presa tipo Gause en un tiempo 
continuo [1], teniendo en cuenta las siguientes consideraciones: 

 

 La acción de los depredadores o respuesta funcional, es lineal. 
 El crecimiento de la presa se ve afectado por el efecto Allee. [2]; [3]; [4]. 
 
 En el análisis de los modelos depredador-presa se consideran diferentes    
fenómenos   ecológicos que afectan a una población o ambas poblaciones. 
Estos fenómenos pueden tener fuertes consecuencias en la relación entre ellos 
y modificar las propiedades dinámicas de un sistema que lo describe. 
 
2.1   Modelo Tipo Gause: Un modelo depredador-presa de tipo Gause clásico [1]; 
[5] está representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de 
segundo orden. 

 

𝑋𝑛: {

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥)𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (𝜓(𝑥) − 𝑐)𝑦

      (1.1) 

 
 
Donde 𝑥 = 𝑥(𝑡) y 𝑦 = 𝑦(𝑡) indican el tamaño de la población de presas y 
depredadores para todo tiempo 𝑡 ≥ 0, respectivamente,𝑐 > 0  representa la 
muerte natural de los depredadores. Las funciones  𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) y𝜓(𝑥) tienen las 
propiedades apropiadas [5]; [6]; [7]. 
 
El sistema1.1 ha sido ampliamente estudiado, determinando la estabilidad y las 
bifurcaciones [11], demostrando el punto de equilibrio positivo [8] o demostrar 
unicidad [8]; [5] y [1]; o existencia de ciclos limite [10]; [11]. 
   
2.2 Respuesta funcional de los depredadores 
 La función ℎ(𝑥) en el modelo 1.1, denominada respuesta funcional de los 
depredadores o función de tasa de consumo, se refiere al cambio en la densidad 
de presas atacadas por unidad de tiempo por depredador a medida que cambia 
la densidad de presas [1]. 

 
En la mayoría de los modelos de depredador-presa considerados en la literatura 
ecológica, la respuesta del depredador a la densidad de presa se supone que es 
cada vez más monotónico [12]; una suposición inherente lo cual significa que 
cuantos más animales de presa haya en el medio ambiente, mejor para el 
depredador. 
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En este trabajo se ha asumido que la respuesta funcional se expresa por la función 
ℎ(𝑥)  =  𝑞𝑥, lineal, donde 𝑞  representa la tasa máxima de consumo per cápita. 
 
2.3. El efecto Allee e Inmigración denso-dependiente 
El efecto Allee es un fenómeno que afecta a algunas poblaciones [13], el cual se 
caracteriza porque existe una relación positiva entre la tasa de crecimiento y el 
tamaño de la población en densidades bajas [13] principalmente debido a la 
cooperación entre los individuos (comportamiento social) [14]. 
 
Este fenómeno, llamado así por el ecologista estadounidense Warder Clyde Allee 
(1885-1955), también se conoce con diferentes nombres; ha sido nombrada 
como dependencia de la densidad o dependencia de la densidad positiva 
[14];[15] o dispensación en las Ciencias Pesqueras. [16]; [15]. 
 
Las poblaciones pueden exhibir dinámicas de efecto Allee debido a una amplia 
gama de fenómenos biológicos, por ejemplo, vigilancia reducida contra 
depredadores, termorregulación social, deriva genética, dificultad de 
apareamiento, defensa reducida contra depredadores y alimentación deficiente 
a bajas densidades; sin embargo, varias causas pueden conducir a este 
fenómeno. [17] 
 
Este fenómeno ecológico se puede clasificar en dos tipos principales llamados 
efecto Allee fuerte [18] o dispensación critica [16]; [15], y efecto Allee débil [13] 
o dispensación no critica [16]; [15]. 
En este trabajo se usara la forma matemática más común en la literatura 
ecológica [19]; [20] y  [21] representada por la siguiente ecuación polinomial: 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟 (1 −

𝑥

𝑘
) (𝑥 − 𝑚)𝑥      (1.2) 

 
Donde 𝒓 representa la tasa de crecimiento intrínseco de la población de presas, 
𝑲 es la capacidad de carga del medio ambiente y 𝒎 es el umbral de población 
viable o constante del efecto Allee. 
 

De acuerdo a la definición de este efecto [13];[14], se debe cumplir que 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
> 0  

para un cierto rango de valores del parámetro 𝒎; claramente esto se cumple si 
−𝐾 <  𝑚 <<  𝐾. El efecto Allee fuerte implica la existencia de un nivel umbral 
de población 𝑚 >  0 [22]; [23]; [24], bajo el cual, la población se extingue. Esto 
requiere que la tasa de crecimiento de la población sea negativa para tamaños 
de población menores a m. Por lo tanto, tenemos una población que muestra un 
efecto Allee débil donde tendrá una tasa de crecimiento per cápita reducida 
(directamente relacionada con la aptitud individual de la población) a una 
densidad o tamaño de población más bajos. Sin embargo, incluso con este 
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tamaño o densidad de población muy bajos, la población siempre exhibirá una 
tasa de crecimiento per cápita positiva, donde 𝑚 <  0.  
 

 

Teniendo en cuenta que el efecto Allee es un fenómeno que afecta el crecimiento 
de la población, provocando extinción a la población (convivencia social), donde 
se requiere de una solución, así que, una manera eficaz de forma natural es 
generar un flujo migratorio dependiente del nivel poblacional de la especie, de 
modo que la migración sea mayor que los niveles bajos de población y cesa por 
completo cuando la población alcanza la capacidad de carga del medio ambiente. 
En [25] proponen un modelo con difusión espacial unidimensional con efecto 
Allee y migración denso-dependiente, donde la función de migración es una 
función lineal. Esto considerado la migración, es el producto de factores 
ambientales y mecanismos biológicos. Lo primero que hay que observar, y quizás 
lo más importante, es que no es posible mantener una migración por encima de 
la capacidad de carga del medio ambiente, ya que el hábitat no admite una 
población mayor, lo que provocara el excedente para ser eliminado rápidamente. 
Desde este punto de vista es natural que un flujo migrante cesa cuando la 
población alcanza la capacidad de carga. [26]. 
 
Sea 𝑓(𝑥) la tasa de inmigración. Consideraremos 𝑓 como una función decreciente 
en la variable 𝑥 tal que 𝑓(𝐾)  =  0, donde 𝐾 es la capacidad de carga del medio 
ambiente. 
 
Por lo tanto,  
 

𝑚𝑎𝑥𝑥∈[0,𝐾]𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

 
En otras palabras, si 𝐾 indica la capacidad de carga del ambiente habitado por la 
especie, 𝑥(𝑡) se referirá a la población de la especie en el tiempo 𝑡 >  0, 
considerando una función de migración positiva y tasa continua 𝑓(𝑥), 
estrictamente decreciente en el intervalo [0, 𝐾], de modo que 𝑓∝(0) =∝  y 
𝑓∝(𝑘) = 0. 
 
Por lo tanto, la ecuación explicita de 𝑓∝es: 
 

𝑓𝛼(𝑥) = 𝛼 (1 −
𝑥

𝐾
) ,  ∀𝑥 ∈ [0, 𝐾]       (1.3) 

 
La tasa de crecimiento de la especie en ausencia de migración será: 
 

𝑔 (𝑥) = 𝑟 (1 −
𝑥

𝐾
) (𝑥 − 𝑚)𝑥 𝑐𝑜𝑛 0 < 𝑚 < 𝐾 𝑦 𝑟 > 0    (1.4)  
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𝑋𝜇 {

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)=𝑔(𝑥) + 𝑓𝛼(𝑥)

𝑥(0) = 𝑥0

                          (1.5) 



Donde la población inicial 𝑥0 ∈  0, 𝐾, y las funciones 𝑔(𝑥) y 𝑓∝(𝑥) son las 
definidas en 1.3 y 1.4, respectivamente. La ecuación 1.5 se puede escribir de la 
siguiente manera: 

 

𝑥′(𝑡) = 𝑔 (𝑥) + 𝑓𝛼(𝑥) 
 

= 𝑟 (1 −
𝑥

𝐾
) (𝑥 − 𝑚)𝑥 + 𝛼 (1 −

𝑥

𝐾
) 

 

= 𝑟 (1 −
𝑥

𝐾
) (𝑟(𝑥 − 𝑚)𝑥 + 𝛼) 

= 𝑟 (1 −
𝑥

𝐾
) (𝑟𝑥2 −𝑚𝑟𝑥 + 𝛼)



11 
 

 
3. MODELO 
 
El modelo tipo Gause considerando que la población de presas se ve afectada por la inmigración 
y el efecto Allee, y la respuesta funcional es lineal, se expresa mediante un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias autónomas, no lineal, dado por: 

𝑋𝑛: {

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (1 −

𝑥

𝐾
) (𝑟𝑥2 −𝑚𝑟𝑥 + 𝛼) − 𝑞𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑝𝑥𝑦 − 𝑐𝑦

                       (2.1) 

 
 
Donde 𝑥 = 𝑥(𝑡) y 𝑦 = 𝑦(𝑡) indican el tamaño de la población de presas y depredadores, 
respectivamente, para todo tiempo 𝑡 ≥ 0 (medido como biomasa, número de individuos o 
densidad por unidad de área o volumen). 
 
Con 𝜇 = {(𝐾, 𝑟,𝑚, 𝛼, 𝑞, 𝑝, 𝑐)} ∈ ℝ+

6 × |0,1|, es decir, todos los parámetros son positivos. Tienen 
diferentes significados biológicos y se definen de la siguiente manera:  
 

 𝑟: La tasa de crecimiento intrínseca de la población de presas.  

 𝐾: La capacidad de carga del medio ambiente.  

 𝑚: Umbral de población viable o constante del efecto Allee.  

 𝛼: La tasa de migración de la población de presas.  

 𝑞: La tasa máxima de consumo per cápita (número de presas consumidas por cada 
depredador en una unidad de tiempo). 

 𝑝: La eficiencia con la que los depredadores convierten a las presas consumidas en nuevos 
depredadores. 

 𝑐: La tasa de muerte natural de los depredadores. 
 

El campo vectorial 𝑋𝜇 se define en el primer cuadrante, es decir: 

𝛺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 / 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0} = ℝ0
+ × ℝ0

+ 
     
Si 𝑚 =  0, tenemos un efecto Allee particularmente débil en la presa [13]. El modelo esta 
expresado por el sistema: 

𝑋𝛾: {

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (1 −

𝑥

𝐾
) (𝑟𝑥2 + 𝛼) − 𝑞𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑝𝑥𝑦 − 𝑐𝑦

        (2.2) 

Con 𝛾 = {(𝐾, 𝑟, 𝛼, 𝑞, 𝑝, 𝑐) ∈ ℝ+
6 }: 

 
Para simplificar los cálculos del sistema 2.2, hacemos los cambios de variable 𝑥 =

 𝐾𝑢, 𝑦 = (
𝑟𝐾

𝑞
) 𝑣 y el cambio en la escala de tiempo 𝜏 =  𝑟𝐾𝑡. La función se construye: 
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𝜑: 𝛺1 ×ℝ → 𝛺 × ℝ 

Tal que: 𝜑(𝑢, 𝑣, 𝜏) = (𝐾𝑢, (
𝑟𝐾

𝑞
) 𝑣,

𝜏

𝑟𝐾
) = (𝑥, 𝑦, 𝑡), 

Con 𝛺1 = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2/𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0}. 

El determinante es: 

𝑑𝑒𝑡𝐷𝜑(𝑢, 𝑣, 𝜏) =
𝐾

𝑞
> 0. 

Por lo tanto, 𝜑 es un difeomorfismo que mantiene la orientación del tiempo. Por tanto, se 
obtiene un sistema topográficamente equivalente al campo vectorial 𝑍𝜂 = 𝜑 σ  𝑋𝜇, donde 

 𝑍𝜂(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑢, 𝑣)
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑄(𝑢, 𝑣)

𝜕

𝜕𝑣
. 

 

LEMA 1: El sistema 2.2 es topológicamente equivalente al siguiente sistema de ecuaciones 
diferenciales polinomial: 

𝑍𝜂: {

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= [(1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) − 𝑢𝑣]

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐵𝑣(𝑢 − 𝐶),

              (2.3) 

 

Donde 𝜂 = (𝑀, 𝐵, 𝐶, 𝐸) ∈ ℝ4
+. 

 

Demostración: Si 𝑥 = 𝐾𝑢, y 𝑦 = (
𝑟𝐾

𝑞
) 𝑣, entonces: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐾

𝑑𝑢

𝑑𝑡
, y 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (

𝑟𝐾

𝑞
)
𝑑𝑣

𝑑𝑡
. Reemplazando en 2.3 se tiene que:  

 

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝐾 = [(1 −

𝐾𝑢

𝐾
) (𝑟(𝐾𝑢)2 −𝑀𝑟(𝐾𝑢) + 𝛼) − 𝑞(𝐾𝑢) (

𝑟𝐾

𝑞
) 𝑣]

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(
𝑟𝐾

𝑞
) =

𝑝𝐾𝑢𝑟𝐾𝑣

𝑞
− 𝑐

𝑟𝐾𝑣

𝑞
,

 

 
Por lo tanto,  

 

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝐾 = (1 − 𝑢)(𝑟𝐾2𝑢2 −𝑚𝑟𝐾𝑢 + 𝛼) − 𝐾2𝑟𝑢𝑣,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(
𝑟𝐾

𝑞
) =

𝑝𝐾2𝑢𝑟𝑣

𝑞
− 𝑐

𝑟𝐾𝑣

𝑞
,

 

 
Luego,  
 

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑟𝐾 [(1 − 𝑢) (𝑢2 −

 𝑚

𝐾
𝑢 +

𝛼

𝑟𝐾2
) − 𝑢𝑣] ,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑝𝐾𝑣 (𝑢 −

𝑐

𝑝𝐾
) ,
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Haciendo el cambio en la escala de tiempo 𝜏 = 𝑟𝐾𝑡, se obtiene el sistema: 
 
 

 

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝜏
= [(1 − 𝑢) (𝑢2 −

 𝑚

𝐾
𝑢 +

𝛼

𝑟𝐾2
) − 𝑢𝑣] ,

𝑑𝑦

𝑑𝜏
=
𝑝

𝑟
𝑣 (𝑢 −

𝑐

𝑝𝐾
) ,

 

 

Haciendo sustituciones 𝑀 =
𝑚

𝐾
< 1, con 0 < 𝑀 < 1, 𝐵 =

𝑝

𝑟
, 𝐶 =

𝑐

𝑝𝐾
, 𝐸 =

𝛼

𝑟𝐾2
, se 

obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales polinómicas de cuatro parámetros.  
 
El sistema 2.3 se define: 
𝛺1 = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ

2 / 𝑢 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0} = ℝ0
+ × ℝ0

+ 
 
3.1 Resultados principales.  
 
Para el sistema 2.3 tenemos las siguientes propiedades: 
 

LEMA 2: El conjunto 𝛺̂ − {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝛺1 / 0 ≤ 𝑢 ≤ 0, 𝑣 ≥ 0},es una región de invarianza. 
 
Demostración: En el sistema 2.3, tenemos que: 

 Si 𝑣 = 0, entonces  
𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 0, y 

𝑑𝑢

𝑑𝜏
= (1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) > 0, sus trayectorias 

permanecen en el eje 𝑢. 

 Si 𝑢 = 1, 
𝑑𝑢

𝑑𝜏
= −𝑣 < 0, y, 

𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 𝐵𝑣(1 − 𝐶), sus trayectorias apuntan hacia el 

interior de 𝛺̂. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ilustración 1. Región de invarianza 



14 
 

 
 
 
LEMA 3: Las soluciones son uniformemente acotadas.  
 
Demostración: La primera ecuación del sistema topológico 2.3 es: 
 

𝑑𝑢

𝑑𝜏
= [(1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) − 𝑢𝑣]                      (2.4) 

 
En ausencia de depredadores, se convierte en: 
 

𝑑𝑢

𝑑𝜏
= (1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸)                                    (2.5) 

 
Por lo tanto,  

𝑑𝑢

𝑑𝜏
≤ (1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸), ∀𝑥 ∈ ℝ+

2 , (b)           (2.6)  

 
Teniendo esto, 
 

𝑢(𝜏) → 1 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜏 → ∞, 𝑢 > 𝑀                     (2.7) 
 
 

𝑢(𝜏) → 0 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜏 → ∞, 𝑢 < 𝑀                     (2.8) 
Además, 

𝑢(𝜏) → 1 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝜏 → ∞, 𝑢 > 1                      (2.9) 
 
 
Considerando 𝐿 = max{𝑢(0), 1} de la desigualdad 2.6 tenemos: 
 

𝑢(𝜏) ≤ 𝐿, ∀𝑟 ≥ 0                                                        (2.10) 
 
Sea 𝑊(𝜏) = 𝑢 + (1/𝐵)𝑣. Claramente 0 < 𝑊(𝜏), ∀𝑟 ≥ 0. Derivando 𝑊(𝜏) respecto a 
𝜏 obtenemos: 
 

𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
= [(1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) − 𝑢𝑣] + 𝑣(𝑢 − 𝐶)      (2.11) 

 
𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
= [(1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) − 𝑢𝑣] + 𝑣𝑢 − 𝑣𝐶        (2.12) 

  
𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
= (1 − 𝑢)(𝑢2 −𝑀𝑢 + 𝐸) − 𝑣𝐶                                (2.13) 
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𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
= −𝑢3 + (1 +𝑀)𝑢2 − (𝑀 + 𝐸)𝑢 + 𝐸 − 𝑣𝐶             (2.14) 

 
 
Por lo tanto,  
𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
+𝑊(𝜏) = −𝑢3 + (1 +𝑀)𝑢2 − (𝑀 + 𝐸)𝑢 + 𝐸 − 𝑣𝐶 + (𝑢 + (

1

𝐵
)𝑣)  (2.15) 

 
 
Después de algunas manipulaciones algebraicas, se convierte en: 
 
𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
+𝑊(𝜏)

= −𝑢 (𝑢 −
(1 +𝑀)

2
)

2

+ 𝑢
(1 +𝑀)2

4
+ (1 −𝑀 − 𝐸)𝑢 − (𝐶 −

1

𝐵
)𝑣

+ 𝐸 ≤ 𝑢
(1 +𝑀 )2

4
+ (1 −𝑀 − 𝐸)𝑢 + 𝐸                                  (2.16) 

 
  
Suponiendo que: 

𝐶 >
1

𝐵
 

Recordando que si 𝑀 < 𝑢, entonces 𝑢 → 1, cuando 𝜏 → ∞ se convierte en: 
𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
+𝑊(𝜏) ≤

(1 +𝑀)2

4
+ (1 −𝑀)                                                         (2.17) 

 
 

Sea 𝑄 =
(1+𝑀)2

4
+ (1 −𝑀) > 0, para cualquier valor de 𝑀, tal que −1 < 𝑀 ≪ 1; 

entonces 
 

𝑑𝑊(𝜏)

𝑑(𝜏)
+𝑊(𝜏) ≤ 𝑄                                                                                         (2.18) 

 
Siendo una desigualdad lineal de primer orden. Aplicando el Teorema de comparación 
para la desigualdad diferencias [27], obtenemos:  
 

0 < 𝑊(𝑢(𝜏), 𝑣(𝜏)) ≤ 𝑄 + 𝐶𝑒−𝑟 .                                           (2.19) 

 
En conclusión, 

0 < 𝑊(𝑢(𝜏), 𝑣(𝜏)) ≤ 𝑄 +𝑊(𝑢(0), 𝑣(0)) − 𝑄)𝑒−𝑟 .      (2.20) 
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Claramente, cuando 𝜏 →  ∞, entonces 0 <  𝑊(𝑢, 𝑣)  ≤  𝑄, para cualquier signo de 
(𝑊(𝑢(0), 𝑣(𝑜))  −  𝑄. Entonces, las soluciones del sistema 2.3 estan acotadas.  
Además, existe el conjunto:  

 𝑆 = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ+
2 ∶  0 ≤  𝑢 + 

1  

𝐵
𝑣 ≤  𝑄 }                     (2.21) 

 
 

La cual es una región invariante, donde todas las soluciones del sistema  2.3 que 

comienzan en 𝛺̂ están confinadas. 
 
 
Observación 1.  
 

a.  El resultado establecido en el lema anterior implica que el modelo está bien 
planteado, es decir, cuando el tamaño de la población de presas tiende a cero, 
la población de depredadores también tiende a cero, ya que la presa es la 
única fuente de alimento para los depredadores. 
 

b. Por otro lado, 
Si 𝑢 −  𝐶 −  𝐸𝑣 >  0, i.e., 𝑑𝑣/𝑑𝜏 >  0; por lo tanto, 𝑣 <  (𝑢 −  𝐶)/𝐸.  
Si 𝑢 −  𝐶 −  𝐸𝑣 <  0, i.e., 𝑑𝑣/𝑑𝜏 <  0; por lo tanto, 𝑣 >  (𝑢 −  𝐶)/𝐸. 
  

Entonces, la subregión 

𝑇 =  (𝑢, 𝑣) ∈
𝛺̂

0
≤  𝑢 ≤  1, 0 ≤  𝑣 ≤  

𝑢 − 𝐶

𝐸
             (2.22) 

 
 

Es una región acotada y cerrada; es decir, es una región compacta y se aplica el 
Teorema de Poincaré-Bendixson. 
 
3.2. Resultados preliminares.  
 
3.2.1. Equilibrios.  
 
El sistema 2.3 tiene los siguientes puntos de equilibrios positivos:  

i. Punto de equilibrio axial: 𝐸1(1, 0).  

ii. Punto de equilibrio interior: (𝐶, 𝐿), donde 𝐿 =
1

𝐶
(1 −  𝐶)[𝐶(𝐶 −  𝑀)  +  𝐸]. 

 
Claramente, (𝐶, 𝐿) se encuentra en el interior del primer cuadrante si y sólo si 0 <
 𝑀 <  𝐶 <  1.  
Si 𝐶 >  1 𝑦 𝐶 >  𝑀, el punto de equilibrio se encuentra en el cuarto cuadrante. 
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Las propiedades principales y el comportamiento cualitativo del sistema 2.3 se analizan 
por separado, en la primera parte el efecto Allee fuerte y luego el efecto Allee débil. La 
estabilidad local de los puntos de equilibrio está determinada por la matriz Jacobiana 
o comunitaria: 
 

𝐽𝑍𝜂(𝑢, 𝑣) = (
𝑍𝜂11 −𝑢

𝐵𝑣 𝐵(𝑢 − 𝐶)
), 

Con,  
 

𝑍𝜂11 = −3𝑢
2 + 2(1 +𝑀)𝑢 − (𝑀 + 𝐸) − 𝑣. 

 
 
 
 
3.2.2 Naturaleza del punto de equilibrio sobre el eje. 
 
LEMA 4: Naturaleza del punto (1, 0). 
 El punto (1, 0) es:  

 Un atractor hiperbólico, si y sólo si  𝐶 >  1,  

 Un punto de silla hiperbólico, sí y sólo si  0 <  𝑀 <  𝐶 <  1, 

 Un atractor no hiperbólico, si y sólo si  𝐶 =  1. 
 

Demostración Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que:  
En (1, 0) 

𝐽𝑍𝜂(1,0) = (
(𝑀 − 1) − 𝐸 −1

0 𝐵(1 − 𝐶)
), 

 
Donde 𝑑𝑒𝑡𝐽𝑍𝜂(1, 0)  =  𝐵(1 −  𝐶)((𝑀 −  1)  −  𝐸), y 𝑇 𝑟𝑎𝐽𝑍𝜂(1, 0) =  𝐵(1 −  𝐶) +

((𝑀 − 1) − 𝐸). Por lo tanto: 
 Un atractor hiperbólico, si y sólo si  𝐶 >  1,  

 Un punto de silla hiperbólico, sí y sólo si  0 <  𝑀 <  𝐶 <  1, 

 Un atractor no hiperbólico, si y sólo si  𝐶 =  1. 
 

𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿) = (−3𝐶
2 + 2(1 +𝑀)𝐶 − (𝑀 + 𝐸) − 𝐿 −𝐶

𝐵𝐿 0
), 

 
Donde 𝑑𝑒𝑡𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿)  =  𝐵[(1 −  𝐶)(𝐶(𝐶 −𝑀 ) +  𝐸)], y 

 𝑇 𝑟𝑎𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿) =
−2𝐶3+(1+𝑀)𝐶2−𝐸

𝐶
. 

 
Ahora, establezcamos: 

𝑃 = [𝑇 𝑟𝑎(𝐶, 𝐿)]2 − 4det(𝐶, 𝐿) 
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𝑃 = [−2𝐶3 + (1 +  𝑀)𝐶2 − 𝐸]2 − 4𝐵𝐶3𝐿 
 
Si 𝑃 = 0, tenemos: 

𝐵 =
[−2𝐶3 + (1 +  𝑀)𝐶2 − 𝐸]2

4𝐶3𝐿
 

 
Además, denotemos: 

𝐺 = −2𝐶3 + (1 +  𝑀)𝐶2 − 𝐸 
 
TEOREMA 1: (Naturaleza del punto de equilibrio positivo) Suponiendo que  
𝑀 <  𝐶 <  1, el punto de equilibrio (𝐶, 𝐿) esta en el interior del primer cuadrante. 
 
1. Asumiendo que 𝑣𝑠 > 𝑣𝑢 , la singularidad (𝐶, 𝐿) es: 

 
a. Un atractor local hiperbólico, si y sólo si 𝐺 <  0; además, 

 Un nodo atractor, si y solo si  𝐵 <
[−2𝐶3+(1+𝑀)𝐶2−𝐸]

2

4𝐶3𝐿
 

 Un foco atractor, si y solo si 𝐵 >
[−2𝐶3+(1+𝑀)𝐶2−𝐸]

2

4𝐶3𝐿
 

 
b. Una repulsor hiperbólica, si y sólo si 𝐺 >  0; además, 

 Un foco repulsor rodeado por un ciclo límite, si y solo si  𝐵 >
[−2𝐶3+(1+𝑀)𝐶2−𝐸]

2

4𝐶3𝐿
 

 Un nodo repulsor, si y sólo si 𝐵 <
[−2𝐶3+(1+𝑀)𝐶2−𝐸]

2

4𝐶3𝐿
 

c. Asumiendo que 𝑣𝑠 > 𝑣𝑢, (𝐶, 𝐿) es un nodo repulsor. 
 
Demostración. Es la demostración inmediata de la matriz Jacobiana. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ilustración 2. Para 𝐵 = 0.42, 𝐶 = 0.15, 𝑀 = 0.01 y 𝐸 = 0.1, el punto (𝐶, 𝐿) es atractor y el punto (1,0) es un punto silla. 
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Ilustración 3. Para 𝐵 = 0.42, 𝐶 = 0.5, 𝑀 = 0.05 y 𝐸 = 0.001, el punto (𝐶, 𝐿) está rodeado por un ciclo 
límite estable y (1,0) es un punto silla. 
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4. EFECTO ALLEE DÉBIL (m=0) 
 
De acuerdo con la reparametrización anterior, cuando 𝑀 =  0, el sistema 2.3 es 
topológicamente equivalente al campo vectorial polinomial 𝑍𝑛dado por: 
 

𝑍𝜂: {

𝑑𝑢

𝑑𝜏
= [(1 − 𝑢)(𝑢2 + 𝐸) − 𝑢𝑣]

𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 𝐵𝑣(𝑢 − 𝐶)

                   (3.1) 

 
Donde 𝜂 = {(𝐵, 𝐶, 𝐸) ∈ ℝ3

+} 
 
 
4.1.  Equilibrios 
 
El sistema 3.1 tiene los siguientes puntos de equilibrios positivos: 
 

i. Punto de equilibrio axial: 𝐸1(0,1). 

ii. Punto de equilibrio interior positivo: (𝐶, 𝐿), donde 𝐿 =
1

𝐶
(1 − 𝐶)(𝐶2 +  𝐸). 

 (𝐶, 𝐿) Se encuentra en el interior del primer cuadrante si y solo si 0 <  𝐶 <  1. 
 
Las propiedades principales y el comportamiento cualitativo del sistema 3.1 se dan por 
separado para dos formas diferentes del efecto Allee débil aquí consideradas. La estabilidad 
local de los puntos de equilibrio está determinada por la matriz Jacobiana o comunitaria: 




𝐽𝑍𝜂(𝑢, 𝑣) = (
2𝑢 − 3𝑢2 − 𝐸 − 𝑣 −𝑢

𝐵𝑣 𝐵(𝑢 − 𝐶)
) 

 

4.2. Naturaleza del punto de equilibrio sobre el eje: 
 
LEMA 5: Naturaleza del punto (1, 0). 
 
El punto (1, 0) es un equilibrio semi-hiperbólico o nilpotente para todos los valores de los 
parámetros. 
 

 

Demostración: Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que: 

En (1, 0) se tiene: 

𝐽𝑍𝜂(1,0) = (
−(1 + 𝐸) −1

0 𝐵(1 − 𝐶)
) 

Donde 𝑑𝑒𝑡𝐽𝑍𝜂(1,0) = −B(1 + E)(1 − C)  . Así el punto  (1, 0) es un punto silla. 
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LEMA 6: Naturaleza del punto (𝐶, 𝐿). 

 
El punto (𝐶, 𝐿) es: 
 

i. Si 𝐸 <  −2𝐶3 + 𝐶2   es un punto repulsor. 
ii. Si 𝐸 >  −2𝐶3 + 𝐶2    es un punto atractor. 

 
Demostración: Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que: 
En (𝐶, 𝐿) tiene: 

𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿) = (2𝐶 − 3𝐶
2 − 𝐸 − 𝐿 −𝐶
𝐵𝐿 0

) 

Donde 𝐷𝑒𝑡𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿) = 𝐵[(1 − 𝐶)(𝐶
2 + 𝐸)] > 0 y 𝑇𝑟𝑎𝐽𝑍𝜂(𝐶, 𝐿) =

−2𝐶3+𝐶2−𝐸

𝐶
 

 
 Como 𝐶 > 0, entonces:  

i. Si 𝐸 <  −2𝐶3 + 𝐶2   es un punto repulsor. 
ii. Si 𝐸 >  −2𝐶3 + 𝐶2    es un punto atractor. 
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ALGUNAS SIMULACIONES NUMÉRICAS 
 

Para reforzar nuestros resultados analíticos, aquí presentamos algunas simulaciones. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ilustración 4. Para 𝐵 = 0.42, 𝐶 = 0.5 y 𝐸 = 0.001, el punto (𝐶, 𝐿)  es espiral, rodeado por un ciclo límite 
estable y (1,0) es un punto silla. 

Ilustración 5. Para 𝐵 = 0.42, 𝐶 = 0.39 y 𝐸 = 0.2, el punto (𝐶, 𝐿) es atractor y el punto (1,0) es un punto 
silla. 
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CONCLUSIONES 
 

 
• En este trabajo hemos analizado un modelo depredador-presa tipo Gause, donde la población 
de presas se ve afectada por el efecto Allee. Según la intensidad del efecto Allee se estudiaron 
dos casos. 
 
• Este equilibrio lo mantiene exclusivamente el flujo migratorio y puede interpretarse como un 
precario equilibrio de subsistencia, ya que, al estar la población migrante muy por debajo del 
nivel natural del efecto Allee, no logra sobrevivir y es reemplazada continuamente por nuevos 
migrantes, que nunca podrán recuperar la población para la capacidad de carga del medio 
ambiente. 
 
• Analizamos el sistema topológicamente equivalente 2.3 al original 2.1, dependiendo solo de 
cuatro parámetros; en algunos casos se establecieron las condiciones para la existencia de 
puntos de equilibrio positivos y su naturaleza. 
 
• La población se ve afectada por el efecto Allee (𝑀 >  0), se puede demostrar que el punto de 
equilibrio (1,0) es siempre el punto de silla para todos los valores de los parámetros; mientras 
tanto, la naturaleza del equilibrio (𝐶, 𝐿) depende de la relación entre 0 <  𝑀 <  𝐶 <  1



24 
 

BIBLIOGRAFÍA 
 

 

[1] H.I. Freedman, Deterministic Mathematical Model in Population Ecology, Marcel 
Dekker, New York NY, 1980. (1980) Doi: 10.2307/3556198 

[2] F. Courchamp, T. Clutton-Brock, B. Grenfell, Inverse density dependence and the 
Allee effect, Trends in Ecology and Evolution. 14(6) (1999) pp. 405-410. 

[3] B. Dennis, Allee effects: population growth, critical density, and the chance of 
extinction, Resource Modeling. 3(4) (1989) pp. 481-538. 

[4] P. A Stephens, & W.J. Sutherland, Consequences of the Allee effect for behaviour, 
ecology and conservation, Trends in ecology evolution. 14(10) (1989) pp. 401-405.  

[5] Y. Kuang & H. I.Freedman, Uniqueness of limit cycles in Gause-type models of 
predator-prey systems, Mathematical Biosciences. 88(1) (1988) pp. 67-84.  

[6] W. Wang & J. Sun, On the predator-prey system with Holling-(n + 1) functional 
response, Acta Mathematica Sinica, English Series. 23(1) (2007) pp. 1-6.  

[7] D. Xiao & Z. Zhang, On the uniqueness and nonexistence of limit cycles for 
predator–prey systems, Nonlinearity. 16(3) (2003) pp. 1185.  

[8] X.Huang & L. Zhu, Limit cycles in a general Kolmogorov model, Nonlinear Analysis: 
Theory, Methods & Application. 60(8) (2005) pp. 1393-1414.  

[9] S. M. Moghadas & B. D. Corbett, Limit cycles in a generalized Gause-type predator-
prey model, Chaos, Solitons & Fractals. 37(5) (2008) pp. 1343-1355.  

[10] M. Hesaaraki & S.M. Moghadas, Nonexistence of limit cycles in a predator-prey 
system with a sigmoid functional response, Canad. Appl. Math. Quart 7(4) (1999) 
pp. 401-408.  

[11] J. Sugie, K. Miyamoto & K. Morino, Absence of limits cycle of a predator-prey 
system with a sigmoid functional response, Applied Mathematics Letters 9(4) 
(1996) pp. 85-90. 

[12] W. M. Getz, A hypothesis regarding the abruptness of density dependence and 
the growth rate populations, Ecology 77(7) (1996) pp. 2014-2026. 26  

[13] P. A. Stephens, W. J. Sutherland, & R. P. Freckleton,What is the Allee effect?, Oikos 
(1999) pp. 185-190.  

[14] F. Courchamp, L. Berec, J. Gascoigne, Allee effects in ecology and conservation, 
Oxford University Press, Oxford (2008) Doi: 
10.1093/acprof:oso/9780198570301.001.0001.  

[15] Liermann & Hilborn, Depensation: evidence, models and implications, Fish and 
Fisheries 2(1) (2001) pp. 33-58.  

[16] C.W. Clark, Mathematical Bioeconomics: The Optimal Management of Renewable 
Resources, John Wiley & Sons, New York, NY, USA 2(1) (1990).  

[17] L. Berec, E. Angulo & F. Courchamp, “Multiple Allee effects and population 
management”, Trends in Ecology & Evolution 22(4) (2007) pp. 185-191.  

[18] G. A. van Voorn, L. Hemerik, M. P. Boer, & B. W. Kooi, “Heteroclinic orbits indicate 
overexploitation in predator-prey systems with a strong Allee effect” 
Mathematical biosciences 209(2) (2007) pp. 451-469.  



25 
 

[19] E. Gonzalez-Olivares, B. González-Yañez, J. Mena-Lorca, and R. Ramos Jiliberto, 
“Modelling the Allee efect: are the diferent˜ mathematical forms proposed 
equivalents?” In Proceedings of International Symposium on Mathematical and 
Computational biology BIOMAT 2007 (2006) pp. 53-71.  

[20] E. Gonzalez-Olivares, A. Rojas-Palma, Multiple limit cycles in a Gause type 
predator-prey model with Holling type III ´ functional response and Allee effect on 
prey, Bulletin of Mathematical Biology 73(6) (2011) pp. 1378-1397. Doi: 
10.1007/s11538-010-9577-5  

[21] E. Gonzalez-Olivares, C. Arancibia-Ibarra, A. Rojas, & B. González-Yañez, Dynamics 
of a modified Leslie-Gower predation˜ model considering a generalist predator 
and the hyperbolic functional response, Mathematical Biosciences and 
Engineering 16(6) (2019) pp. 7995–8024. Doi: 10.3934/mbe.2019403  

[22] A. D. Bazykin, Nonlinear Dynamics of Interacting Populations, World Scientific 
Publishing Co. Pte. Ltd. (1998)  

[23] D. S. Boukal, & L. Berec, Single-species models of the Allee effect: extinction 
boundaries, sex ratios and mate encounters, Journal of Theoretical Biology 218(3) 
(2002) pp. 375-394.  

[24] M. Kot, Elements of Mathematical Biology, Cambridge University Press, 
Cambridge, UK. (2001).  

[25] S. Petrovskii and B. Li, An exactly solvable model of population dynamics with 
density-dependent migrations and the Allee effect, Mathematical Biosciences 
186(1) (2003) pp. 79-91.  

[26] G.A. Ossandon & R. Castro Santis, Population Dynamics with Density-Dependent 
Immigrations and Allee effect, Revista  colombiana de Matematicas ´ 52(2) (2018) 
pp. 212-218.  

[27] G. Birkhof & G. Rota, Ordinary Diferential Equations, John Wiley & Sons, New York, 
NY, USA, 4th edition (1989). 


