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RESUMEN (Maximo 250 palabras)

Este trabajo de investigaciéon presenta el analisis de un modelo depredador-
presa tipo Gause con inmigracion denso-dependiente y el efecto Allee en la
presa. El modelo se expresa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, autbnomo y no lineal, la respuesta funcional de los depredadores
es lineal, el crecimiento de las presas sin presencia de migraciones se ve
afectado por el efecto Allee. Interesantes situaciones dinamicas aparecen en el
sistema. Se determinan las condiciones de existencia y estabilidad local de los
puntos de equilibrio. Ademas, las principales propiedades de los modelos se
examinan desde un punto de vista ecoldgico. Algunas simulaciones se realizan
en Pplane para ilustrar los resultados analiticos.
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ABSTRACT: (Maximo 250 palabras)

This research paper presents the analysis of a Gause-type predator-prey model with density-
dependent immigration and the Allee effect on the prey. The model is expressed through a system
of ordinary differential equations, autonomous and nonlinear, the functional response of predators
is linear, the growth of prey without the presence of migrations is affected by the Allee effect.
Interesting dynamic situations appear in the system. The conditions of existence and local stability
of the equilibrium points are determined. In addition, the main properties of the models are
examined from an ecological point of view. Some simulations are performed in Pplane to illustrate
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1.RESUMEN

Este trabajo de investigacién presenta el analisis de un modelo
depredador-presa tipo Gause con inmigracién denso-dependiente y el
efecto Allee en la presa. El modelo se expresa mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, auténomo y no lineal, la respuesta
funcional de los depredadores es lineal, el crecimiento de las presas sin
presencia de migraciones se ve afectado por el efecto Allee.
Interesantes situaciones dinamicas aparecen en el sistema. Se
determinan las condiciones de existencia y estabilidad local de los
puntos de equilibrio. Ademas, las principales propiedades de los
modelos se examinan desde un punto de vista ecoldgico. Algunas
simulaciones se realizan en Pplane para ilustrar los resultados analiticos.



2. INTRODUCCION

En este trabajo se analiza un modelo depredador-presa tipo Gause en un tiempo
continuo [1], teniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

e La accidn de los depredadores o respuesta funcional, es lineal.
e El crecimiento de la presa se ve afectado por el efecto Allee. [2]; [3]; [4].

En el analisis de los modelos depredador-presa se consideran diferentes
fendmenos ecoldgicos que afectan a una poblacién o ambas poblaciones.
Estos fendmenos pueden tener fuertes consecuencias en la relacion entre ellos
y modificar las propiedades dindmicas de un sistema que lo describe.

2.1 Modelo Tipo Gause: Un modelo depredador-presa de tipo Gause clasico [1];
[5] esta representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

g xg(x) — h(x)y
Xy % (1.1)
2 = e - oy

Donde x = x(t) y y = y(t) indican el tamafio de la poblacidn de presas y
depredadores para todo tiempo t = 0, respectivamente,c > 0 representa la
muerte natural de los depredadores. Las funciones g(x), h(x) yy(x) tienen las
propiedades apropiadas [5]; [6]; [7].

El sistemal.1 ha sido ampliamente estudiado, determinando la estabilidad y las
bifurcaciones [11], demostrando el punto de equilibrio positivo [8] o demostrar
unicidad [8]; [5] y [1]; o existencia de ciclos limite [10]; [11].

2.2 Respuesta funcional de los depredadores

La funcion h(x) en el modelo 1.1, denominada respuesta funcional de los
depredadores o funcidn de tasa de consumo, se refiere al cambio en la densidad
de presas atacadas por unidad de tiempo por depredador a medida que cambia
la densidad de presas [1].

En la mayoria de los modelos de depredador-presa considerados en la literatura
ecoldgica, la respuesta del depredador a la densidad de presa se supone que es
cada vez mas monotdnico [12]; una suposicidn inherente lo cual significa que
cuantos mas animales de presa haya en el medio ambiente, mejor para el
depredador.



En este trabajo se ha asumido que la respuesta funcional se expresa por la funciéon
h(x) = qx,lineal, donde q representa la tasa maxima de consumo per cépita.

2.3. El efecto Allee e Inmigracidon denso-dependiente

El efecto Allee es un fendmeno que afecta a algunas poblaciones [13], el cual se
caracteriza porque existe una relacion positiva entre la tasa de crecimiento y el
tamaiio de la poblacidn en densidades bajas [13] principalmente debido a la
cooperacion entre los individuos (comportamiento social) [14].

Este fendmeno, llamado asi por el ecologista estadounidense Warder Clyde Allee
(1885-1955), también se conoce con diferentes nombres; ha sido nombrada
como dependencia de la densidad o dependencia de la densidad positiva
[14];[15] o dispensacidn en las Ciencias Pesqueras. [16]; [15].

Las poblaciones pueden exhibir dindmicas de efecto Allee debido a una amplia
gama de fendmenos bioldgicos, por ejemplo, vigilancia reducida contra
depredadores, termorregulacion social, deriva genética, dificultad de
apareamiento, defensa reducida contra depredadores y alimentacién deficiente
a bajas densidades; sin embargo, varias causas pueden conducir a este
fendmeno. [17]

Este fendmeno ecoldgico se puede clasificar en dos tipos principales llamados

efecto Allee fuerte [18] o dispensacidn critica [16]; [15], y efecto Allee débil [13]

o dispensacién no critica [16]; [15].

En este trabajo se usara la forma matematica mas comun en la literatura

ecoldgica [19]; [20] y [21] representada por la siguiente ecuacién polinomial:
dx X
ac " (1 k

) x—m)x (1.2)

Donde r representa la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacidn de presas,
K es la capacidad de carga del medio ambiente y m es el umbral de poblacién
viable o constante del efecto Allee.

De acuerdo a la definicion de este efecto [13];[14], se debe cumplir que % >0

para un cierto rango de valores del pardmetro m; claramente esto se cumple si
—K < m << K. El efecto Allee fuerte implica la existencia de un nivel umbral
de poblacion m > 0 [22]; [23]; [24], bajo el cual, la poblacidn se extingue. Esto
requiere que la tasa de crecimiento de la poblacidon sea negativa para tamafios
de poblacién menores a m. Por lo tanto, tenemos una poblacién que muestra un
efecto Allee débil donde tendrd una tasa de crecimiento per cdpita reducida
(directamente relacionada con la aptitud individual de la poblacién) a una
densidad o tamafio de poblacién mds bajos. Sin embargo, incluso con este



tamaiio o densidad de poblacién muy bajos, la poblacion siempre exhibird una
tasa de crecimiento per cdpita positiva, donde m < 0.

Teniendo en cuenta que el efecto Allee es un fendmeno que afecta el crecimiento
de la poblacién, provocando extincién a la poblacién (convivencia social), donde
se requiere de una solucién, asi que, una manera eficaz de forma natural es
generar un flujo migratorio dependiente del nivel poblacional de la especie, de
modo que la migracion sea mayor que los niveles bajos de poblacion y cesa por
completo cuando la poblacidn alcanza la capacidad de carga del medio ambiente.
En [25] proponen un modelo con difusién espacial unidimensional con efecto
Allee y migracion denso-dependiente, donde la funcién de migracidon es una
funcién lineal. Esto considerado la migracidn, es el producto de factores
ambientales y mecanismos bioldgicos. Lo primero que hay que observar, y quizds
lo mds importante, es que no es posible mantener una migracién por encima de
la capacidad de carga del medio ambiente, ya que el habitat no admite una
poblaciéon mayor, lo que provocara el excedente para ser eliminado rdpidamente.
Desde este punto de vista es natural que un flujo migrante cesa cuando la
poblacién alcanza la capacidad de carga. [26].

Sea f(x) latasa de inmigracion. Consideraremos f como una funcién decreciente
en la variable x tal que f(K) = 0, donde K es la capacidad de carga del medio
ambiente.
Por lo tanto,

maxxE[O,K]f(x) = f(0)
En otras palabras, si K indica la capacidad de carga del ambiente habitado por la
especie, x(t) se referird a la poblacién de la especie en el tiempo t > 0,

considerando una funcién de migracion positiva y tasa continua f(x),
estrictamente decreciente en el intervalo [0,K], de modo que f,(0) = vy

fu(k) = 0.

Por lo tanto, la ecuacidn explicita de f.es:

X
fu@) =a(1- E)' vx e [0,K] (L3)
La tasa de crecimiento de la especie en ausencia de migracion sera:

g x) =r(1—%)(x—m)xcon0<m<Kyr>O (1.4)



dx
X, —-x(D=g() + fu(0) (1.5)

x(0) = x,

Donde la poblacién inicial x, € 0, K,y las funciones g(x) y f«(x) son las
definidas en 1.3 y 1.4, respectivamente. La ecuacion 1.5 se puede escribir de la

siguiente manera:

x'(t) =g () + fo(x)

=r(1—%)(x—m)x+a(1—%)

r(l —%) (r(x—m)x+ a)

r(l —%) (rx? —mrx + a)

10



3. MODELO

El modelo tipo Gause considerando que la poblacién de presas se ve afectada por la inmigracion
y el efecto Allee, y la respuesta funcional es lineal, se expresa mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas, no lineal, dado por:

dx X
— = (1——) (rx? —mrx + a) — gxy
nl dy :
dt pxy —c¢y

Donde x = x(t) y y = y(t) indican el tamafio de la poblaciéon de presas y depredadores,
respectivamente, para todo tiempo t = 0 (medido como biomasa, nimero de individuos o
densidad por unidad de drea o volumen).

Conu ={(K,r,m,a,q,p,c)} € R& X |0,1|, es decir, todos los parametros son positivos. Tienen
diferentes significados bioldgicos y se definen de la siguiente manera:

r: La tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de presas.

K: La capacidad de carga del medio ambiente.

m: Umbral de poblacion viable o constante del efecto Allee.

a: La tasa de migracion de la poblacidn de presas.

q: La tasa maxima de consumo per capita (nUmero de presas consumidas por cada
depredador en una unidad de tiempo).

p: La eficiencia con la que los depredadores convierten a las presas consumidas en nuevos
depredadores.

c: La tasa de muerte natural de los depredadores.

El campo vectorial X, se define en el primer cuadrante, es decir:
N={(y)ER?/x=0,y=>0}=R} xR}

Sim = 0, tenemos un efecto Allee particularmente débil en la presa [13]. El modelo esta

expresado por el sistema:

dx _ (1 X)( 2 N )
X dt = K X a axy
Y dy B
dr bxy —cy

(2.2)

Cony ={(K,r,a,q,p,c) € R§}:

Para simplificar los calculos del sistema 2.2, hacemos los cambios de variable x =

K . . L
Ku,y = (%) vy el cambio en la escala de tiempo T = rKt. La funcidn se construye:

11



p:M XR->0NXR
rK T
Tal que: o(u,v,7) = (Ku, (7) 17,;) = (x,y,t),
Con 2, = {(u,v) € R?/u = 0,v = 0}.
El determinante es:
K
detDp(u,v, 1) = 3 > 0.

Por lo tanto, ¢ es un difeomorfismo que mantiene la orientacion del tiempo. Por tanto, se
obtiene un sistema topograficamente equivalente al campo vectorial Z, = ¢ 0 X, donde

Z,(uw,v) = P(u, U):—u + Q(u,v) aa_v'

LEMA 1: El sistema 2.2 es topoldgicamente equivalente al siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales polinomial:

dx
- = [(1—uw)(u? — Mu+E) —uv]
Zy: dy (2.3)
i Bv(u — C),
Donden = (M,B,C,E) € R.
.z . rK
Demostracion: Six = Ku,yy = (;) v, entonces:
L d—u, - (ﬂ) il Reemplazando en 2.3 se tiene que:
dt at’ 7 dt dt

J%K = [(1 — %) (r(Ku)? — Mr(Ku) + a) — q(Ku) (%) v]

dy (K pKurKv rKv
k wle) =

q q q
Por lo tanto,
du
EK = (1 —-w@K?*u? — mrKu + a) — K*ruv,
dy <rK) pK*urv  rKv
_—] = —C ,
dt \ q q q
Luego,
d—uzrl([(l—u)(u2 —Eu+i)—uv]
dt K rK? ’
2 =7 (u )
ac PRV T oK)

12



Haciendo el cambio en la escala de tiempo T = rKt, se obtiene el sistema:

du m a
or_ _ 2 _ 1 _
I [(1 u) (u Ku+rK2) uv],
dy p ( C)
dr  r \" " pk)’
Haciendo sustituciones M=m<1, con O<M<1,B=2,C=L,E=L2, se
K r pK rK

obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales polinédmicas de cuatro parametros.

El sistema 2.3 se define:
2, ={(w,v) ER?> /u =0,y >0} =R} xR

3.1 Resultados principales.
Para el sistema 2.3 tenemos las siguientes propiedades:
LEMA 2: El conjunto 2 — {(u,v) € 2, / 0 < u < 0,v > 0},es una regién de invarianza.

Demostracion: En el sistema 2.3, tenemos que:
e Siv =0, entonces % =0, y% = (1 —u)(w? — Mu + E) > 0, sus trayectorias
permanecen en el eje u.
o Siu=1, Z—: =—-v<0,vy, % = Bv(1 — (), sus trayectorias apuntan hacia el

interior de (.

u
(1,0)

llustracion 1. Region de invarianza

13



LEMA 3: Las soluciones son uniformemente acotadas.

Demostracion: La primera ecuacion del sistema topolégico 2.3 es:

du
—= [(1—w)(u? - Mu+E) —uv] (2.4)

En ausencia de depredadores, se convierte en:

du
—= (1-—w)W? - Mu+E) (2.5)

Por lo tanto,
T<A-wWW -Mu+E),Vx€RE, () (26)

Teniendo esto,

u(r) -» 1 cuando T - oo, u>M (2.7)

u(t) = 0 cuando t — oo, u<M (2.8)
Ademas,

u(r) » 1 cuando t — oo, u>1 (2.9)

Considerando L = max{u(0), 1} de la desigualdad 2.6 tenemos:
u(r) <L Vvr=0 (2.10)

Sea W(t) =u+ (1/B)v. Claramente 0 < W(t),Vr = 0. Derivando W (7) respecto a
T obtenemos:

aw(z) ,

TORE [(1-—w@W?—Mu+E)—uw]+vu-C) (2.11)
d!i/lzg) =[1-uw@?-Mu+E)—w]+vu—-vC (2.12)
d!i/lzg) =1 -uw)@w?—-Mu+E)—vC (2.13)
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dw (1)
d(7)

=-w+@+Mu> - M+E)u+E-vC (2.14)

Por lo tanto,
dwW (1)

d(t)

FWE) = P+ (1 + M2 — (M +E)u+E —vC + (u + (%) v) (2.15)

Después de algunas manipulaciones algebraicas, se convierte en:

dW (1)
a0 + W (1)
2 2
=—u<u—(1;M)> +u(1+TM)+(1—M—E)u—(C—%>v
2
+E§u%+(1—M—E)u+E (2.16)

Suponiendo que:

1
Cc> B
Recordando que si M < u, entonces u — 1, cuando T — oo se convierte en:
dwW (1) (1+ M)?
who<s—+01-M 2.1
i T WOs—F—+0-M) (2.17)
(1+M)? .
Sea Q = PR (1—M) > 0, para cualquier valor de M, tal que —1 < M < 1;
entonces
dW (1)
W(r) < 2.1
o tWO=e (218)

Siendo una desigualdad lineal de primer orden. Aplicando el Teorema de comparacion
para la desigualdad diferencias [27], obtenemos:

0<W(u(®),v(x))<Q+Ce™. (2.19)

En conclusion,
0 <W(u®),v®) < Q+W(u0),v(0)—Qe . (2.20)
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Claramente, cuando T — oo, entonces 0 < W(u,v) < Q, para cualquier signo de
(W (u(0),v(0)) — Q. Entonces, las soluciones del sistema 2.3 estan acotadas.
Ademas, existe el conjunto:

S={(uv)€R2'0<u+1—v<Q} (2.21)
) + ¢ = B = .

La cual es una region invariante, donde todas las soluciones del sistema 2.3 que
comienzan en {2 estan confinadas.

Observacion 1.

a. Elresultado establecido en el lema anterior implica que el modelo esta bien
planteado, es decir, cuando el tamafo de la poblacién de presas tiende a cero,
la poblacién de depredadores también tiende a cero, ya que la presa es la
Unica fuente de alimento para los depredadores.

b. Por otro lado,
Siu — C — Ev > 0,i.e.,,dv/dt > 0;porlotanto,v < (u — C)/E.
Siu — C — Ev < 0,i.e,dv/dt < 0O;porlotanto,v > (u — C)/E.

Entonces, la subregion
u—=C

<u<10<v<
E

ol >

T = (uv) € (2.22)

Es una regién acotada y cerrada; es decir, es una region compacta y se aplica el
Teorema de Poincaré-Bendixson.

3.2. Resultados preliminares.
3.2.1. Equilibrios.

El sistema 2.3 tiene los siguientes puntos de equilibrios positivos:
i.  Punto de equilibrio axial: E; (1, 0).
ii.  Punto de equilibrio interior: (C, L), donde L = %(1 - O)[c(C — M) + E].

Claramente, (C, L) se encuentra en el interior del primer cuadrante siy sélosi 0 <
M<C<I1
SiC > 1yC > M, el punto de equilibrio se encuentra en el cuarto cuadrante.
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Las propiedades principales y el comportamiento cualitativo del sistema 2.3 se analizan
por separado, en la primera parte el efecto Allee fuerte y luego el efecto Allee débil. La
estabilidad local de los puntos de equilibrio estd determinada por la matriz Jacobiana
0 comunitaria:

Z,11 —u
J2y (. v) = ( Z?v B(u - C))'

Con,

Zy11 = =3u* +2(1+ M)u — (M + E) —v.

3.2.2 Naturaleza del punto de equilibrio sobre el eje.

LEMA 4: Naturaleza del punto (1, 0).

El punto (1, 0) es:
e Un atractor hiperbdlico, siy sélosi C > 1,
e Un punto de silla hiperbdlico, siysélosi 0 < M < C < 1,
e Un atractor no hiperbdlico, siy sélosi C = 1.

Demostracion Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que:
En (1,0)
(M -1)-E -1 )

Donde det/Z, (1,0) = B(1 — C)((M — 1) — E),yTraJZ,(1,0) = B(1 — C) +
((M — 1) — E). Por lo tanto:

e Un atractor hiperbdlico, siy sdlosi C > 1,

e Un punto de silla hiperbdlico, siy solosi 0 < M < C < 1,

e Un atractor no hiperbdlico, siy sélosi C = 1.

-3C*+21+M)C-(M+E)—L —-C
jz,(6,1) = ( M- M+E) - —0)
Donde det/Z, (C,L) = B[(1 — O)(C(C—M) + E)],y

_ 3 2_
TrajZ,(C,L) = =~ +(1;M)C E

Ahora, establezcamos:
P =[Tra(C,L)]?> — 4det(C,L)

17



P=[-2C3+ (1 + M)C? —E]? — 4BC3L

Si P = 0, tenemos:
_ [-2C3+ (1 + M)C? — E]?
4C3L

Ademas, denotemos:
G=-2C3+ (1 + M)C>?-E

TEOREMA 1: (Naturaleza del punto de equilibrio positivo) Suponiendo que
M < C < 1, el punto de equilibrio (C, L) esta en el interior del primer cuadrante.

1. Asumiendo que v° > v', la singularidad (C, L) es:

a. Un atractor local hiperbdlico, siy sélosi G < 0; ademds,
[-2¢3+(+M)C2-E]°
4C3L
[-2¢3+@+M)c2-E]?

4C3L

e Unnodo atractor, siy solosi B <

e Un foco atractor, siy solo si B >

b. Una repulsor hiperbdlica, siy sélosi G > 0; ademds,
e Un foco repulsor rodeado por un ciclo limite, siy solo si B >
[-2c3+@+M)c2-E]?
4C3L

[-2¢3+(+M)c2-E]°
4C3L
c. Asumiendo que v° > v%, (C, L) es un nodo repulsor.

e Un nodo repulsor, siy sélo si B <

Demostracion. Es la demostracion inmediata de la matriz Jacobiana.

llustracion 2. Para B = 0.42,C = 0.15, M = 0.01 y E = 0.1, el punto (C, L) es atractor y el punto (1,0) es un punto silla.
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©0:0) ' | {10
llustracion 3. Para B = 0.42,C = 0.5, M = 0.05y E = 0.001, el punto (C, L) estd rodeado por un ciclo
limite estable y (1,0) es un punto silla.
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4. EFECTO ALLEE DEBIL (m=0)

De acuerdo con la reparametrizacion anterior, cuando M = 0, el sistema 2.3 es
topolégicamente equivalente al campo vectorial polinomial Z,,dado por:

du
d_ = [(1 - u)(uz + E) - uv]
Z,:4 4t (3.1)
n dv
— =Bv(u—-0C)
dt

Donden = {(B,C,E) € R}}

4.1. Equilibrios
El sistema 3.1 tiene los siguientes puntos de equilibrios positivos:

i. Punto de equilibrio axial: E;(0,1).
ii. Punto de equilibrio interior positivo: (C,L), donde L = %(1 —C)(C*+ E).
(C, L) Se encuentra en el interior del primer cuadrante siysolosi0 < € < 1.

Las propiedades principales y el comportamiento cualitativo del sistema 3.1 se dan por
separado para dos formas diferentes del efecto Allee débil aqui consideradas. La estabilidad
local de los puntos de equilibrio esta determinada por la matriz Jacobiana o comunitaria:

2u—3u?—E—-v —u )

JZy(w,v) =< Bv B(u—0C)

4.2. Naturaleza del punto de equilibrio sobre el eje:
LEMA 5: Naturaleza del punto (1, 0).

El punto (1, 0) es un equilibrio semi-hiperbdlico o nilpotente para todos los valores de los
parametros.

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que:
En (1, 0) se tiene:
_(—(1+E) -1 )
12,00 = ("0 e

Donde det/Z, (1,0) = —B(1 + E)(1 — C) . Asi el punto (1,0) es un puntosilla.
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LEMA 6: Naturaleza del punto (C, L).
El punto (C, L) es:

i. SIiE < —2C3®+ C? esunpunto repulsor.
ii. SiE> —2C%®+C? esunpunto atractor.

Demostracidn: Evaluando la matriz Jacobiana tenemos que:
En (C,L) tiene:

_(2C—-3C*—-E-L -C
Jzy(c,L) = (¢3¢ N
2 -2C3+C%-E
Donde Det/Z, (C,L) = B[(1 - C)(C*+ E)] >0y TrajZ,(C,L) = —
Como C > 0, entonces:
i. SIiE < —2C3®+ C? esun punto repulsor.
ii. SiE> —2C3®+C? esun punto atractor.
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ALGUNAS SIMULACIONES NUMERICAS

Para reforzar nuestros resultados analiticos, aqui presentamos algunas simulaciones.

Iy

,(ofo) (i‘,'O)

u

llustracion 4. Para B = 0.42,C = 0.5y E = 0.001, el punto (C, L) es espiral, rodeado por un ciclo limite
estable y (1,0) es un punto silla.

o o —

@ : ‘.
(0,0) (1,0),

u
llustracion 5. Para B = 0.42, C = 0.39y E = 0.2, el punto (C, L) es atractor y el punto (1,0) es un punto
silla.
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CONCLUSIONES

e En este trabajo hemos analizado un modelo depredador-presa tipo Gause, donde la poblacién
de presas se ve afectada por el efecto Allee. Segun la intensidad del efecto Allee se estudiaron
dos casos.

e Este equilibrio lo mantiene exclusivamente el flujo migratorio y puede interpretarse como un
precario equilibrio de subsistencia, ya que, al estar la poblacién migrante muy por debajo del
nivel natural del efecto Allee, no logra sobrevivir y es reemplazada continuamente por nuevos
migrantes, que nunca podrdn recuperar la poblacidn para la capacidad de carga del medio
ambiente.

¢ Analizamos el sistema topoldgicamente equivalente 2.3 al original 2.1, dependiendo solo de
cuatro parametros; en algunos casos se establecieron las condiciones para la existencia de
puntos de equilibrio positivos y su naturaleza.

e La poblacién se ve afectada por el efecto Allee (M > 0), se puede demostrar que el punto de

equilibrio (1,0) es siempre el punto de silla para todos los valores de los pardmetros; mientras
tanto, la naturaleza del equilibrio (C, L) depende de la relacidénentre0 < M < C < 1
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