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“Las ciencias no tratan de explicar, incluso apenas tratan de interpretar,
construyen modelos principalmente. Por modelo, se entiende una constru-
ccion matemdtica que, con la adicion de ciertas interpretaciones verbales,
describe los fenomenos observados. La justificacion de tal construccion ma-
temdtica es solo y precisamente que se espera que funcione.” John Von

Neumann
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Capitulo 2

Introduccion

Encontrarnos de frente con la historia del hombre, requiere tener en cuen-
ta la evolucién del conocimiento cientifico hasta el presente. Es decir, tomar
las herramientas de dicho proceso es investigar sus pasos y sus pensamientos
para tener en cuenta el por qué de sus quehaceres o sus proyecciones. Si defi-
nimos su primer paso en la tierra, ademas del lenguaje primitivo tendriamos
en manos la matematica. El desarrollo de nuevas areas de la matematica
ha permitido que el mundo adquiera una visién distinta de lo que solia
ser hace unos cuantas decadas. De otro lado, el desarrollo tecnolégico y la
globalizacién han generado el nacimiento de nuevos conocimientos que estan
contribuyendo a entender los diarios aconteceres en todos los campos cogni-
tivos en los que el hombre se prepara para su formacién académica y laboral,

como la economia, la medicina, la administracién, la biologia, etc.

Indagar, sobre los distintos procesos presentes en el medio en que vivimos,
y més ain sobre las distintas asignaturas vistas en el programa de Licen-
ciatura en Matematicas, es encontrarnos con la vocacién que nos motivé a
lograr este suenio de culminar esta carrera, encontrando empatia sobre temas
afines en diferentes campos de las matematicas en particular las ecuaciones

diferenciales.



Capitulo 3

Formulacion y Descripcion
del Problema

En el presente trabajo de grado nos proponemos reconocer las aplicaciones de
la matematicas en la vida real. Por esta razén, queremos analizar y mostrar
una solucion al problema del flujo de calor a partir de las ecuaciones diferen-
ciales dejadas como legado por Jean Baptiste Joseph Fourier, proceso que

llevaremos a cabo de la siguiente manera:

1. Elementos Tedricos: Historia de la ecuacién reaccién—difusion, y
una breve biografia de Joseph Fourier, ademas de los fundamentos para
desarrollar métodos que permitan inferir la solucién de la ecuacién del

calor.

2. Solucién de la ecuacién de calor: Elementos de las ecuaciones
diferenciales para resolver la ecuacién reaccién-difusién de forma es-

tructurada.

3. Otros métodos: Se muestra como anexo, el método de diferencias

finitas la solucién de la ecuacién de calor.

Las ecuaciones diferenciales desde su introduccién en las matematicas en
1.882 por Newton y Laplace, han sido aplicadas a distintos problemas. Co-

mo por ejemplo, la solucién del ecuacién del calor en una y dos dimensiones,
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el problema de la cuerda y las membranas vibrantes, etc.

Por consiguiente, la idea central de este proyecto de grado, estara en recono-
cer los fundamentos valiosos de Fourier, ademés de otros aportes otorgados
por grandes matemdaticos como Gauss y Stokes, para aplicar métodos que

permitan inferir la solucién del flujo de la ecuacién de calor.
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Capitulo 4

Justificacion

La razén principal de realizar este trabajo es aplicar nuestros conocimientos
en Matemadticas, a la vez que mejorar nuestra dimensién humana, pues a
partir de este trabajo de grado ponemos en evidencia lo aprendido en la
Licenciatura a la vez que nos proyectamos para seguir con estudios posterio-
res. De otro lado para llevar a cabo este trabajo, ha sido definitivo el apoyo
y acompafniamiento incondicional de nuestro asesor, lo mismo que de nuestro
segundo lector, que fue de forma muy constante y desinteresada, nos com-

partieron sus conocimientos y experiencia, para registrarla en este trabajo.

Aproximarnos de manera teérica a la deduccién y al significado de la Ecuacién
Reaccion—Difusion, es la premisa que nos ha exigido retomar los conceptos
vistos en algunos cursos de la licenciatura en Matematicas, y llevarlos a un
nivel que sea consecuente con el objetivo de nuestro estudio. Es por ello, que
hemos dedicado nuestra labor, a investigar diferentes métodos de solucion,

y favorecer a la elaboracion de este trabajo de manera sistémica.

No obstante, el desarrollo de este trabajo, tiene como prioridad ser un acerca-
miento estructurado a nivel de pregrado, para que el lector interesado logre
una aproximacion que le permita distinguir los conceptos fundamentales

referentes a la ecuacién del calor.
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Capitulo 5

Objetivos

5.1. Objetivo General

Resolver analiticamente la ecuacion del calor utlizando las ecuaciones dife-

renciales y las series de Fourier e interpretar las soluciones obtenidas.

5.2. Objetivos Especificos

1. Describir y reconocer las caracteristicas y variables fundamentales que

estan relacionadas con la ecuacion Reaccién—Difusién.

2. Poner en evidencia el uso de las ecuaciones diferenciales, al momento
de modelar problemas reales, y resolverlas segtn el contexto al que se

estd teniendo en cuenta.

3. Reconocer y aplicar diferentes métodos para resolver la ecuacién del

calor, y analizar el significado de las soluciones.

13



Capitulo 6

Elementos Teoricos

6.1. Introduccion Histodrica

6.1.1. Jean-Baptiste Joseph Fourier

Fourier nacié el 21 de marzo de 1768 en la ciudad de Auxerre en Borgona,
Francia, y fallecié en Paris el 16 de Mayo de 1830. Hijo de un sastre, fue
el noveno de doce hermanos y qued6 huérfano a los 10 anos. Empezo sus
estudios en la escuela de Pallais, donde estudio latin y francés. Contintio en
la Ecole Royale Militaire de Auzerre, alli mostro interés por la literatura y,
en contra de su voluntad fue preparado para sacerdote. A los trece anos no
podia seguir ocultando su interés por las matematicas, asi, a los catorce anos
habia completado el estudio de los seis volimenes del Cours de Mathéma-
tique de Benzout y a los quince anos recibia el primer premio por su estudio
de Bossut’s Mechanique Géneral. Atun asi Fourier se encontraba desquiciado
porque alcanzada la edad de 21 anos aun no era famoso, pues pensaba que

a esa edad Newton y Pascal ya habian adquirido titulos e inmortalidad.

En 1787 entré en la Abadia de St Benoit - Sur - Loire con la idea de hacerse
sacerdote, aunque se debatia entre su amor por las matematicas y sus ideas
religiosas. Finalmente no tomé los votos y en 1789 dejé St Benoit. Al ano
siguiente entré como profesor en la Fcole Royale Militaire de Auzxerre, donde

habia estudiado.
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En 1793, al comienzo de la Revolucién francesa, se involucré en la politica,
uniéndose al Comité Revolucionario local, entusiasmado con las ideas de li-
bertad. En 1794 fue arrestado y llevado a prisién como consecuencia de sus
acciones politicas. Afortunadamente, hub6é cambios politicos que le dieron
la libertad. Al final de este afio se vincul6 a la Escuela Normal Superior de
Paris, en donde tuvo entre sus profesores a Joseph - Louis Lagrange (1736-
1813) y Pierre simon Laplace (1737-1813), a los que tenia en gran estima y
admiracion. Comenzd su investigacién matematica y volvié a ensenar en la
Escuela Politécnica, donde posteriormente, en 1797, ocuparia la catedra de

Anélisis y Mecénica dejada por Lagrange.

Fourier queria ir al ejército pero, como sélo era hijo de un sastre, le previ-
nieron de que no podia servir mas que de cargador de canones. Sin embargo
los cambios originados por la Revolucién Francesa le permitieron ser oficial
de artilleria. De esta manera aplicaria las matematicas que era lo que real-
mente le interesaba. Su carrera estuvo muy ligada a la de Napoledn y llego a
ser su Oficial de Artilleria (calculaba las trayectorias de los proyectiles). Le
acompanod a Egipto en 1798 como consejero cientifico y fue gobernador de
una parte de ese pais (Bajo Egipto). Alli, también, fue secretario del insti-
tuto de Matematicas de El Cairo, fundado por Napoledn, hasta su regreso

a Francia en 1801.

Tras las victorias britanicas y la capitulacién de los franceses a mando del
General Menou, en 1801, Fourier volvié a Francia, donde fue nombrado por
Napoledén Prefecto del departamento de Isére entre 1802 y 1815 y empezo a
ocuparse de lleno a la ciencia, en concreto con sus experimentos sobre la

propagacion del calor.

En 1808, y después de haber hecho importantes descubrimientos matematicos,
Napoleon le dio el titulo de Barén. Fourier sobrevivié a la caida del imperio
francés y recibié nuevos honores, de los restaurados Borbones. En 1822 fue

secretario adjunto de la Academia de Ciencias, donde conocié al naturalista

15



Cuvier (1769 - 1832) con quién compartié una gran amistad.

6.1.2. El Teorema de Fourier

Fourier se traslad6 a Paris en 1816 y, en 1.882, publicé la “Teoria analitica del
calor”, basandose, en parte, en La ley del enfriamiento de Newton. A partir
de esta teoria desarroll6 las “Series de Fourier” de notable importancia en el
posterior avance del andlisis matematico y con interesantes aplicaciones para
la resolucién de muchos problemas de fisica e ingenieria. El problema que
mas le interesaba era el del modo en que el calor fluia de un punto a otro a
través de un objeto, por ende su descubrimiento, y formulacién matematica

de esas leyes.

En sus experimentos, Fourier producia un gradiente lineal de temperatura
en un objeto y observaba lo que sucedia. Observé que la parte a menor tem-
peratura se calentaba, mientras que la de mayor temperatura se enfriaba, y
se pregunt6 ... ;Si a partir del gradiente de que se obtiene esa distribucién
“suavizada” de la temperatura, de igual modo, partiendo de esa distribucién

“suavizada” se podra obtener la original. ..

Recordando la aproximacion de una funcion periédica mediante la suma de
armoénicos en una cuerda de Bernoulli (1700-1782), que decia: “cualquier
movimiento, correspondiente a una curva inicial, no es mas que una suma
de armonicos periédicos sinusoidales, y la combinacion tiene la frecuencia del
armonico fundamental”, Fourier sugirié que el problema se podia resolver
mediante un simple patrén sinusoidal que deberia atenuarse gradualmente
hasta que la temperatura fuera uniforme en todo el objeto. Fue asi como
formulé el llamado “Teorema de Fourier”. Segun éste, cualquier oscilacion
periddica, esto es, cualquier variacién que tarde o temprano se repite exacta
mente una y otra vez, por complicada que sea, se puede descomponer en
series de movimientos ondulatorios simples y regulares (con diferentes am-
plitudes y frecuencias), la suma de los cuales es la variacién peridédica com-
pleja original. Es decir se puede expresar como una serie matemaética en la

cual los términos en funciones trigonométricas, que pueden escribirse de la
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forma:

x(t) = ag + 2(ay coswt + ag cos 2wt + az cos 3wt + . ..
+ by sinwt + bg sin 2wt + by sin 3wt + .. .)

O bien:
oo
z(t) = ao + E ayn cos(nwt) + by, sin(nwt)
n=1
Los coeficientes a,, y b, se obtienen mediante el siguiente calculo de la inte-

gral:
1

an = /tx(t) cos(nwt)dt

1
by = = /az(t) sin(nwt)dt
T )

Esta recreacion de la senal constituye justamente las llamadas “Series de

Fourier”.

En 1809 apareci6 en el Bulletin des Sciences una actualizacion sobre el tema
de propagacion del calor. Su autor era Poisson (1781-1840), amigo de Biot
(1774-1862) y editor de la publicacién. El articulo cita generosamente a Biot
y critica los hallazgos de Fourier, y cita lo siguiente: “El estudio profundo de
la naturaleza es la fuente mas fecunda de los descubrimientos matemaéticos.
Esto excluye cuestiones vagas y célculos sin sentido: los elementos funda-
mentales son aquellos que se reproducen en todos los fenémenos naturales.

El andlisis matematico se halla tan extendido como la naturaleza misma”.

En 1810 el Instituto de Francia anuncié el Grand Prix de Matehematiques,
el tema: “La propagacion del calor en cuerpos sélidos”. El jurado estaba
constituido por Monge (1746-1818), Laplace y Lagrange, dos de sus prin-
cipales detractores. Aunque Fourier gand el premio y le reconocieron el
trabajo analitico por las ecuaciones, le criticaron la utilizacion del méto-

do experimental, ya que, Fourier basé parte de su trabajo en estudios de
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fenémenos fisicos como el andlisis vibratorio, etc, promulgados por cientificos
de poco agrado para ellos. Anos mas tarde, en 1829, el matematico aleman
Dirichlet (1805-1859), estudiando las series trigonométricas, consiguié una
demostracién rigurosa de diversos teoremas de Fourier, demostrando de esta

forma que sus ecuaciones eran acertadas y validas.

Hacia el ano de 1822, ampliando su teorema, completé su estudio sobre
la teoria de matematica de la conduccion de calor y lo publicé en su li-
bro llamado “Teorfa analitica del calor” (Theorie analytique de la chaleur).
Establecio la ecuacién diferencial parcial que gobierna la difusién del calor,
resolviéndola mediante el uso de series infinitas de funciones trigonométricas.
En esto introdujo la representacién de una funcién como una serie de senos
y cosenos, ahora conocida como “Series de Fourier”. Esta teoria analitica
del calor inspiré a Ohm (1787-1854) razonamientos anélogos sobre el flujo
eléctrico. En su libro, Fourier, dej6é sentada la necesidad de utilizar un sis-
tema de unidades prefijado para el uso de ecuaciones cientificas, y el texto
original fue incorporado a la biblioteca de las Memoires de 1’Academie des

Sciences hasta 1826, ano en que Fourier fue electo secretario permanente.

6.1.3. Aplicaciones del Teorema de Fourier

El teorema de Fourier tiene una multitud de aplicaciones en muchas areas
de la ciencia e ingenieria. Por ejemplo, en la fisica en el estudio del sonido,
procesamientos de sefiales, ptica, propagacién de las ondas, quantum fisico,
datos astrondémicos, en matemaéticas en la teoria de los nimeros, la combi-
natoria, la teoria de la probabilidad, la estadistica. El estudio matematico
de tales fenémenos se denomina analisis armonico, otro tipo de aplicaciones
mas curiosos: calculo de mareas, detecciéon de fluctuaciones en los precios,

andlisis sismografico, el andlisis de sistemas lineales.
En medicina se aplica al estudio de la actividad bioeléctrica del sistema

nervioso central, obtenida mediante el electroencefacelograma, asi como en

la actividad eléctrica muscular o electromiograma.

18



Jean Baptiste Joseph Fourier es uno de los cientificos conmemorados en la
Torre Eiffel y un crater de la Luna lleva su nombre. ;Como murié? Sus
desarrollos de funciones como series vienen de su principal obra, “Teoria
Analitica del Calor” y fue, precisamente el calor, que lo maté. Segiun cuen-
tan los historiadores, Fourier, era muy friolento, y murié asfixiado por una
mala combustion de su calefaccién en Paris, en 1830, por ponerla demasiado

fuerte.

6.2. Series de Fourier

Sea f(t) una funcién periédica de periodo T, la cual se puede representar

por la serie trigonométrica

1
f(t) = 5% + a1 coswet 4+ ag coswel + -+ - 4 by senwet + basenwet + ...
1 (o]
= 3% + Z(an cos nwyt + by, sen nwyt) (6.1)
n=1
27
Donde w, = T

Una serie como la representada por (6.1) se llama serie trigonométrica de

Fourier de la funcién f(¢). También puede escribirse:

F(t) =co+ Y encos(nw,t — br) (6.2)

n=1

Donde ¢, y 6, estan dados en términos de a,, y b,, de la siguiente manera:

COS N wyt+

Ay, COS N Wot+by, sen nwet = \/a2 + b%(

sen nwot)

an by,
Vai + b2 Vai + b2

Si se utiliza la identidad trigonométrica

ap, COSN Wt + by sennwot = Cp(cos b, cosnwyt + sen b, sen nwyt)

= C), cos(nwet — 60y, (6.3)
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Donde,

Cp = /a2 + b2, (6.4)

(79 by,
sen 6, =

Vaz + b2’ a2 + b2

cosf, =

Por consiguiente,

tanfd, = —
n
_1(/bn
0, = tan (—) (6.5)
G,
También si se hace
1
Co = 50,0, (66)

Se obtiene las ecuaciones presentes en (6.2):

1 o0
f(t) = 5o + Z(an cos nwyt + by, sennwy)

n=1

o
=C,+ g Cy, cos(nwet — 6;,)
n=1
La tltima ecuacién nos muestra que una funcién periédica puede represen-

tarse mediante una suma de componentes senusoidales que tienen diferen-
tes frecuencias. La componente sinusoidal de frecuencia w, = nw, se de-
nomina la enésima armoénica de la funcién periddica. La primera armoénica
comunmente se conoce como la componente fundamental porque tiene el
mismo periodo de la funcién y w, = 2% se conoce como la frecuencia an-
gular fundamental. Los coeficientes C), y los angulos 6, se conocen como

amplitudes armonicas y angulos de fase, respectivamente.

6.2.1. Ortogonalidad de las Funciones Seno y Coseno

Un conjunto de funciones ¢ (t) es ortogonal en un intervalo a < ¢t < b si para
dos funciones cualesquiera ¢,,(t) y ¢, (t) pertenecientes al conjunto ¢(t),

se cumple:
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I Gum(t) da(t) dt = 0 para m #n

T para m =n (6.7)

En particular puede probarse ¢, (t) = cos(mwot) y ¢n(t) = sen(mw,t)
Estas funciones son ortogonales en —% <t< %

En otras palabras,

T/2
/ cos(muwpt) dt =0 param # 0 (6.8)
—-T/2
T/2
/ sen(muw,t) dt =0 para todo valor dem (6.9)
—T/2
0 para m #n

ff/2 cos(muwyt) cos(nwet) dt =
e ’ T/2 param=n#0 (6.10)
0 para m #n

LT/2 sen(muw,t) sen(nw,t) dt =
T/ T/2 para m=n#0 (6.11)

T/2
/ sen(mw,t) cos(nwet) dt =0  para todo valor de m y n.  (6.12)
~T/2

2T
Donde w, = T

Estas relaciones demuestran que las funciones:
€OS Wot, cos 2wt ..., COS NW,L, ..., Sen wyt, sen 2wyt, ..., sen nwyt, ...
forman un conjunto de funciones ortogonales en el intervalo —% <t< %

A manera de ejemplo vamos a probar a (6.12):

21



Dado que:

cos Acos B = %[COS(A + B) + cos(A — B)],

Entonces

T/2 1 [T/2
/ cos(mw,t) cos(nw,t) dt = = / {cos[(m + n)w,t] + cos[(m — n)w,t]} dt
_7/2 2 ) 72

1 1 T/2
= 2 m e sen[(m + n)wot] T2
* S ol = et
1
- 5m{sen[(m + n)m| + sen|[(m + n)w|}
+ ;(m—ln)wo{sen[(m — n)7| +sen[(m —n)n]}
=0 sim#n

Puesto que cos? f = 1(1 + cos26) y haciendo m = n # 0 se obtiene,

T/2 T/2
/ cos(muwot) cos(nwet) dt = / cos? (muw,t) dt

—T/2 —T/2
=— / [1 4 cos2muw,t] dt
2) 72
1,7/2 1 T/2
2 —T/2+4mw0 sen 2mwot —T/2

6.2.2. Evaluacién de los Coeficientes de Fourier

Utilizando las relaciones de ortogonalidad de las funciones seno y coseno se
pueden evaluar los coeficientes a, y b, de la serie de Fourier. La siguiente

ecuacién corresponde a la planteada en (6.1):
1 o0
f@t) = 5% + Z(a’” cos nwyt) + by sennwyt)

n=1

22



Multiplicando ambos lados por cos mw,t e integrando entre [—%, g], se ob-

tiene

T/2 1 T/2
/ f(t) cos(muwyt) dt = ao/ cos(muw,t) dt
—T/2 2 -T/2

T/2
+ / ap, cos(nwot) [cos(mw,t) dit
_m[nzl (nwot) | cos(mwot)

T/2 -
+ / [ Z by, sen(n wot)} cos(mw,t) dt
-T/2 n=1

Intercambiando el orden de los signos de integraciéon y sumatoria se obtiene.

T/2 1 T/2
/ f(t) cos(mwot) dt = aa/ cos(muwyt) dt
—1/2 2 71

00 T/2
+ Z an/ cos(nwot) cos(muw,t) dt

1 T/2
T/2
+ Z bn, / sen(nwpt) cos(mwyt) dt
T/2
Si se aplican las relaciones de ortogonalidad, enocontramos que
T/2 T
/ f(t) cos(mwyt) dt = —ap, (6.13)
—T/2 2
y asi,
2 T/2
A, = / f(t) cos(mwot) dt (6.14)
T J 1)

Si se integra (6.15) entre [—%, %] y se usa (6.10), se obtiene:

T/2 1 T/2 T/2 .
f(t) dt = aO/ dt + / Qo COSN Wt + by sennw,t)| dt
/—T/Q () 2 —T/Q[Z( )}

—T/2 e
1 T/2 T/2
= —a,T + an/ cos(nwyt) dt + b, / sen(nwpt) dt
5 Z - Z o
1
= aoT (6.15)
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Asi que,

! 1/T/2 f(t) d (6.16)
—Qp = = t) dt, .
2 T ) 12

O bien,

T/2
/ (6.17)
T/2

Se debe notar que % es el valor promedio de f(t) durante un periodo. La
ecuacién (6.18) indica que (6.15), la cual evalia los coeficientes de la serie

coseno, también da el coeficiente a,, correctamente puesto que:

COS M wyt =1

m=0

Anélogamente, si la ecuacién (6.18) se multiplica por sen mw,t y se integra

término por término entre los limites [—%, %}, se obtiene:

T/2 1 T/2
/ sen(muwot) dt = ao/ sen(muw,t) dt
—T/2 -T/2

00 T/2
+ Z an/ cos(nwot) sen(muwot) dt

n=1 7T/2
T/2

+ Z bn / sen(nwyt) sen(mwyt) dt
T/2

El uso de las relaciones de ortogonalidad conduce a:

T/2 T
/ F(t) sen(muwot) dt = by, (6.18)
—T/2 2
De donde,
T/2
/ ) sen(mw,t) dt (6.19)
T/2

Sustituyendo m por n se puede expresar (6.15) y (6.20) como

T/2
/ )cos(nwet) dt, mn=0,1,2,3,... (6.20)
T/2
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9 [T/2
by, = / F(t)sen(nwot) dt, n=1,2,3,.. (6.21)
T J 7/

En general, no es necesario que el intervalo de integracién de (6.22) y (6.17)
sea simétrico alrededor del origen. Si se aplica (6.15), el unico requisito es

que la integral se tome sobre un periodo completo.

6.2.3. La Transformadas de Fourier

La funcién F(w) definida por
F(w) = / f(t)e 7wt dt

Se conoce como la integral de Fourier o transformada de Fourier de f(t), y

la operacién de integracién se simboliza frecuentemente por &; esto es,

10 =3 Fw) = 5 [ swe (6.22)

-1

Andlogamente 37" es el simbolo que se utiliza para indicar en la posicién

inversa o sea, obtener f(t) cuando F'(w) estd dado; esto es,
1 [ ;
fO =37 Pw) = 5 [ pwet de (623
T J-—c0

Y f(t) se denomina transformada inversa de Fourier de F'(w). Las ecuaciones

(6.23) y (6.24) se conocen a menudo como par de transformadas de Fourier.

La condicién para que exista F'(w) generalmente esta dada por:
oo
/ |f(t)] dt <0 (6.24)
—0o0

En otros términos, la integral del valor absoluto de f(t) debe ser finita.

A manera de ejempl0: Vamos a verificar que (6.25) es una condicién suficiente

para que exista la transformada de Fourier de f(t).

En efecto,como

e Wt = coswt — jsenwt
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entonces,

e~ = \/cos? wt + sen? wt = 1

O bien

[f(H)e™" = |£(t)]

| isorde= [ irwe a

—0o0 — 00

Se sigue que si

Es finita, entonces
oo
/ f(t)e vt at
—0o0
Es finita, es decir, J[f ()] existe.

Se debe observar que (6.25) es una condicién suficiente pero no necesaria
para la existencia de [ f(¢)]; en otras palabras las funciones que no satisfacen

(6.25) pueden tener transformadas de Fourier.

La funcién F(w) = S[f(t)] es, en general, compleja y se tiene
F(w) = R(w) + jX (w) = |F(w)[e’") (6.25)

Donde |F(w)| se denomina espectro de magnitud de f(¢), y ¢(w), espectro

de fase.

6.2.4. Interpretacion de la Transformada de Fourier

Si f(t) es periddica con periodo T', entonces f(t) se puede expresar como:

o

2

t) = nelmvel, o= — 6.26
f0)= 3 o w, = (6.26)
Donde
1 rT/2 .
Cn = — / f(t)e Imwel gt (6.27)
T J 7/
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Si ahora se considera que a medida que T — o0, w, — Aw = 27 A f,

Af =1/T, entonces (6.27) y (6.28) se convierten, respectivamente, en

fy= " cpelmawlt (6.28)
T/2

cn = Af/ eI AWt gy (6.29)
T/2

Siguiendo un argumento similar en la derivacién de (6.27), se observa que si
Aw — 0, n — oo tal que n A w — w. En otros términos, en el limite,
en lugar de tener armoénicos discretos correspondientes a nw,, todo valor de
w es permitido. De esta manera, en lugar de C,, se tiene que C(w), y por

(6.28) se tiene que

lim, At / F(t)e=Tvt dt = F(w) (6.30)

Segun (6.31) vemos que

F(w)df = c(w) (6.31)
y como, w = 27 f, se tiene
%F(w) dw = c(w) (6.32)

Entonces (6.28) se convierte en

0= [ e

2
1 F(w)e?™ dw (6.33)
27 J_ )

Esta ecuacién muestra que 17| F(w)|dw representa la magnitud infinitesimal
de armoénico a la frecuencia angular w. Estos arménicos tienen frecuencia
fundamental cero (w, — dw) y estan separados por infinitésimos. Aunque
| F'(w)|dw contra w se le denomina espectro continuo, y a |F'(w)| se denomina

generalmente, espectro de magnitud de f(t).
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La representacién anterior de una funcién no periédica como suma de expo-
nenciales son la frecuencia fundamental tendiendo a cero, no es un concepto
facil de aceptar. A veces la interpretacion que sigue al par de transformadas

de Fourier seria:

Flw) = /_ T et a (1)
£(t) = % / " F(w)elt dw )

Es decir se supone que cualquier funciéon dada tiene dos modos equivalentes
de representacién: uno en el dominio del tiempo, f(t), y el otro en el dominio
de la frecuencia, F'(w). La ecuacién (1), transforma la funcién f(¢) en el
dominio del tiempo, a su funcién equivalente F(w), en el dominio de la
frecuencia, y la ecuacién (2) invierte el proceso. La ecuacién (1) analiza la
funcién del tiempo en un espectro de frecuencia para obtener nuevamente

la funcién en términos del tiempo.

6.3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes

constantes

La ecuacién lineal de primer orden 3’ + ay = 0, donde a es una constante,

a

tiene la solucién exponencial y = ¢1e™* en el intervalo (—oo, 00); por con-

siguiente, lo més natural es determinar si existen soluciones exponenciales

(—00,00) de las ecuaciones lineales homogéneas de orden superior del tipo

any" + an_ly”_l + - dagy” +ary +ay =0 (6.34)
En donde los coeficientes a;, ¢ = 0,1,...,n son constantes reales y a, #
0. Para sorpresa todas las soluciones de la ecuacién (6.34) son funciones
exponenciales.

6.3.1. Ecuacién Auxiliar

Vamos a considerar el caso especial de la ecuaciéon de segundo orden

ay” + by +cy=0 (6.35)
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mx

Si probamos con una solucién de la forma y = e™*, entonces, después de

sustituir 4’ = me™* y 3’ = m2e™® la ecuacién (6.36) se transforma
am?e™ 4 bme™® + ce™ = () es decir, e (am? +bm +¢) =0

Como e™* nunca es cero cuando x tiene valor real, la tinica forma en que la
funcién exponencial satisface la ecuacién diferencial es cando se elige una m

como una raiz de la ecuacion cuadratica
2 _
am®+bm+c=0 (6.36)
Esta ecuacion se llama ecuacion auziliar o ecuacion caracteristica de la

ecuacion diferencial (6.36).

Como las dos raices de la ecuacién (6.36) son:

B —b+ Vb% —4dac —b— Vb? —4dac

2a A 2a

my

existen tres formas de la solucién general de la ecuacién (6.36), que corres-

ponden a los tres casos siguientes:

= my y mg reales distintos (b — 4ac > 0).

= my y mp reales e iguales (b — dac = 0).

= M1 y mo nimeros complejos conjugados (b — 4ac < 0).
Cada uno de estos casos se discuten a continuacién.

Caso I: Raices reales distintas

Si la ecuacién (6.36) tiene dos raices reales distintas, mi y ma, llegamos
a dos soluciones, y; = ™% y yo = €™2%, Estas funciones son linealmente
independientes en (—o0,00) y, en consecuencia, forman un conjunto funda-
mental. Entonces la solucién general de la ecuacién (6.35) en ese intervalo

es
y =c1e™" + coe™” (6.37)

Caso II: Raices reales repetidas
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Cuando my = my llegamos, necesariamente, solo a una solucién exponencial,
y1 = €M% Segun la férmula cuadratica, m; = —% porque la Unica forma

de que m; = mg es que b?> — 4ac = 0. Asi, una segunda solucién es:

2mix
yo = e™T = / S dr= emlx/ dx = ze™® (6.38)

€2m1:p

En esta ecuacién aprovechamos que —g = 2m;. La solucién general es, en

consecuencia,
y = Cre"™?" + Coxe™" (6.39)

Caso III: Raices complejas conjugadas

Si m1 y meo son complejas, podremos escribir m; = a 4+ iy mo = a — 103,

2

donde o y B > 0 son reales; e i = —1. No hay diferencia formal entre este

caso y el caso I; por ello,

y = CeletiPr o Oypela=if)
Sin embargo, en la préctica se prefiere trabajar con funciones reales y no
con exponenciales complejas. Con este objeto se usa la formula de Euler:

e = cos +isend

En que 6 es un nimero real. La consecuencia de esta formula es que
eP? = cosfx +isenfx, y e T =cospBx —isen Sz (6.40)

En donde hemos empleado cos(—fx) = cos Sz y sen(—[z) = —sen Sz

Observe que si primero sumamos y después restamos las dos ecuaciones de

(6.41). Obtenemos, respectivamente.
P 4 7T — 2cosfBr y €T — e = jsen B

Como y = Crel@t¥) 1 Cozel@=)* o5 una solucién de la ecuacién (6.37)
para cualquier eleccion de las constantes C1 y Co,si C1 =Cy =1y Cp =1,

(9 = —1 obtenemos dos soluciones:

(otif)e | fa—if)w (atif)e _ o (a—iB)

y1=e€ y Yy2=¢€
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Pero,
y1 = e (P 4 e70%) = 242 cos B
Yy
Yy = ¥ (eP% — e70%) = 2% gen B
Los dos ultimos resultados demuestran que las funciones reales e®* cos Sz y
e sen fx. Son soluciones de la ecuacién (6.39). Ademads, esas soluciones for-

man un conjunto fundamental en (—oo, 00); por lo tanto, la solucién general

es:

y = C1e*" cos Bz + Cae™ sen Sz = e**(C1 cos fx + Cosen fx).  (6.41)

6.4. Teorema de la Divergencia de Gauss

Sea V' = V(27) un campo vectorial definido sobre un volumen V' cuya
frontera es la superficie Y y 7 en el vector normal unitario externo a X,
entonces, la siguiente figura es la representacién del teorema de divergencia

o de Gauss para una superficie esférica:

/ YV (2))dV = / V(27)ds (6.42)
|4 P

Figura 6.1: Teorema de Divergencia o de Gauss
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El teorema de la divergencia establece la relacién entre la integral de vo-
lumen de V(27) y la integral de superficie del campo sobre la frontera que

encierra el volumen V.

Una expresién para la divergencia de un campo vectorial V (z7) en la que

no intervienen las componentes del campo, es

(6.43)

Donde V = f dV es el volumen centrado en 7.

/Z V(2?)ds

representa el flujo del campo vectorial V(27) a través de la superficie 3.

La integral

Del teorema de divergencia se obtienen dos relaciones importantes conoci-
das como las identidades de Green. Si ¢(z7) y o(27) dos campos escalares,

entonces

V(¢Vp) = = VoVp + ¢Vip  (6.44)

0 Op\  0¢ Op 0?
ot <¢8xi> = 0w 0w ¢8xi8xi

aplicando el teorema de la divergencia, encontramos que:
/ V(opVh)dV = / oVihds (6.45)
v b
y por lo tanto
/ PVpds = / VoVydV + / dV3pdV (6.46)
X v 1%

Si se intercambian ¢ < ¢ en la ecuacién (6.46) y al resultado le restamos
(6.47) se obtiene

V(oVe — oV¢) = ¢V3p — V¢
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Y nuevamente por el Teorema de Divergencia:

/ V6V — ¥V )V — / (624 — $V2g)dV = / (62 — pVP¢)ds
1% Vv >

Por lo tanto

/ (62 — pV2H)dV = / (6P — VP ¢)ds
174 >

6.5. Teorema de Stokes

Recibe este nombre en honor a George Gabriel Stokes (1819-1903), se puede
enunciar como sigue: la integral de linea de la componente tangencial de F
a lo largo de C' recorrida una vez en la orientacién positiva es igual a la
integral de superficie sobre S de la componente normal de V x F.SiFes
un campo de fuerza, el teorema afirma que el trabajo realizado por F' a lo
largo de C es igual al flujo de V x F através de S. La integral de linea en

también se puede expresar como F.dr

Donde |7] = |r| = r es el vector de posicién del punto (z,y, z) de C.
Z)

F’
( z\
=)

02 =

Ty

Figura 6.2: Teorema de Stokes

El teorema de Stokes nos dice que se puede expresar una integral sobre una

superficie abierta del rotacional de un vector escalar el diferencial de super-
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ficie es igual a la integral cerrada de linea sobre el vector A que limita a esa

superficie.

Una identidad importante que puede utilizarse es la siguiente:

%?do7:/v><(ﬁo ds)
C

en que S es una superficie abierta, y C es la curva cerrada que limita a dicha
superficie. La direccion de recorrido de la curva C' determina la orientacion

del vector d?, normal a la superficie.

/;%’.cb(?) Z/abdq’:@(b)_@(a)

Consideramos que los elementos tedricos abordados hasta este punto, son
suficientes para dar paso a la deduccién y posterior solucién de la ecuacion

del calor.
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Capitulo 7

Solucion de la Ecuacion del
Calor

7.1. La Ecuaciéon Lineal de la Conduccién de Calor

Es posible cuantificar los procesos de transferencia de calor en términos de
ecuaciones o modelos apropiados que a su vez sirven para calcular la can-
tidad de energia transferida por unidad de tiempo. La ecuacién de calor se
conoce también como Ley de Fourier, y vale la pena tener en cuenta que no

es realmente una ley, sino que es un resultado basicamente empirico.

La ecuacién del calor de Fourier indica que en condiciones de estado estable,
el calor transferido por conduccién por unidad de tiempo ¢(W) esta dado

por:
ou 0%u
K
ot Ox?
que representa la velocidad con que se transfiere el calor en la direccién =,
que es proporcional al gradiente de temperaturas, y al drea perpendicular a

la direccion de transferencia.

La constante de proporcionalidad K, es una propiedad de transporte cono-
cida como conductividad térmica, cuyas unidades son (%) y es una ca-

racteristica del material sélido.
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Consideraremos una barra circular de seccion transversal uniforme y mate-
rial homogéneo, orientada de modo que el eje x quede a lo largo de la linea

axial del cilindro. Designamos los extremos de la barra xt =0y z = L.

— =z

x=0 = HEAN ®=L

lc.

Figura 7.1: Figura de Conduccién Lineal de Calor

Supongamos que los lados de la barra estdn perfectamente aislados de modo
que no entra calor a través de ellos y que la temperatura 7" depende sélo
de la posicién axial y del tiempo ¢, y no de las coordenadas laterales y y z.
Donde T = u(x,t).

Consideremos ademés que el calor transferido en una porciéon de la barra
(calor neto de entrada) es igual al calor absorbido en esa porcién de la
barra (calor acumulado). Los términos en la ecuacién son llamados términos
de flujo y de acumulacién respectivamente, de manera similar el calor por
unidad de tiempo que pasa desde la izquierda a la derecha a través de una
seccién transversal en x = x + Az estd dada por
q(z + Az, t) = —KAW

Luego, el calor neto por unidad de tiempo que fluye a través del segmento
de la barra entre z v « + Az. Serd
T (x + Az, t) 0T (x,t)

0x Oz

q=q(z,t) —qlz+ Az, t) = KA

y la cantidad de calor neto que entra a este elemento de la barra en el tiempo
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At es
o' (z + Ax,t)  0T(z,1)

At =KA
4 ox ox

At

Ahora calcularemos el término absorcién. El cambio promedio en tempe-
ratura (AT'), que se produce en el trozo de la barra (Ax) en el intervalo
de tiempo At, es proporcional a la cantidad de calor (¢At) introducido en
esa porcion de la barra y es inversamente proporcional a la masa Am del

elemento. Luego:
1 gAt  qAt

AT = — =
Cp, Am  CppAAz

Donde la constante de proporcionalidad C), se conoce como calor especifico
del material de la barra, y p es su densidad. El cambio de temperatura
promedio AT en el elemento de la barra en consideracién, es el cambio de
temperatura real o verdadero en alguna vecindad del punto x + 8 Ax, donde

0 < 0 < 1. Luego la ecuacién anterior puede ser escrita como:

T(z + 0Az,t + At) — T(z + 0Az, t) = C’quAtAa;
p

O como

qAt = [T'(z 4+ 0Az, t + At) — T(x + 0Ax, t)] CpopAAx

Para balancear los términos absorcion y de flujo, igualamos las dos expre-

siones para qAt:

OT (x + Az, t) B OT (x,t)
ox ox

KA[ ]At:

[T(z 4+ 0Az,t + At) — T'(z + 0Ax,t)] CppAAx

Dividiendo la ecuacién anterior por AzAt y luego haciendo Ax — 0y
At — 0,

, T (x + Az, t) 0T (x,t) At
§%§8KA[ Oz T
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, Ax
xll%l [T(xz+ 0Az,t + At) — T(x + 0Ax,t)] CppAm
At—0
Obtenemos la ecuacién de conduccion de calor o difusion
ou_ o
ot Oz

7.2. Conducciéon de Calor

El flujo de calor en un cuerpo de material homogéneo que estd determinado

por la ecuacién del calor:

ou(x,y, z)

1
2
Vou(z,y, z,t) — 2 9 =0 (7.1)

donde, u(z,y, z,t) es la temperatura del cuerpo punto p(z,y,2), ¢ = K/(po)
siendo K la conductividad térmica, o el calor especifico, y p la densidad del
material del cuerpo, el laplaciano de u es V?u, y en coordenadas rectangu-
lares se puede expresar como

Pu  0%u 0%

SR R (7.2)

A continuacién vamos a resolver un ejemplo sobre la conduccién unidimen-
sional del calor, lo mismo que la conduccién del calor en una barra en una

dimensién de longitud L.

Considérese la temperatura de una barra uniforme de longitud [, que esté ori-
entada a lo largo del eje x. Ambos extremos de la barra se mantienen a una

temperatura de cero grados. Si la temperatura inicial de la barra es:

1
T para0<x§§l

1
l—x para §l<x<l

Donde z es la distancia medida desde unos de los extremos, hallar la dis-

tribucion de la temperatura después de un tiempo t.
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Puesto que la temperatura u(z, t) depende solo de z y t, la ecuacién de calor

(7.2) se convierte en la determinada ecuacién de calor en una dimensién:

0?u(zx,t) 1 0u(x,t) 0
Ox? 2 o

Las condiciones de frontera son:
u(0,t) =0, wu(l,t)=0
Sujeto a las condiciones iniciales:

l

N[ =

x para 0 < x <
u(z,0) = f(z) =

1
l—x para§l<x<l
Ahora, suponiendo que la solucién sea de la forma:
u(z,t) = X(x)T(z)

reemplazando en la ecuacién (7.4). De donde

X' @)T@) ~ 5 X @) ()

Dividiendo por X (z) T'(t) y separando variables, se obtiene

X'(x) 1T
X(z) A T()

(7.3)

(7.4)

(7.7)

(7.8)

La expresion del primer miembro depende solamente de xz, mientras que la

expresion del segundo solo depende de ¢; por consiguiente, se concluye que

ambas expresiones deben ser igual a una constante.

Esta constante, por ejemplo K, debe ser negativa pues si K > O, la tnica

solucién u(z,t) = X (z)T'(t) que satisface (7.5) es decir u(x,t) = 0.

De hecho, si:




Entonces la solucién general sera:
X"(z) - k*X(z) =0
X (z) = Ae*® 4 Be ™+
Aplicando la condicién de frontera (7.5), se obtiene
A+B=0 y A+ Be M =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos que A = —B = 0. De esta
manera X (z) = 0, y en consecuencia, u(z,t) = 0, lo cual da una solucién
trivial. Por tanto, haciendo K = —k?, se tiene:

X'(z) 1T(@)

Xw ~21w - " (7.9)

Y de aqui se obtienen dos ecuaciones diferenciales ordinarias:
X' (2) - KX (z) =0 (7.10)
T'(t) + CK*T(t) = 0 (7.11)

Cuyas soluciones generales son:

X(x) = Acoskx + Bsenkx (7.12)
T(t) = Ce Mt (7.13)

Nuevamente por la condicién de frontera (7.5), se tiene:
X(0)=A=0,

X(l)=Bsenkl =0

De esta manera,

H=nt 6 k;:”li, n=1,23,.. (7.14)

Se obtienen asf las soluciones de (7.14), que satisfacen la condicién (7.13)

Xn(z) = By sen nlﬂ, n=123,.. (7.15)
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Las soluciones correspondientes de (7.11) son:

T(t) = Cpe ™1 — e 21,23, ... (7.16)
Donde,
cn
Ap = —
" l
Por lo tanto, las funciones
un (2, 1) = Xn ()T (t) = bne= "™ sen ”lﬁ n=1,23,.. (7.17)

Donde b, = B, Cy, son las soluciones de la ecuacién del calor (7.16) que

satisfacen la condicién (7.17).

Para hallar una solucién que también satisfaga la condicién inicial, dada por

(7.17), se considera la serie

Zun (z,t) Zb eVt sennlﬂ (7.18)

n=1
Por (7.7) y (7.18), se obtiene
= nm
= fla)=S bysen L 7.19
o) = 1) = S busen (7.19)

Por tanto, para que (7.18) satisfaga la condicién (7.8), los coeficientes b,
deben ser escogidos de tal manera que (7.15) sea la expansién de las series

de Fourier en términos del seno de f(z); es decir,

/ F(a)sen ™7

1/2 l
:[/ azsenmdx+/ (l—x)senwdl‘
L/ l 12 l

0 para n par
41
=4 20 para n=1,5,9, ...
n
41
5. 3 para n:3,7,11,...
nem
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(7.20)

Por consiguiente, la solucién es

4l 1
u(e,t) = = [Sen T —(em/?t _ L o 3T —@en/e } (7.21)
T l 9 l

Se observa que la solucién u(z,t), dada por (7.21), se hace pequena después

de un largo periodo de tiempo, es decir, tiende a cero a medida que ¢t — oo.

7.2.1. Conduccion del calor en una barra infinita:

Vamos hallar la distribucién de temperatura u(z,t) en el caso de una barra
infinita. La distribucién inicial de temperatura estd dada por f(z) para

-0 < T < 0o0.

La funcién u(x,t) satisface la ecuacion:

O*u(w,t) 1 du(z,?)
Dz 2 ot

=0 (7.22)
Y la condicién inicial es:
u(z,0) = f(z) para —oo <z <0 (7.23)
Procediendo como el primer problema, se reemplaza
u(z,t) = X(x)T'(t)
en la ecuacién (7.23), lo cual conduce a ecuaciones diferenciales ordinarias

X' (2)+ KX (z) =0 (7.24)
T'(t) + KT (t) = 0 (7.25)

Sus soluciones son:
X(x) = Acosk + Bsenkz,
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De donde,

u(z,t;k) = X(2)T'(t) = (D coskz + Esen kx)e‘c2k2t

(7.26)

Es una solucién de la ecuacién (7.26), donde D y E son constantes arbi-

trarias. Puesto que f(z), en general, es no periddica, se puede considerar D

y E como funciones de k. Entonces la funcion

u(z,t) :/ u(z, t; k) dk
0
= / [D(k) cos kz + E(k) sen k::):]e_c2k2t dk
0

También es la solucién de (7.17).

Por (7.30), se tiene
u(z,0) = f(z) = /OO[D(k) cos kz + E(k)sen kx| dk
0

Ahora bien, si
1 o0
D(k) = — / F(y) cos ky dy

E(k) = i/_oo f(y) senky dy

(7.27)

(7.28)

Entonces, con el teorema de la integral de Fourier, se puede expresar la

relacién (7.28) como

u(x,0) = i/ooo[/_c: f(y)cosk(x —y) dy} dk

De esta manera, por (7.29), se tiene

u(z,t) = 71r/000 [/O; f(y)cosk(x — y)e*c2k2t dy} dk
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Suponiendo que se puede intercambiar el orden de integracion, se obtiene

w(z, t) = 1/00 f(y)[/ooo e~ o k(w — y) dk] dy (7.31)

T J -0

Para evaluar la integral interior se produce como sigue:

/ e cos 2bs ds = \/27?6_1)2 (7.32)
0

Introduciendo una nueva variable de integracién k, si se hace s = ckv/t, y

se relaciona
r—Yy
b= —=
2c\/f

La férmula (7.32) se vuelve

— 2k _ VT @y
k(x —y) dk = Y 7.33
/0 e cosk(x —y) 26\/%6 (7.33)

Reemplazando (7.32) en (7.30), se obtiene

(z —y)*

= fwe ey (7.34)

2e\/t

Introduciendo la nueva variable de integraciéon, —q = (z — y)/(2¢V1), la

u(z,t) =

ecuacién (7.34) se puede expresar como:

u(z,t) = \/177' /Z flz— 26(]\/%)67(12 dq (7.35)

Podemos utilizar la transformada de Fourier, y resolver nuevamente el pro-
blema 2.

Sea la transformada de Fourier, de la solucién u(z,t), con respecto a z, la

dada por

U(s,t) = Flu(z,t)] = /Oo u(z, t)e " da (7.36)

— 00
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Entonces,

w(w,t) = F U (s,1)] = % / T U(s e ds (7.37)

—00

Se supondra que las soluciones u(x,t) y du(z,t)/0x son pequenas para va-
lores grandes de |z| y se acercan a cero a medida que x — +00.

La transformada de Fourier respecto a uy,(z,t) es:

Flug,(z,t)] = /OO Uge (T, 1)e ™% do = —52U(s,t) (7.38)

—0o0

La transformada de Fourier de U;(z,t) es
0 i 0
Flug(z,t)] = [7o ug(x,t)e 7% do = &U(s,t) = Uy(s,t) (7.39)

Aplicando ahora la transformada U; de Fourier a la ecuacién del calor:

0?u(z,t) 1 Ou(z,t)
0z 2 ot

=0 (7.40)

Se obtiene:

1
2r7 U —
—57U(s,t) — 2 t(s,t) =0

oU (s,t
(g? ) + 25U (s,t) =0 (7.41)
Su solucién es:
U(s,t) = U(s,0)e~ <" (7.42)

Pero aplicando la transformada de Fourier a la condicién inicial (7.35), se
obtiene:
S .
U(s,0) = / u(z,0)e 7% dx

= /_Z f(z)e ™% dg
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_ / T e dy (7.43)

—00

Reemplazando (7.43) en (7.42), se tiene
Ul(s e st / Fly)e 3% dy (7.44)

Ahora se puede obtener la solucién u(z,t) tomando la transformada de
Fourier de (7.42); esto es,

1 o° ,
Uz, t) = 27r/ U(s,t)e’* ds
1 2.2
. js:v c?s%t) —Jsy 4
- [ twerr ) as )

Suponiendo que se puede intercambiar el orden de integracién, se obtiene:

u(z,t) = ;ﬂ/i f(y){/z lis(—y)=e*s*1] g } dy (7.46)

Para evaluar la integral anterior se procede como sigue:

/ T e = 7 (7.47)

Ahora bien, -
/OO elis@—y) =] go /oo exp[<2 7 +]CS\[) <2c\f>2}

_ (e 4ct)/ exp 74_]@5\/) (26\/3:/)2}

Introduciendo una variable de integracién w, mediante

—i—]CS\[ = jw

26\/

T liste—y)—est) go 1 @y / Tty
/—vooe ° C\/ie _ooe w

_1 \/ﬂ(acy)?/@c%) (7.48)
c\t
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En razén de (7.47).

Sustituyendo (7.46) y (7.47), se obtiene finalmente

1 > —(x— c
) = 5 | s eiactn g, (7.49)

Que es exactamente el resultado (7.48).

Ahora (7.49) y (7.45) se pueden expresar como:

u(e.t) = [ £0)6l - v.0) dy (7.50)
Donde,
1 0o \1/76_(1:_31)2
_ _ lie(z—y)—c2s24] 7. _ 2cV7t
G(z —y,t) o /_Ooe ds = (7.51)

Se denomina funcién de Green, de la ecuacién del calor (7.50) para el inter-

valo infinito.
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7.2.2. Caso 3D de la ecuacion del calor:

Vamos a resolver el problema de la distribucién de temperatura en esta-
do estacionario, en una placa semicircular de radio a, en la que las dos caras
estan aisladas, la parte circular se mantiene a temperatura constante Uy y

su didmetro se conserva a una temperatura de cero grados.

Z A

"P{p: H?‘#}

Figura 7.2: Figura de Coordenadas Esfericas

Dada la simetria del problema es necesario introducir coordenadas esfericas

(r,0,¢). El operador Laplaciano:
10 af 1 0 of 1 0f
Af = 2p _ — 7 2YJ i oL ~ZJ
F=vi r2 or (T 8r>+r286n989 <sen 69>+r25en298¢2
Como se ha dicho la ecuacion del flujo de calor se expresé como:

1 ou
2 _——— =
Vu 25 0

En estado estacionario, la temperatura u es independiente del tiempo, por

tanto, du/0t = 0 y u satisface la ecuacién de Laplace, es decir,
vi=0
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Como en este problema el flujo de calor es en dos dimensiones y las fronteras
son cilindricas, se utilizard el laplaciano de v en dos dimensiones y en coor-
denadas cilindricas. En consecuencia, por la ecuacién expuesta al principio

del problema, se tiene:

9u(r, ¢) L lou(re) 1 u(r, ¢)

or2 r Or r2 Qg2 =0 (7.52)

Vzu(r, ¢) =

La temperatura u(r, ¢), considerada como funcién de r y ¢, satisface (7.52)

y las condiciones de frontera

u(a, ) = Uy (7.53)
u(r,0) =0 (7.54)
u(r,m) =0 (7.55)

El método de separaciéon de variables, sugiere el suponer una solucién a
(7.52) de la forma

u(r,¢) = R(r)®(¢) (7.56)

Reemplazando (7.56) en (7.53), se obtiene

1’

R’ (1 ®(¢) + rR(r)®(¢) + R(r)® (¢) =0 (7.57)

Dividiendo (7.57) por R(r)®(¢), y separando las variables, se obtiene:

2B R ®(0) s
Ry TR a(g) " (7.58)
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Donde k? es la constante de separacién. En este caso la separacién resulta

del hecho de que el primer miembro es independiente de ¢ y el segundo es

independiente de 7.

El signo de la constante de separacion, se escogié de tal manera que la fun-

cién ®(¢) estuviera expresada en términos del seno y del coseno en vez de

funciones exponenciales. Luego tenemos:

r?R’(r) + rR(r) — K*R(r) =
() + K ®(¢) =
La solucion general de (7.60) es,

®(p) = Acoskeo + bsen kg

Para resolver la ecuacién (7.61) se hace la transformacién

Entonces,

/ dR dR ds 1dR
R - — = — = — = —
(r) dr ds dr rds’

" 1d’R 1dR
R =50 2

Y (7.61) se reduce a

d*R
- —k*R=0
ds?

La solucién general de esta ecuacién es:

R=Ce* 4 De7ks
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Como e® = r, entonces,

R(r) = Cr* + Dr™* (7.62)
Segun las condiciones de frontera (7.62) y (7.61), se tiene por tanto,
®0)=A=0 y ®(7) = Bsenkm =0

Puesto que resulta una solucién trivial, si B = 0, se debe tener sen km = 0,
por lo cual

km =nm o} k=n, n=123,..
De donde se hallan las soluciones:
®(0) = ¢,(¢p) = By senno, n=1273,.. (7.63)

k

En (7.62) se observa que cuando r — 0, el término r~% — oo, dado que

k =mn > 0. Puesto que en r =0, R(0) = 0, D debe ser igual a cero. De esta

manera, se tiene
R(r) = Ry (r) = Cpr™ n=123,.. (7.64)
Entonces, se sigue que las funciones
Un (1, @) = Ry(r)Pp(¢) = byr" senna, n=123,.. (7.65)

Donde b, = B,,C,, satisfacen la ecuacién (7.63), asi como en las condiciones
de frontera (7.62) y (7.61).

Para satisfacer la condicién de frontera (7.65), se supone la solucién deseada

en la forma

u(r,¢) = Z Un (1, @) = Z by r" senng (7.66)
n=1 n=1
Por (7.64), se tiene
u(a,¢) = Up = bna"senng (7.67)
n=1
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De esta manera, los términos b,a™ son los coeficientes de Fourier en senos,

de la funcion Uy, y

2 iy
bpa™ = / Upsenng do
™ Jo
4U,
-9 paran =1,3,...
_ ) nm
0 paran = 2,4, ...
4U,
De donde b,, = 70, n=13,..
Tna™

Con estos valores de by, la solucién (7.68) se convierte en

u(r,¢) = % Z %(g)nsen ne (7.68)
n=impar

Luego del dnalisis y deduccién anélitica del surgimiento de la Ecuacion del
calor, para calcular la cantidad de energia por unidad de tiempo, ya sea en
forma unidimensional tal como el caso de una barra, en forma bidimensional
en una lamina o en tres dimensiones aplicada a un sélido, se tiene que este
tipo de ecuacién se puede desarrollar a travez de dieferentes métodos alternos

dadas unas condiciones iniciales y condiciones de frontera.
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Capitulo 8

Conclusiones

1. Hemos reconocido de forma aplicada la aparicién de las ecuaciones
diferenciales, después de entender los elementos teéricos de Fourier,

analizamos los distintos métodos de solucion de la ecuacion del calor .

2. La ecuacion reaccién—difusién posee cardteristicas y variables funda-
mentales basadas en las ecuaciones diferenciales, ya sean ordinarias o
parciales, que le otorgan de manera analitica condiciones iniciales y

finales, facilitando su estudio.

3. Comprendimos que en la actualidad, después de tantos avances histéri-
cos en Matemdticas, las ecuaciones diferenciales, son fuente de mode-
lacién para las ciencias exactas y naturales que intentan darle solucion

a problemas relacionados a nivel cientifico y con la vida diaria.

4. Las soluciones que ofrecen los distintos métodos de solucién en el pre-
sente trabajo sobre la ecuacién reaccion—difusién, manifiestan la es-
tructura sobre el cual fue elaborado y deducido, ademés de seguir la

secuencia logica que indican los procedimientos efectuados.
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Capitulo 10

Anexos

10.1. Método de Diferencias Finitas

Si u es una funcién de z con derivadas finitas y continuas, entonces

por el teorema de Taylor se tiene que:

u(z + h) = u(z) + hu'(z) + %hgu”(x) + éh?’u”’(x) +... (10.1)
y
u(z — h) = u(z) — hu'(z) + %hQu”(x) — éhgu'”(x) +... (10.2)

Al sumar estas expansiones se obtiene:
w(z + h) +u(z — h) = 2u(x) + K" (z) + 0(h)* (10.3)

Donde 0(h)* denota los términos que contienen potencias de h de orden
4 0 mayor. Asumiendo que estos términos son pequenos en relaciéon con

las potencias menores de h, se sigue que:
1
u' (1) = ﬁ{u(x +h) —2u(z) +u(z —h)} (10.4)

Con un error de orden h?. Al restar la ecuacién (10.1) de la ecuacién

(10.2), y despreciar los términos de h® se obtiene:

o (z) ~ %{u(x ) —ule — )} (10.5)
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De un error de orden h2.

La ecuacién (10.4) se aproxima la pendiente de la tangente en el punto
(z,u(x)) mediante la pendiente de la recta que pasa por los puntos
(x —h,u(x—h)) y (z+h,u(x+h). Esta aproximacién se conoce como
aproximacién por diferencia central. También se puede aproximar la
pendiente de la tangente en (z,u(x)) por la pendiente de las rectas
que pasa por los puntos (z,u(x)) y

x + h,u(x + h)), obteniendo la aproximacién de diferencias regresivas:

1
v () ~ E{u(m) —u(x —h)} (10.6)
O por la pendiente de la recta que pasa por los puntos (z — h, u(x —h))

y (x,u(x)), obteniendo la aproximacién por diferencias progresivas:

(@) ~ %{u(x) —u(z+h) —u(z)} (10.7)
Ahora tenemos una funcién u de las variables x y t. Subdividamos el
plano x — ¢t en un conjunto de rectangulos iguales de lados dx = h
y 0t = k mediante lineas igualmente espaciadas y paralelas al eje t,
definidas por z; = ih,i =0+ 1,£2,... y lineas igualmente espaciadas
y paralelas al eje x definidas por y; = jk,j = 0,£1,£2...., denotemos

el valor de u en un punto p(ih, jk) de la malla como:
Up = Wih,jk = Wi

entonces para la ecuacién (10.7)

dz%),  \ox?),; - h?

Que equivale a

3271, Ui+1 i QUZ‘]’ =+ ui—1 7
— ~ : : : 10.8
<8x2>” h? (10.8)

De manera similar,

2
(8 u) _ Ui4-1,5 — QUZ‘,]‘ + Uj—1,5
i?

— ~ 10.
0z ; k2 (10.9)
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De las ecuaciones (10.8) y (10.9) se sigue que dos aproximaciones en
diferencias progresivas para % en P son

ou Uiyl — Ui
ot k2 ( )

Ou _ uij —uij—
ot k2
La solucién propuesta al problema se plantean tres variantes del méto-

(10.11)

do de diferencias finitas: Diferencias progresivas, Diferencias regresivas
y Método de Crank-Nicolson. Diferencias finitas para la ecuacion del

calor:

De las ecuaciones (10.10) y (10.11) se sigue una aproximacién por

diferencias finitas a

Ou_ 20"

ot~ " 0a?
[S] 9
Wi+l = Wiyj _ Uitl,j — 2Uij + Uizl
— 10.12
A 2 ( )

Donde u es la solucién exacta de las ecuaciones aproximadas,x; = ih,

(i=0,1,2,m—1,..),t = jk,(j =0,1,2,...) y m = +. La ecuacién

(10.13) puede escribirse como
Uj j+1 = /\Uz'—l,j + (1 — 2/\)ui,j + /\ui_;,_Lj (10.13)

Donde v = a? (%).Dado que la condicién inicial u(x,0) = f(x), para
todo 0 < z <[, implica que u;o = f(x;) para todo i = 0,1,2,...,m,
podemos usar estos valores en la ecuacién (10.13) para calcular los val-
ores de u; 1 para toda i = 0,1,2,...,m — 1. Las condiciones iniciales
u(0,t) = 0y u(l,t) = 0 implican que up,;1 = um,1 = 0y, por tanto,
podemos determinar todos los elementos de la forma u;;. Ya cono-
cidas todas las aproximaciones u;1 se pueden obtener, siguiendo un

procedimiento semejante, los valores son u; 2, u; 3, . ..

Si hacemos uO = (f(wl)a f(x2)> f(333), s 7f($mfl))t7 Yy
ulf) = (u1j,u2,. - um—1;)" v para todo j = 1,2,..., se puede
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plantear matricialmente este método de solucién como: v/ = Au/~! para
todoj =1,2,....

Donde a es la siguiente matriz diagonal

F(1-2)) A 0 .. . 0 7
A (=20 A
0
: 0
: oA (1-20) A
L o0 e 00X (1=20) 4

wf Se obtiene para (/=1 por una multiplicacién simple de matrices.
A esto se le conoce con el nombre de Método de Diferencias Pro-
gresivas. A pesar de la simplicidad para obtener soluciones, el método

es inestable para A > %

Por tanto se propone un segundo método. Si en la ecuacién (10.13)
reemplazamos al lado izquierdo por (10.11) se obtiene la siguiente

aproximacion en diferencias finitas a la ecuacién de calor

Uij — Uig—1 _ oUitlj — 2Uij + Ui—1j
= 10.14
k a B2 ( )

Que se puede reescribir como

(1 + 2)\)Ui,j - Aui_,_l,j - )\ui—Lj = Uj,j—1 (1015)

Aplicando el hecho de que w;o = f(z;) para toda i =1,2,...,m —1
Y Wm,j = wo,j = o para toda j = 1,2,..., este método de diferencias

tiene la representacién matricial.

r(142)) —A 0 .. .. 0
=X (142)) =X w5 wi 1
.. . w2, w2, 51
0 : : i = . (10.16)
: ’ 0 wm;l,j wmf.l,jfl
: oA (142)) -
L o 0 =X (1420

Aw) = wl D Para toda j = 1,2,.. ..
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As{ debemos resolver ahora un sistema lineal para w@) a partir de
wUTD . Este método se reconoce como el Método de Diferencias

Regresivas, y es estable para cualquier A.

Dado que A > 0, la matriz A es definida positivamente y es estricta-
mente de forma diagonal, ademas de ser tridiagonal. Para resolver este
sistema, podemos emplear la factorizacion LU de Crout para sistemas
lineales tridiagonales. En este algoritmo suponemos, para propdsitos

de detencién o paro que se da para una cota t.

Con el método de diferencias regresivas se solucioné el problema de es-
tabilidad. Sin embargo, para evitar la falta de precisién, generada por
el error de truncamiento se requiere que los intervalos de tiempo sean
muchos més pequenios que los del espacio (h > k), y esto reduce su
eficiencia. Por tanto se hace necesario un método que permitir tomar
valores similares para h y k, y que ademds sea estable para todo A.
Este método se puede obtener al promediar el método de diferencias

progresivas en el j-ésimo paso en t,

k h?
Y el método de diferencias regresivas en el (j + 1)-ésimo paso en ¢

il = Wiy o Wil — 2Uij + i1y

Uijbl = Wiy _ o Witlj+l = 21 +Uio1j4

k h?

Entonces se tiene que una aproximacion por diferencias para la ecuacién

de calor es

2
Uil — Uiy _ 07 | Uit1j — 2Uij + Ui-1,j

_a 4 Wit = 204 41 + U141
k T2 h2 h2

Que puede ser reescrito como

A A A
—oUi-1g+1 + (L N = Suiong + (L= Nuig + Juiv,

Al método generado por esta aproximacién se le llama Método de

Crank-Nicolson y estd representado de forma matricial como

Aw*Y = By (10.17)
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C(1+A) -3 0 0 r(1+x) 30
-3 (14X -3 3 A= 3
A= 0 y B = 0
0
A . A
: -3 (14N -3 : .2
) e 00 =3 (1M ] L o 0

Para obtener w/*! a partir de w’, se debe resolver el sistema planteado
en (10.17). La matriz A es definida positiva, estrictamente dominante
de forma diagonal y tridiagonal. Para resolver este sistema, se puede
usar factorizacion LU de Crout para sistemas lineales tridiagonales.
Al igual que en el método de diferencias regresivas, en este algoritmo
se supone, para propositos de detencién o paro, que se da una cota
para t.
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