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RESUMEN

El presente trabajo de grado se realiza para la obtencién de titulo en Licenciatura en Matematicas,
de la Universidad Surcolombiana. Elaborado bajo la asesoria del docente Luis Eduardo Polania
Quiza. Fl objetivo principal del proyecto es mostrar las diferentes situaciones de la realidad que
se adaptan a los modelos matemadticos de oscilacién y de reaccién-difusién. Estas situaciones
estdn en el campo de la ecologia, biologia, la quimica, la fisica, la ingenieria y las comunicaciones.
Haciendo especial énfasis en los ecosistemas (con ambos modelos).

En los sistemas de reaccién-difusion podemos observar la dindmica interactuante entre sistemas
difusivos y sistemas receptores (como el agua al recibir una gota de tinta) se puede observar que
cada sistema va a tender a conservar su estado, pero por multiples interacciones entre particulas de
ambos sistemas logran que haya un acoplamiento de estos dos. Esto visto cualitativamente origina
patrones espacio temporales que describe la dindmica de difusién de las particulas de un sistema
en otro, lo que origina una reaccién. Existen diversos ejemplos reales tales como: la pigmentacién
de los peces, las manchas de las cebras, entre otros.

También existen fenémenos que forman patrones temporales como el cantar de una chicharra al
atardecer (ritmos circadianos), la presencia de personas en las calles de una ciudad durante las
llamadas horas picos, a este tipo de eventos los podemos considerar como pertenecientes a un
sistema oscilante, que este a su vez estd contenido en un sistema de reaccién difusion.

Este Trabajo de Grado titulado “Aplicaciones de los modelos de oscilacién y de reaccién-difusién
a situaciones reales” pretende demostrar la multifuncionalidad de los modelos de oscilacién y
reaccion-difusién con su aplicaciéon en diferentes contextos empleando como herramienta de
trabajo la teoria de las ecuaciones diferenciales en la modelacién de situaciones particulares de
la vida.

Especificamente queremos mostrar algunas situaciones que se adaptan a los modelos
mencionados, tales como el comportamiento oscilatorio en el equilibrio de un ecosistema
estratégico, el comportamiento de la elasticidad en resortes, el llenado de un lago, el
comportamiento de la densidad poblacional de los mosquitos, y el fenémeno de reaccion-difusion
en los crimenes de una ciudad, en la disolucién de sustancias, en la distribucién de la informacién
en la poblacién, en las redes sociales, entre otros.

Para lograr esto partiremos de bases de datos de otras investigaciones que nos permitan
establecer las diferentes variables y pardmetros de las situaciones con comportamiento oscilatorio
o de reaccién-difusion; de igual forma emplearemos elementos de la fisica bdsica, solucion de
ecuaciones diferenciales, cdlculo en varias variables y elementos de la quimica bésica.






OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Encontrar nuevas aplicaciones a los modelos de oscilacién y reaccion-difusion en diferentes
situaciones de la vida social, natural, industrial y cientifica.

= Mostrar la multifuncionalidad de los diferentes modelos matematicos.

Objetivos Especificos

= Aplicar el modelo de oscilacién a los ecosistemas estratégicos.
= Aplicar el modelo de oscilacién a los medios eldsticos

= Aplicar el modelo de oscilacién al comportamiento de la densidad poblacional de los
mosquitos.

= Aplicar el modelo de reaccién-difusién a las redes sociales.
= Aplicar el modelo de reacciéon-difusiéon a los disolventes.

= Mostrar diferentes aplicaciones hechas hasta el momento.
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES

El modelo de oscilacién es uno de los mds frecuentes en la naturaleza. Encontramos muchos
objetos que lo realizan: La bolita de un péndulo soltada desde una cierta altura, el extremo de
un muelle después de haberlo separado de su posicién de equilibrio, los puntos de una cuerda de
guitarra recién punteada, la superficie de un tambor recién percutido. A escala atdémica también
se produce de forma masiva este movimiento, puesto que los 4&tomos, los iones y las moléculas
habitualmente vibran en torno a posiciones centrales o de equilibrio. Los campos (entidades no
materiales portadoras de energia) también realizan oscilaciones. Lo que oscila en este caso es la
amplitud del campo.

Enla naturaleza es comtn hallar fen6menos de tipo oscilatorio cuyos periodos cubren una amplia
gama de valores que van desde los milisegundos hasta los afios (de este tltimo podemos citar como
caso el aumento de la actividad de las manchas solares cada once afios).

Para la elaboracidn de este trabajo partiremos de la teoria de las oscilaciones, iniciando por las
oscilaciones mecénicas, estudiando primordialmente el péndulo; posteriormente nuestra mirada
se centra en las oscilaciones eléctricas, electromecdnicas, bioldgicas, econémicas y sociales, del
clima y geofisicas, finalmente las oscilaciones en productos quimicos.

La experiencia nos muestra que la amplitud de un cuerpo vibrante tal como un resorte o un
péndulo, decrece gradualmente hasta que se detiene. Luego se hace necesario mostrar la evolucién
del modelo idealizado y asemejarlo un poco al mundo real y de alli surgen las oscilaciones
amortiguadas, ya sea por la resistencia del aire, la fuerza de gravedad o cualquier otra fuerza que
se interponga en el sistema.

Las oscilaciones amortiguadas desaparecen al cabo de cierto tiempo, para mantener la oscilacién
se puede aplicar una fuerza, originando asi una oscilacion forzada. Un ejemplo claro de este tipo
de oscilacién se ve representada por un circuito LCR conectado a una Fuerza Electromecénica
Alterna.

Como ultimo ejemplo considérese la existencia de ritmos que tiene un periodo semejante al dia 'y
la noche, cuya sefial influye, de manera importante, en muchas funciones de los organismos. Estos
ritmos se han denominado ritmos circadianos.

Andlogamente el modelo de reaccion-difusién es un fenémeno por medio del cual un grupo de
particulas se mueven como un grupo de acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las
particulas, pero estas pueden cambiar su estado, debido por ejemplo a interacciones o de manera
espontanea. Aqui estamos hablando de reacciones quimicas o procesos biol6gicos.

13



14 1.1. SISTEMAS OSCILATORIOS

La biologia moderna es la biologia a escala atémica (genoma, transcriptoma, proteoma,
metaboloma, etc.). La biologia de sistemas es la de lo complicado, de lo inabarcable. Se ha
pasado de modelos sencillos, que aunque omiten muchos detalles describen muy bien el resultado
observado, a modelos basados en redes cuya cardinalidad abruma hasta a los ordenadores mas
potentes. El gran maestro del reduccionismo en biologia matematica es Alan Turing, cuya obra
es una obra maestra del arte del modelado matematico. El reduccionismo como clave para la
comprension.

La observaciéon biolégica de la evolucién dindmica de los patrones de los modelos de Turing en
un ser vivo fue hecha por primera vez por Kondo y Asai en 1995 (lo publicaron en Nature) en el
desarrollo embrionario de ciertos peces tropicales (Pomacanthus imperator). Hoy en dia sabemos
que muchos otros seres vivos comparten estos mismos mecanismos de desarrollo embrionario.
Los estudios posteriores demostraron que estos patrones de la piel de este pez se deben a las
interacciones moleculares entre células pigmentadas vecinas. Aunque atin no se conocen con
detalle todos los mecanismos genéticos implicados en estos procesos, se espera que en los
préximos afios puedan determinarse.

En la actualidad este modelo también representa fenémenos de tipo social, como el transporte, las
redes sociales y difusion de las noticias en una ciudad.

1.1. Sistemas Oscilatorios

Los sistemas oscilatorios o simplemente osciladores se pueden definir como un sistema dindmico
con un comportamiento descrito por una ecuacion diferencial de orden n, que tiene una solucién

X=[Civ; Covz .. Cuvyler!
A//:[Axl A/Z s /1;1]

donde A4,15,...A, son nimeros complejos y e’’’ es la exponencial compleja. En el caso de un
oscilador lineal de segundo orden
aX+bx+c=g(1),
d*x

ar?’
—dr’

la solucién es de la forma X = [Civ;  Covo] el 1os osciladores se pueden clasificar a su vez
en osciladores periédicos y no periddicos.

Se define una funcién periddica como aquella que siendo f : X — Y, tiene una contra-imagen que
es de la forma:
X=A{la,p)ula+T,b+T)..ula+jT,b+jT)..}

con T = b— ay donde cada subconjunto X; = [a+ T,b+ T) mapea a la misma imagen Y, es decir,
f:Xj—YparajeZ.

Los osciladores no periodicos pueden provenir de osciladores no lineales como % + bx + ¢ = senx
y también de osciladores lineales como los comportados por un movimiento arménico complejo
el cual puede ser analizado como una serie de Fourier o como la superposicién de osciladores
armonicos simples.
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1.1.1. Osciladores Lineales

Los osciladores lineales tal como menciona su nombre son aquellos que llevan
un comportamiento dado por la ecuacion diferencial lineal de segundo orden aX + bx + ¢ = g(1),
donde segtin el valor de a,b,c y g(t) se clasifican por el comportamiento que describen, a los
osciladores lineales se les llama también osciladores armonicos por que su solucién se expresa
como funciones senocosoidales, lo cual siendo a, b, ¢ € R, la frecuencia es una constante y por lo
tanto los osciladores arménicos son siempre periédicos.

Armoénico Simple

El oscilador arménico simple se da cuando a >0, b=0, c >0y g(¢) =0, es decir,
aX+cx=g(t) =

el comportamiento descrito por esta ecuacién diferencial se trata de una oscilaciéon libre de
amortiguamiento, es decir el sistema nunca disipa energia, simplemente ésta se transforma
continuamente a energia potencial o cinética. El oscilador armoénico simple es el caso utépico
de osciladores ya que en la realidad todos presentan perdidas de energia y por lo tanto un efecto
amortiguado.

c
Haciendo la consideracién de que x(0) = A (Amplitud) y que p = w? entonces la solucién a

la ecuacién que describe al oscilador arménico simple es x(f) = Acosw? y su comportamiento
mientras transcurre el tiempo se muestra en la figura 1.1.

x(1)

WAAAAAAAD
WVVVV VY

Figura 1.1: Respuesta en el tiempo de un oscilador armoénico simple.

Retomando los conceptos de punto periddico, la 6rbita del oscilador arménico simple puede ser
parametrizada en un plano de fase por dos variables x(#) y el equivalente a su velocidad angular
x(1).
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dx
dt

Figura 1a: Plano de fase de un oscilador arménico simple con A =1y w = 1,5. El tiempo queda
implicito como el sentido de horario de la 6rbita girando sobre un punto singular centyro.

La 6rbita de este oscilador es una 6rbita periédica ya que el conjunto de puntos que la forman,
siempre trazan sobre una misma linea mostrada como una elipse donde la magnitud del eje
vertical es proporcional a w y la del eje horizontal lo es con la amplitud A (véase la figura anterior).

Arménico Amortiguado

El oscilador arménico amortiguado es el caso generalizado de los osciladores arménicos libres ya
que su comportamiento contempla la disipacién de energia pero no la intervencién de fuerzas
externas. Su comportamiento estd dado por aX+ bi+c=g(t)talquea>0,b#0,c>0y g(t) =0,

. b c
para todo ¢. Considerando que — = 2a y — = w? entonces
a a

¥+2ax+w*x=0
Si x(0) = A la solucién queda como la siguiente expresion:

o' =Vw?-a?

x(t) = Ae ' cosw't

Observese que la respuesta del sistema en el tiempo es una sefial cosenosoidal en una envolvente
exponencial con una caida negativa de a, el oscilador se comportard como amortiguado siempre
que a > 0, cuando a = 0 la ecuacién diferencial se reduce al caso de un oscilador arménico simple,
por otro lado, si a < 0 entonces el sistema se comporta de una manera inestable.

x(1)

1__

VAV/\/\ t

—1A

Figura 1b: Respuesta en el tiempo de un oscilador armoénico simplecon A=1,7, w =1,5y ¢ =0,15
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La 6rbita del oscilador amortiguado puede observarse como una espiral que reduce su radio
mientras el tiempo transcurre, haciendo tender al sistema a una estabilidad focal cuando ¢t — co

. dx . . o
entonces x — 0, para el plano de fase con variables x y x = 7 la direcci6én de la orbita siempre

es en sentido horario, puede observarse en la 6rbita (véase figura 1.2) que progresivamente
tanto la amplitud |x| como un proporcional de la velocidad angular del oscilador |x|, se reducen
asintoticamente al punto (x =0, X = 0).

Figura 1.2: Plano de fase de un oscilador arménico amortiguado con A = 1,7, w = 1,5y a = 0,15. La
propagacion de la 6rbita apréxima el estado del oscilador a la estabilidad focal.

Como ya se mencioné cuando a < 0 el oscilador se comporta con una 6rbita asint6ticamente
inestable, si se compara la 6rbita de la figura 1.2 con la 6rbita de la figura 1.3 se puede deducir
que éstas difieren en el sentido de giro, i.e. mientras ambas siguen la trayectoria segtin un sentido
horario.

dx/dt
=

Figura 1.3: Plano de fase de un oscilador arménico inestable con A=1,7, w = 1,5y a = -0, 15.

Armonico Forzado

Un oscilador arménico forzado es la generalizacion de los osciladores armoénicos, su
comportamiento se rige por la ecuacion ai+bx+c=g(t)cona>0,b#0,c>0y g(t) = Fcos wet
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(una funcién dependiente de t), es el caso de aX + bx + ¢ = g(t) sea no homogénea, la ecuacién
expresard el comportamiento de un oscilador arménico amortiguado, el significado fisico de un
oscilador armoénico forzado se puede ejemplificar como el sistema formado por un nifio en un
columpio, cuando el nifio a una frecuencia w, se balancea, aplica una fuerza que mantiene
al columpio en un movimiento oscilatorio, cuando esta fuerza se deja de aplicar el columpio
se comporta como un oscilador amortiguado. Este comportamiento de oscilaciéon se da por la

siguiente ecuacion diferencial y su solucion:

¥+2ax+w’x=Fcos Wel
F
x(p) = I sen(wet —0)

donde

G= \/(wg —w?)? + 2aw,)?

La caracteristica interesante en los osciladores forzados es un fenémeno que se da por la
combinacién de la frecuencia intrinseca con la frecuencia externa, el caso més simplificado es
cuando no hay amortiguamiento, donde el valor de G depende de la diferencia de los cuadrados
de ambas frecuencias, véase que con we — w, G — 0y por lo tanto g — oo esto por que el oscilador
recibe energia externa y nunca la disipa tendiendo el sistema a la inestabilidad, a éste fendémeno
se le llama resonancia.

El efecto de la resonancia radica en aumentar la amplitud de las oscilaciones, en la realidad los
sistemas son amortiguados asi que siempre existe un limite de amplitud dependiende de su factor
de amortiguamiento a, en la figura 1.4 se muestran 7 curvas con diferentes valores siendo a =0 la

. . . L. . We
curva con tendencia a infinito. Observese que los méximos estdn cercanos a — = 1.
w

5
T

Figura 1.4: Curvas de resonancia de un oscilador arménico forzado con valores de a = {0,1,2,3,4,5,6,7}.

1.1.2. Osciladores No Lineales

Los sistemas oscilatorios no—linealesse rigen precisamente por ecuaciones diferenciales no-
. . _ i
lineales, esto es, ecuaciones que no cumplen con la forma ag(£)x" + a; () x" Ly +a,1(Dx +
an(t)x = f(r) tal que sus eigenvalores son complejos cuya expresion es

@) =fof" '(x), paran=1.
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Los osciladores no-lineales pueden presentar comportamientos muy diferentes a los osciladores
armoénicos y que no existen fisicamente pero también comportamientos que si lo esten como
e.g. los impulsos en un electrocardiograma. Especificamente no hay una forma canénica de
representar a los osciladores no-lineales sin que esta ecuacion sea tan generalizada como para
no tener caracteristicas interesantes. Por éste motivo se delimitard a tratar el caso de oscilador no-
lineal de la forma

X+gx)x+cx=0

ya que tiene un comportamiento no-lineal de oscilador autosostenido, éste tipo de oscilador se
explicard con mas detalle posteriormente, pero para ello se tiene que poner la ecuacién anterior de
tal manera que facilite el cédlculo. Asi que podemos expresar el comportamiento de éste oscilador
no-lineal como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden y dos variables

x=y-f
y=-cx

A estas expresiones se le conocen como ecuaciones de Lienard. Si derivamos la ecuacion x =
y — f(x) se obtiene ¥ = y — f'(x)x que al sustituir en y = —cx resulta X + f'(x)x + cx = 0, de
aqui si se asume f’(x) = g(x) entonces las ecuaciones de Lienard son equivalentes a la ecuacion
X+gx)x+cx=0

1.1.3. Puntos fijos para sistema no-lineales

Para los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, la estabilidad asint6tica es determinada
por la parte real de los eigenvalores. Para un punto fijo de un sistema no lineal, la parte real de
los eigenvalores de la derivada también determina la estabilidad, pero considerando que en la
cercania del punto fijo el sistema se comporta linealmente, esto haciendo una discriminacion de
las componentes no lineales del flujo del sistema.

Asumiendo un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales del tipo x = f(x) con x € R". El
punto p es un punto fijo si f(p) = 0, para linealizar el flujo del sistema cerca de p, tenemos a Df),
como la matriz de las derivadas parciales de f, evualada en p. Entonces la ecuacién diferencial
linealizada esta dada por & = D f,,(x — p).

Se le llama al punto fijo p hiperbdlico si Re(A1) # 0 para todos los eigenvalores A de la matriz D f),.
Hay muchos casos especiales de puntos fijos:

— Un punto fijo hiperbélico es llamado sumidero o atractor siendo que todas Re(A) < 0.
— Un punto fijo hiperbélico es llamado fuente o repulsor siendo que todas Re(1) > 0.

— Un punto fijo hiperbdlico es un punto silla si la parte real de los eigenvalores conjugados
cumplen con Re(A;) >0y Re(A_) <0.

Un punto fijo no hiperbélico se dice que es un centro, es decir, el sistema es una familia de 6rbitas
rodeando el centro ocurriendo como un péndulo sin amortiguamiento.

1.1.4. Oscilador de Van der Pol

El oscilador de Van der Pol es un oscilador caracteristico de los sistemas oscilatorios no
lineales, ya que éste presenta un comportamiento auto-sostenible, es decir, un comportamiento
que lo lleva a siempre a una 6rbita periédica atractora, esto es importante ya que los osciladores
biolégicos como el marcapasos cardiaco (Nodo sinoatrial) que genera por si solo una oscilacion,
que se dice autosostenida por que al aplicarle ruido o condiciones iniciales fuera de la 6rbita
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periddica, el sistema se dirige a ésta por ser estable. El sistema de ecuaciones ligado a este oscilador
esta dado por las ecuaciones de Lienard.

Figura 1.5: Retrato de fase de un oscilador de Van der Pol, implementando el método de Runge - Kutta de
cuarto orden para obtener sus respuesta parametrizada de las funciones iterativas de cada variable.

1.1.5. Conclusiones

Los sistemas oscilatorios poseen caracteristicas muy particulares que los definen desde dindmicas
simples y regulares como los osciladores armoénicos, hasta dindmicas complejas que pueden
beneficiar incluso al sistema, esto aparentemente como un mecanismo de regulacién observado
en los osciladores no lineales auto-sostenibles; estos mecanismos de regulacién son una tendencia
a orbitas periddicas estables o ciclos funcionales que pueden significar para la biologia, el
comportamiento de un sistema para mantenerse en homeostasis.

1.2. Sistemas de reaccion-difusion

El estudio de las estructuras espacio-temporales, o si se quiere de la formacién y evolucién de
patrones tiene gran importancia desde el punto de vista cientifico pero también técnico. De hecho,
la cuestién del origen de la forma de la mayoria de los objetos cotidianos que nos rodea es algo
que ha intrigado a fil6sofos y cientificos a lo largo de la historia. Desde el relieve de la arena de
los desiertos hasta los patrones que caracterizan la piel de muchos animales, los ejemplos son
innumerables. Muchos de dichos patrones, ademds, no son estaticos sino que estdn sujetos a
modificaciones. El propio de la arena de los desiertos cuyos relieves pueden cambiar de un dia para
otro por efecto del viento, la arena de las playas sujetas a los efectos de las mareas, los sistemas
de nubes que cubren el cielo y cambian caprichosamente con las condiciones meteorolégicas o
simplemente las estructuras que se forman en nuestra taza de café con leche al agitarlo con la
cuchara son ejemplos que vemos a diario.

Los avances de las tltimas décadas en la ciencia no lineal, que ha surgido recientemente como una
meta-ciencia que abarca desde la fisica a las matemadticas pasando por la biologia, quimica y un
largo etc, han permitido descubrir que la mayoria de los ejemplos anteriores estdn relacionados
por el hecho de que podemos describirlos usando las mismas herramientas matematicas. Es decir,
aunque aparentemente pertenecientes a campos distintos, muchos de ellos obedecen las mismas
leyes.

Como se encarg6 de demostrar Ilya Prigogine, Premio Nobel de Quimica en 1977 (Prigogine, 1977),
si un sistema estd alejado del equilibrio pueden formarse en él estructuras espaciales de tamafio
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Figura 1.6: Ejemplos patrones en forma de bandas. De izquierda a derecha: Nubes tipo cirrus sobre la
peninsula ardbiga (imagen tomada desde el transbordador espacial de la NASA); cebra y arenas en el desierto
del Sahara.

macroscopico, dando asi un importantisimo impulso a la termodindmica de sistemas fuera del
equilibrio. Prigogine bautizé a dichas estructuras como estructuras disipativas (Prigogine y Nicolis,
1977) ya que el sistema necesita disipar energia para sustentar su estado. Pero la termodindmica
no es la tinica forma de aproximarse al estudio de la formacién de estructuras espacio-temporales.
El estudio de otra teoria, la de los sistemas dindmicos no lineales, surgida inicialmente como
una rama de la mecdnica clésica, ha permitido de forma muy importante ayudarnos a avanzar
en dicho problema. Es de destacar que aunque dicha teoria es determinista, algunos de los
sistemas que describe encierran en su interior un enorme grado de impredecibilidad, y como
consecuencia es una herramienta basica para estudiar y entender el caos determinista'. Asi los
sistemas deterministas se han convertido en una herramienta muy ttil con la que poder estudiar
las estructuras espacio-temporales, y que generalmente se describen desde un punto de vista
matemadtico mediante ecuaciones no lineales en derivadas parciales. Citemos a modo de ejemplo
las ecuaciones de Navier-Stokes para los fluidos, o los sistemas reaccién-difusién para describir
gran nimero de sistemas tanto Quimicos como Biol4gicos. Sobre ambos ejemplos volveremos mas
adelante.

Hay dos ideas bdsicas a la hora de abordar las estructuras generadas fuera del equilibrio. Asi, a lo
largo de este trabajo se usard la terminologia de medio activo (Mikhailov, 1994) para referirnos
a un sistema que puede ser biolégico, quimico, fisico, etc, en el que podemos definir unas
estructuras bésicas del mismo, constituyentes, en forma de conjuntos de particulas elementales
(d&tomos, moléculas, celdas, etc) agrupadas en elementos de volumen de tal forma que desde
el punto de vista de cierto nimero de propiedades (fisicas, quimicas, biolégicas, etc) dichos
constituyentes son equivalentes entre si, y por tanto indiferenciables, estando localmente en
equilibrio termodindmico; dicho sistema es espacialmente distribuido y los citados constituyentes
tienen una dindmica propia interactuando entre si mediante algtn tipo de acoplamiento.

La segunda idea importante es la de inestabilidad que definiremos como la respuesta a una
perturbacién en un medio activo inicialmente homogéneo? Puede suceder que dicha perturbacién
crezcay se propague por el medio conduciéndolo a un nuevo estado no homogéneo. El mecanismo
global que conduce el sistema al nuevo estado es consecuencia del tipo de interaccion de los
distintos elementos del medio y de la naturaleza de la dindmica de los elementos del sistema.

11,a forma més aceptada de definir matematicamente el caos es decir que se trata de la propiedad que poseen ciertos
sistemas deterministas de que dos estados que inicialmente estdn infinitamente préximos se separan mutuamente
siguiendo una ley exponencial en el tiempo. Esta propiedad es la que nos hace tan dificil poder predecir la evolucién
futura del sistema (el ejemplo de la meteorologia es paradigmatico) ya que como consecuencia de la anterior definicién
una variacién infinitesimal en las condiciones iniciales del sistema lo lleva en tiempos no demasiado largos a escenarios
absolutamente diferentes.

2Citando a Prigogine la inestabilidad «destruye la equivalencia entre el nivel individual y el nivel estadistico, al
extremo de que las probabilidades cobran una significacion intrinseca» (Prigogine, 1983).
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1.3. Sistemas homogéneos

Desde el punto de vista de un medio activo podemos considerar dos situaciones extremas en
cuanto al acoplamiento de las distintas regiones y/o elementos del sistema. Asi, hipotéticamente
podemos considerar que el sistema estd totalmente acoplado, es decir que la interaccién entre las
distintas partes es la misma e independiente de la distancia entre ellas. O en otras palabras que el
medio estd totalmente homogeneizado por lo que podria ser modelizado por un sistema dindmico
de dimensién espacial cero, y, por tanto, su dindmica seria equivalente a la de uno sé6lo de sus
elementos. Es frecuente en la bibliografia utilizar el término dindmica homogénea para referirse a
su comportamiento temporal. Por otra parte, también podemos imaginar un medio activo en el
que la interaccién entre elementos es nula con lo que la dindmica global se reduciria a la suma de
cada uno de dichos elementos.

Los elementos constituyentes de un medio activo no siempre tienen una ficil caracterizacion,
pero muchas veces es posible describirlos mediante un sistema dindmico determinista, es decir
usando ecuaciones diferenciales. Asi describiremos su estado mediante un conjunto de variables
dependientes del tiempo ¢ = (cj, ¢, ..., €5) ¥ su dindmica por un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales:

dc

E=f(c,p)

en donde la funcién f, que describe la dindmica, depende de los pardmetros p = (p1, p2,..., Pm)-
Por ejemplo, en el caso de que la naturaleza del medio sea quimica f representara la cinética
de la reaccion. En general, dicha funcién poseerd términos no lineales y en algunas ocasiones su
dimension serd elevada lo que daré lugar a comportamientos realmente complejos (Strogatz, 1994;
Verhulst, 1996; Guckenheimer y Holmes, 1990).

Sin embargo, las dindmicas de muchos medios homogéneos de especial importancia practica
pueden describirse con un nimero pequeno de variables lo que los hace mucho mads tratables.
A continuacién se describen varios ejemplos de sistemas dindmicos que destacan por su
simplicidad, bastan dos grados de libertad para representarlos, y por poseer gran importancia
en el estudio de patrones espacio-temporales. Asi, es frecuente hablar de sistemas dindmicos
monoestables, biestables, excitables u oscilantes (Mikhailov, 1994). De ellos el mds simple co-
rresponde al caso monoestable en el que existe un tinico punto fijo estable en el espacio de fases de
tal forma que cuando el elemento activo es perturbado siempre retorna al estado de dicho atractor.
Consideremos el siguiente sistema con dos grados de libertad

dCl

E‘f(cl»cz)
ng_ (C C)
dr =g, 0

en el que se verifica que: La dindmica de la variable ¢; es mucho més rédpida que la de la variable
c2; 'V, las curvas implicitas definidas por las componentes del campo de velocidades, f(c1,c2) =0y
g(c1,¢2) =0 alas que nos referiremos como “nullclines”, se intersecan en las proximidades de dos
extremos relativos de la primera de ellas, como se esquematiza en la figura 1.7 La dindmica que se
observa en un sistema asi resulta ser muy general y se resume en las siguientes tres posibilidades:

1.3.1. Sistema excitable

Al igual que en el caso monoestable, el sistema excitable también posee un tnico punto fijo
estable de forma que, para pequenas perturbaciones muy préximas a dicho punto, el sistema decae
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rdpidamente al estado de equilibrio. Sin embargo, y como consecuencia de la diferencia entre las
escalas temporales entre ambas variables, cuando el sistema es alejado del equilibrio por encima
de un cierto umbral, éste, realiza una larga excursién por el espacio de fases antes de regresar de
nuevo al punto de equilibrio.

El umbral de excitacién queda determinado por la rama intermedia (inestable) entre los extremos
relativos de la curva f(c;, c2) =0, de forma que una vez superado dicho valor, el sistema es atraido
por larama derecha (estable) de la citada curva, lo que da lugar a un desplazamiento por el espacio
de fases que se muestra en la figura 1.7 (a). El tiempo necesario para que el sistema se recupere de
una excitacion recibe el nombre de periodo de refractoriedad.

¢y

3 4

Figura 1.7: Diagrama de fases en el que junto con las curvas definidas por las componentes del campo de
velocidad (“nullclines”) se esquematiza la dindmica de: (a) un sistema excitable, (b) un sistema oscilante y
(c) un sistema biestable. Se ha supuesto que la dindmica de la variable ¢; es mucho més réapida que la de la
variable c;.

1.3.2. Sistema oscilante

En otras ocasiones el sistema dindmico poseera un ciclo limite estable® con un punto de equilibrio
inestable en su interior, en ese caso el sistema es oscilante. En la figura 1.7 (b) se resume dicho
comportamiento, en donde el tinico punto de interseccién de las nullclines es el punto fijo
inestable y el ciclo limite se representa por la curva cerrada en la que las flechas indican el sentido
del movimiento. Como quiera que dicho ciclo limite es estable, cualquier perturbacién del sistema
hara que éste regrese al ciclo limite. El tiempo necesario para que el sistema realice una oscilacién
completa en el espacio de fases recibe el nombre de periodo natural del sistema.

Por su naturaleza un sistema oscilante puede ser descrito en términos de variables de amplitud y
de fase lo que nos permite descubrir una propiedad importante de dichos medios. Asi, mientras la
amplitud, periodo y forma orbital son propiedades intrinsecas del sistema, la fase, sin embargo, no
lo es. Supongamos que aplicamos una pequefia perturbacion a un sistema oscilante, entonces tras
un periodo de relajacién se recuperan tanto la amplitud como la forma de las oscilaciones; no asi
la fase que mantendré un cierto desajuste provocado por la perturbacion.

1.3.3. Sistema biestable

Cuando el sistema posee dos puntos fijos estables se dice que es biestable. En la figura 1.7 (c)
podemos ver como las nullclines se intersecan en tres puntos, dando lugar a dos puntos fijos
estables y entre ambos un tercer punto fijo inestable. Una vez el sistema es desviado del equilibrio

3El teorema de Poincaré-Bendixon garantiza que en el plano toda curva solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que permanece acotada en cierta regién convergerd bien a un punto de equilibrio, bien a un
unico ciclo limite. La convergencia puede entenderse hacia adelante o hacia atrds en el tiempo, siendo asi que el punto
o ciclo limite pueden ser estables o inestables, o si se prefiere, atractivos o repulsivos (Verhulst, 1996).



24 1.4. LEY DE FICK

éste retornard a uno de los dos puntos estables dependiendo de si se encuentra en la cuenca de
atraccién de uno u otro de los puntos estables.

La cuencas de atraccion, en general, dependen de las escalas temporales de cada una de las
variables pero en las proximidades de la rama inestable ésta representa un valor umbral para que
el sistema se decida por uno u otro atractor.

1.4. Leyde Fick

La experiencia nos demuestra que cuando abrimos un frasco de perfume o de cualquier otro
liquido volétil, podemos olerlo rdpidamente en un recinto cerrado. Decimos que las moléculas
del liquido después de evaporarse se difunden por el aire, distribuyéndose en todo el espacio
circundante. Lo mismo ocurre si colocamos un terrén de azticar en un vaso de agua, las moléculas
de sacarosa se difunden por todo el agua. Estos y otros ejemplos nos muestran que para que tenga
lugar el fenémeno de la difusion, la distribucién espacial de moléculas no debe ser homogénea,
debe existir una diferencia, o gradiente de concentracién entre dos puntos del medio.

Flujo de materia

X

x Fguind

Figura 1.8: Ley de Fick.

Supongamos que su concentracion varia con la posicion a lo largo del eje X. Llamemos J a la
densidad de corriente de particulas, es decir, al nimero efectivo de particulas que atraviesan en
la unidad de tiempo un 4rea unitaria perpendicular a la direccién en la que tiene lugar la difusion.
La ley de Fick afirma que la densidad de corriente de particulas es proporcional al gradiente de
concentracion

J= Dan
B 0x

La constante de proporcionalidad se denomina coeficiente de difusién D y es caracteristico tanto
del soluto como del medio en el que se disuelve.

La acumulacién de particulas en la unidad de tiempo que se produce en el elemento de volumen
S-dx esigual a la diferencia entre el flujo entrante JS, menos el flujo saliente J'S, es decir

]S—]’S:QS-
0x

dx
La acumulacién de particulas en la unidad de tiempo es

on
Sdx)—
(Sdx) 5,
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Igualando ambas expresiones y utilizando la Ley de Fick se obtiene

3
Da—z _ a_n
0x ot

Ecuacién diferencial en derivadas parciales que describe el fendmeno de la difusién. Si el
coeficiente de difusién D no depende de la concentraciéon

1on_&n
Dot 0x2

1.5. Estructuras espacio-temporales

1.5.1. Medios de reaccion-difusion

Dado un medio activo en el que se ha fijado la dindmica de sus elementos lo siguiente
que queda por fijar son los diferentes grados de acoplamiento entre las partes del sistema,
independientemente de que éste sea continuo o discreto. El grado de acoplamiento puede medirse
en funcién de su alcance. Asi, podemos hablar de acoplamientos locales o globales, en funcién de
su amplitud o fortaleza. En el apartado anterior se han puesto dos ejemplos extremos en los que
el acoplamiento era total o nulo. Experimentalmente estos casos extremos no suelen observarse
ya que generalmente hay algin tipo de interacciéon no global entre las distintas partes de los
sistemas naturales. Concretamente la difusién es un mecanismo universal ya que estd presente
en la mayoria de los sistemas proporcionando interaccion entre distintas partes de los mismos.
Los llamados sistemas reaccion-difusion son por tanto especialmente importantes al describir un
ntmero enorme de sistemas naturales.

Desde un punto de vista matematico los sistemas reacciéon-difusiéon se pueden modelar como un
sistema acoplado de ecuaciones en derivadas parciales

ac_

T = f(c,p) + DAc, (1)

al que le hemos afiadido un término difusivo en el que D representa el coeficiente de difusién, que
en general puede ser un tensor de orden n aun que en la préctica dicho tensor suele reducirse a
una matriz diagonal, y A es el operador laplaciano.

Asi, la ecuacidn (1) sirve de modelo por ejemplo para un reactor quimico no agitado, y en el que
por lo tanto las concentraciones de las diferentes especies pueden variar de unas regiones a otras
del mismo induciendo flujos difusivos. Otros ejemplos se podrian haber sacado de la biologia,
oceanografia, etc (Mikhailov, 1994; Murray, 1989).

En muchas ocasiones usando el principio de esclavitud (Haken, 1987) el ntimero de variables de (1)
se puede reducir a s6lo dos que se suelen llamar: Activador e inhibidor. Dicho principio se basa en
despreciar las variables que convergen muy rapidamente hacia el estado estacionario y por tanto
tienen poca influencia en la dindmica global. Los sistemas activador-inhibidor se caracterizan
por la propiedad de autocatdlisis del activador, que le permite autogenerarse, y la propiedad del
inhibidor de “suprimir” activador. La competencia que se establece por el juego entre ambas
especies es el mecanismo que esta detrds de la formacién de estructuras estables en el medio.

Como ya ha sido dicho, el tipo de estructura que surge en el medio activo depende de la naturaleza
de los elementos del sistema y de su acoplamiento. Asi en un sistema reaccién-difusion si la
dindmica local es biestable y el medio activo se encuentra en un estado homogéneo, determinado
por uno de los puntos de equili-brio excepto por una pequefia porcién o perturbacién, con valores
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Figura 1.9: Ondas en un medio excitable. Simulacién realizada con el modelo del Ore-gonator (ver anexos).

suficientemente grandes del coeficiente de difusién, si la perturbacién inicial es suficientemente
grande se activard una transicién local en los vecinos de los elementos perturbados que los hard
saltar al otro punto de equilibrio de forma que la perturbacién se propagard por todo el medio
en forma de una onda viajera o onda de activacion. En este caso decimos que el medio activo
es biestable y las ondas de activacién son las estructuras espacio-temporales tipicas que puede
sustentar dicho medio.

Andlogamente cuando hablamos de medios excitables nos referimos a los medios activos cuyos
elementos constituyentes poseen una dindmica excitable. Asi, si en un sistema reaccién-difusiéon
la dindmica local es excitable, con valores suficientemente grandes del coeficiente de difusion
y el medio activo se encuentra en el estado de equilibrio, excepto por una pequena porcién o
perturbacién, cuando la perturbacion supera cierto umbral se producird una transicién local en
los vecinos de los elementos perturbados que los excitara a realizar también ellos una transiciéon
en el espacio de fases de cada uno de ellos. Al igual que en el medio biestable dicha perturbacién se
propagara por todo el medio en forma de una onda de excitacion. Una vez el medio ha recuperado
localmente el punto de equilibrio, tras el paso de la onda de excitacién, estard listo para que
una nueva onda pase por el mismo sitio. Esto hace que la variedad de las estructuras espacio-
temporales observadas en medios excitables sea més rica que la observada en medios biestables.
De ellas las mds habituales en dos dimensiones son las ondas concéntricas y las ondas espirales, ver
figura 1.9. Estas tltimas se forman cuando una onda posee extremos libres, que se puede producir,
por ejemplo, por la ruptura de una onda concéntrica. En ese caso los extremos comienzan a
curvarse y la onda a girar entorno a dichos extremos formando una espiral. La propia dindmica
de las espirales puede ser muy rica en funcién de los movimientos de su centro (Pérez-Mufiuzuri
etal., 1991; Mufiuzuri et al., 1993; JTaboada et al., 1994; Gomez-Gesteira et al., 1996; Ruiz-Villarreal
et al., 1997) llegando a observarse transiciones a regimenes cadticos debidos a sucesivas rupturas
de dichas ondas espirales (Bér y Eiswirth, 1993).

Al igual que sucede en los medios biestables y excitables los medios activos cuyos elementos
constituyentes tienen dindmica oscilatoria, que llamaremos medios oscilatorios, también
sustentan la propagacion de perturbaciones en forma de ondas viajeras de forma similar a la
descrita para medios excitables. Ademads, como ha sido descrito en el apartado anterior la dindmica
local puede ser representada por variables de fase y de amplitud, siendo que la fase no depende de
los elementos en si, lo que permite nuevos tipos de estructuras espacio-temporales como las ondas
de fase.

Las ondas de fase hacen acto de presencia en un medio oscilante como respuesta a la inestabilidad
global que provocan los gradientes de fase. En ese caso, se inducen ondas viajeras mucho
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mads rapidas que las ondas de excitacién, entre otras cosas porque por su naturaleza son casi
independientes de la difusion (Epstein y Pojman, 1998). Por ese mismo motivo su periodo estd
muy préximo al periodo natural de los elementos del medio (Aliev y Biktashev, 1994).

1.5.2. Tipos de estructuras espacio-temporales

Las ondas viajeras que se han descrito en el capitulo anterior no son los tinicos tipos de estructuras
espacio-temporales que podemos encontrar en los medios activos. De forma general dichas
estructuras se suelen clasificar en funcién de las inestabilidades que las originan. Asi, si g y wg
son el vector de onday frecuencia de la inestabilidad que genera la estructura espaciotemporal en
el sistema, entonces podemos clasificar dichas estructuras en (Cross y Hohenberg, 1993):

Figura 1.10: Patrones de Turing en la reaccién CDIMA.

Tipo I; Son peri6dicas en el espacio y estacionarias en el tiempo (gg # 0y wo = 0). La inestabilidad
de Turing es un ejemplo tipico y estd en el origen de, por ejemplo, los patrones que exhiben
las pieles de muchos animales. Fue predicha de forma teérica a mediados del siglo pasado
por Alan Turing (Turing, 1952) pero no fue hasta 1991 que en el grupo de P. De Kepper se
obtuvieron experimentalmente (Castets et al., 1990). Desde entonces y hasta hoy ha tenido
mucha atencién por parte de los investigadores (Pérez-Mufiuzuri et al., 1995; Horvéath et
al., 1999; Sanz-Anchelergues et al., 2001; Riidiger et al., 2003; Miguez et al., 2005, 2006b,a;
Berenstein y Munuzuri, 2006). En la figura 1.10 pueden verse unas imédgenes de patrones de
Turing obtenidas en el laboratorio.

Tipo /11, Son espacialmente uniformes y periédicas en el tiempo (gy = 0y wg # 0). Este tipo de
patrones no exhiben distribuciéon espacial alguna y tinicamente presentan una oscilacién
temporal periédica. Suelen recibir el nombre de estados pulsantes.

Tipo [y Son periédicas tanto en el espacio como en el tiempo (g # 0y wg # 0). En general suelen
recibir el nombre de ondas no lineales, aunque también se las conozca como autoondas en
la literatura soviética (Krinsky, 1984). A este grupo pertenecen los ya mencionados trenes de
ondas viajeras que se caracterizan por su relacién de dispersién w(q). Pertenecen también a
este tipo las llamadas ondas solitarias que se encuentran en medios no disipativos.

Finalmente, también se pueden formar ondas estacionarias como consecuencia de la
superposicién de frentes contrapuestos lo que incrementa considerablemente la riqueza de las
estructuras tipo I ya descritas.

Destacar que las ondas no lineales o autoondas poseen una serie de propiedades que las
caracterizan y diferencian de las ondas clésicas. En el cuadro se resume dichas diferencias.
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Propiedad Ondas clésicas | Ondas no lineales
Conservan la energia Si No
Conservan la amplitud y la forma No Si
Reflejan Si No
Se aniquilan entre si No Si
Interfieren Si No
Difractan Si Si

Tabla 1c: Propiedades de las ondas no lineales en comparacion con las ondas clésicas.

1.5.3. Transporte
Advecciéon

A parte de la difusién existen otros mecanismos que proporcionan interaccién entre los distintos
elementos de un medio activo. Cuando el medio es fluido una de ellas es la presencia de un campo
de velocidades convectivo que como consecuencia produce adveccién. Para ser mas precisos,
cuando hablamos de advecciéon estamos refiriéndonos a la situacién en la que una particula se
mueve con el fluido, a veces también se habla de adveccién pasiva para enfatizar que dicha
particula es tan sumamente ligera e inerte que lo Gnico que es capaz de hacer es precisamente
seguir al fluido. Asi, ajustard su velocidad de forma instantdnea a la del fluido que la circunda, por
lo que formalmente podremos escribir:

Vparticula = Viuido; (2)

En particular, la propia cinemadtica del fluido es en si misma de tal forma que cada particula de
fluido estd sujeta a adveccion pasiva. La presencia de adveccién en los medios fluidos es muy
dificil de eliminar en el laboratorio, desde gradientes de temperatura hasta pequefias vibraciones
son multiples las causas que originan su presencia lo que la convierte en una gran relevancia tanto
cientifica como prdctica. Uno de esos casos, que es el que nos ocupa en este trabajo, es el de un
medio fluido activo en el que hay presente un campo advectivo. Como veremos, la presencia del
campo advectivo provoca una inestabilidad en el medio activo que como resultado inducira la
formacién de patrones que en algunos casos serdn cualitativamente diferentes a los ya presentes
en el sistema reaccién-difusion.

Figura 1.11: Mezclado de ferroina en una disolucién de glicerol.

Desde un punto de vista matemaético los sistemas reactivos en los que interviene la difusion y la
adveccién se pueden modelar de la siguiente forma
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oc
E-HV' )c:f(c,p)+DAc

en donde al sistema de ecuaciones en derivadas parciales

@ f(c,p)+DAc

or
hemos afiadido un término advectivo en el que V es el campo de velocidades y \/ el operador
gradiente.

Mezclados

Comunmente observamos que cuando una sustancia pasiva es introducida en el interior de un
fluido se produce un efecto de mezclado, ver figura 1.11, que consiste en que dicho pasivo se va
expandiendo por todo el fluido hasta ocuparlo completamente, de forma que con el transcurso
del tiempo se aproximard asintéticamente a una concentracién espacialmente uniforme. Sabemos
que uno de los procesos fundamentales que intervienen en dicho mezclado es la difusién, pero
también sabemos que podemos acelerar dicho proceso si aumentamos la dispersiéon de las
particulas, es decir si agitamos sucede que debido a la colisién de las moléculas presentes en el
medio se provoca que intercambien cantidad de movimiento, causado por un gradiente de las
variables del sistema. En general, dicho proceso serd mucho mds lento que el mezclado debido
a la agitacion, es decir debido a la adveccién en el fluido.

Asipues, el estudio de los procesos de mezclado inducidos por un campo advectivo tienen una gran
importancia parala ingenieria ya que el disefio de utensilios y maquinarias que sirvan para mezclar
de una forma eficiente tiene una gran utilidad préctica en la industria quimica, metaltrgica, y un
largo etc.

Elmecanismo fundamental que subyace a los procesos de mezclado por agitacién se puede reducir
a lo siguiente (Ottino, 1989): El campo advectivo ejerce un proceso mecénico sobre la mancha
inicial de sustancia pasiva que consiste en estirarla y doblarla repetidamente. Por lo tanto cualquier
campo de velocidades presente en el fluido que alterne estos dos mecanismos es de esperar
que acelere el proceso de mezclado que podemos lograr por simple difusién. Sin embargo, se
ha comprobado (Ottino, 1989) que dicho proceso mecénico es alin mas eficiente cuando actia
también a nivel mds molecular, y eso se logra cuando las trayectorias de los elementos de fluido
son cadticas. En este sentido, al estudio del mezclado le ha proporcionado un gran impulso el
desarrollo tedrico que se ha producido a finales del siglo pasado en relaciéon con la llamada
“adveccion caética’.

Adveccion caética

La idea de adveccion cadtica fue formalmente introducida por primera vez por Aref (Aref, 1984)
a mediados de la década de los 80 del siglo pasado. Dicha idea ha sido muy exitosa, como lo
prueba el niimero de veces que su articulo ha sido citado desde entonces. Esencialmente viene
a establecer que no es necesario que el fluido esté en régimen turbulento para que las particulas
advectivas sigan trayectorias cadticas. Concretamente lo que propuso Aref es la existencia de un
subrégimen advectivo dentro del laminar, y por tanto no turbulento, que él denominé “adveccién
cadtica” Uno de los motivos que ha contribuido al enorme nimero de trabajos cientificos que
exploran las implicaciones de dicho régimen advectivo es que, al contrario de lo que sucede con
el caso turbulento, es mucho mas accesible a ser modelado matematicamente, de hecho en tres
dimensiones ni siquiera es necesario que el flujo sea dependiente del tiempo para obtener caos.
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Si el flujo es dependiente del tiempo entonces es posible encontrar caos determinista en dos
dimensiones.

En el caso de los fluidos incompresibles bidimensionales su tratamiento matemadtico se hace mas
accesible al poder tratarse mediante un formalismo Hamiltoniano. Para fijar notacién usaremos

0x Oy
Vparticula = E; E
en donde (x, y) es el vector de posicién de la particula en coordenadas cartesianas; mientras que la
velocidad del fluido la denotaremos por

Vfluido = (u(-xr .V; t); V(-x; J/; t))

Pues bien, de la condicién de incompresibilidad

ou Ov
—+—=0
0x Oy

se deduce que existe una funcién vy, que se suele llamar funcién de flujo, tal que

uo v, 0w
~dy’ ox

Si combinamos dicha ecuacién con la ecuacién (2) obtenemos que

ox_ovoy__ou
ot 94y’ ot  Ox

Es decir, la cinemdtica del movimiento de las particulas pasivas en un flujo incompresible
bidimensional es equivalente a la dindmica de una masa puntual en la formulacién Hamiltoniana.
O sise quiere, en este caso particular el espacio de fases coincide con el espacio de configuraciones,
en donde la funcién de flujo hace el papel de Hamiltoniano. Gracias a esta correspondencia
podemos usar todos los resultados conocidos de la dindmica Hamiltoniana. Por ejemplo, como los
Hamiltonianos unidimensionales y no dependientes del tiempo son integrables, lo mismo sucede
con los flujos incompresibles, bidimensionales y no dependientes del tiempo (estacionarios). Por
la misma analogia concluimos que los flujos no estacionarios, incompresibles y bidimensionales
no son en general integrables.

Asi pues, resulta, que un sencillo campo de velocidades que es totalmente determinista en
la formulacién Euleriana puede producir un comportamiento esencialmente estocdstico en la
dindmica advectiva de un pasivo en la formulacién Lagrangiana.

El otro motivo del profundo éxito de la idea de adveccidon caética es que la posibilidad de que
fluidos incomprensibles y no turbulentos puedan producir caos, tiene profundas implicaciones
practicas y muchas de ellas derivan del hecho de que la presencia de caos determinista acelera
considerablemente los procesos de mezclado. Asi, ya en el trabajo original de Aref se muestran
simulaciones hechas en un flujo bidimensional (concretamente el «blinking vortex») en donde
se observa que la dispersiéon de las particulas discretas durante un periodo de tiempo fijo es
drasticamente mayor en el régimen cadtico que en el régimen integrable o quasi-integrable.
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Figura 1.12: Tubos de ensayo rotados.

Eficiencia del mezclado y exponentes de Lyapunov finitos

Cuando un sistema es meramente difusivo una forma natural de cuantificar la eficiencia de
mezclado es el coeficiente de difusién. Sin embargo, cuando hablamos de un medio advectivo
debemos buscar nuevas formas de determinar dicha eficiencia. Como hemos visto en los
apartados anteriores, cuando un fluido se encuentra en un régimen de adveccién caética, dos
particulas inicialmente préximas aumentan su separaciéon de forma exponencial con el tiempo. Por
ello la forma natural de cuantificar el transporte en dichos regimenes es estudiando la dispersién
relativa de dichas particulas. En la practica existen diferentes formas de cuantificar la eficiencia de
mezclado en tales situaciones. Una de dichas formas estd relacionada con el coeficiente de difusién
y consiste en medir la dispersién de una magnitud escalar pasiva, 8. Dichas medidas involucran la
varianza de la magnitud escalar, (§) en donde los promedios se toman en el espacio y en el tiempo
(Doering y Thiffeault, 2006).

Existen otras formas que no implican la presencia de una magnitud escalar pasiva. De ellas, la mas
sencilla consiste en considerar dos particulas elementales de fluido inicialmente separadas una
distancia d(0) y medir su separacién d(z) después de transcurrido el tiempo 7. Entonces se puede
definir la eficiencia para cierta escala temporal 7 de la siguiente forma:

B d(T)

$=20)

En dicha escala temporal el mezclado sera tanto més eficiente cuanto mayor sea la separacién final
de dos particulas lagrangianas inicialmente préximas, y, por lo tanto, {; aumenta con la eficiencia
del mezclado.

Otras formas mas elaboradas de medir la eficiencia del mezclado involucran los exponentes de
Lyapunov. Asi, si consideremos que dos particulas en un instante de tiempo t poseen posiciones
R(t)y R(?) + (1), respectivamente, donde r(¢) representa la distancia entre ambas, la evolucién en
el tiempo de dicha separacién viene determinada por el campo de velocidades V' de la siguiente
manera

% =V(R@®+r(1),1)-V(R(®),1);(3)

si consideramos tiempos suficientemente pequefios*

nos permite linealizar la ecuacion (3) en un

4Por otra parte, si consideramos tiempos suficientemente grandes la distancia de separacién entre las particulas
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entorno de R(¢). Y como hemos supuesto que el campo advectivo es cadtico la separacion entre
ambas particulas serd exponencial, es decir

r(t) = r0)ett

donde A es el exponente de Lyapunov lagrangiano (Guckenheimer y Holmes, 1990). Dicho
exponente es una excelente medida de la eficiencia de mezclado, ya que nos informa del poder
de dispersion del campo de velocidades. Ahora bien, en la practica no suele ser posible alcanzar
los intervalos de tiempo que justifiquen la aproximacion r(t) = r(0)e*t. Es mas, incluso cuando
se conoce analiticamente el campo de velocidades, no suele ser trivial calcular los exponentes de
Lyapunov por lo que se suele terminar recurriendo a métodos numéricos. Por todo ello, se hace
necesario utilizar magnitudes que no sean asintéticas.

Consideremos la definicién de exponente de Lyapunov:

oo L (D)
lim lim -In|——

n—oor0)—0¢t \r(0)
Existen dos formas de desprendernos de los limites en dichas definiciones. Por una parte podemos
fijar un tiempo suficientemente pequefio, 7, y medir la distancia de separacién entre dos particulas
durante dicho tiempo. Obtenemos asi el llamado exponente de Lyapunov de tiempo finito (Yoden y
Nomura, 1993; Artale et al., 1997; Lapeyre, 2002)

A, = lln(@)
r(0)

cuyo valor serd funcién de la posicion y del tiempo contrariamente a lo que sucede con el
exponente asintético. Sus valores se distribuyen en torno a un valor medio que no es otro que el
exponente de Lyapunov (Boffetta et al., 2002). Dicho valor, al ser distribuido en el tiempo, es capaz
de medir no sélo el grado de eficiencia del mezclado en la escala temporal fijada sino que ademas
arrastra informacion sobre la persistencia de estructuras que controlan el proceso de mezclado.

Por otra parte, cuando r(¢) toma valores finitos, o si se quiere, valores préximos a las longitudes
caracteristicas del sistema, se suelen usar los exponentes de Lyapunov de espacio finito (Aurell et
al., 1996, 1997)

1 r(d)
Ad = ;ll’l(d—o)

donde ¢ es el tiempo necesario para que dos particulas inicialmente separadas una distancia
dp alcancen una separacién umbral d. La magnitud 1; nos informa del grado de crecimiento
(exponencial) de una escala espacial de mezclado dy a otra d. Es decir, nos informa del grado
de crecimiento de la zona de mezclado considerada. Al igual que sucede con los exponentes de
tiempo finito su valor sera funcién tanto de la posicién como del tiempo.

Difusiéon an6mala

Supongamos una “mancha” de una sustancia pasiva, inicialmente de pequeno tamano, inmersa en
un fluido. Intuitivamente entendemos la difusién como el incremento de tamafio que experimenta
dicha mancha en el transcurso del tiempo. Experimentalmente se sabe que en el caso de la difusién
normal o browniana la mancha incrementa su tamafio linealmente con el tiempo. Si tomamos la

generalmente vendrd dada por una ley difusiva (Artale et al., 1997), bien browniana o bien anémala, ver apartado
siguiente.
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varianza de las posiciones de las particulas en el sistema de referencia del centro de masas como
una medida de su tamaiio, entonces se define el coeficiente de difusién como

S2

D=K—

t
donde S? esla varianza de la distribucién de posiciones y K es una constante®. Sin embargo, resulta
conveniente interpretar la difusién mateméticamente. Asi, si R es la variable aleatoria que denota
la posicién de una particula tras 7 saltos estocésticos podemos interpretar el conjunto de puntos de
la mancha como una realizacién de dicha variable aleatoria. Cuando n es suficientemente grande
el Teorema Central del Limite dice que R seguird una ley Gaussiana y nos permite identificar la

varianza muestral con la poblacional de forma que sustituyendo S, por o2 y usando la relacién
2
D=K ST obtenemos

1
0?==Dt.
K
que usando o2(t) = (R%(1)) — (R(1))? y dado que en una distibucién gaussiana la media es nula
(R*(1))y = dDt.

La relacién (R%(t)) = dDt nos dice que la media temporal del desplazamiento cuadratico de
una particula browniana evoluciona linealmente en funcién del tiempo. Esta propiedad, y su
equivalente 02 = I%Dt, se suelen usar tanto de forma experimental, como numérica y tedrica para
determinar si el mecanismo de transporte estudiado es o no browniano.

El desorden afiadido por la dispersién puede tener dos tipos de efectos sobre la difusién. Por una
parte puede que s6lo afecte alos valores de los parametros de transporte tales como la velocidad, la
constante de difusion, etc. Por otra parte, también puede suceder que altere las leyes estocdasticas
que rigen el movimiento aleatorio de la particula. Los mecanismos de transporte en los que los
movimientos se pueden describir mediante un proceso aleatorio e isotrépico, como el caso de la
difusién clasica, pero que violan la ecuacién o2 = I%Dt y en su lugar verifican

(R*(0)yaDt"

con v # 1 se denominan difusién anémala (Montroll y Shlesinger, 1984; Bouchaud y Georges, 1990;
Ben-Avraham y Havlin, 2000), en contraposicién a la difusién normal o browniana. Existen muchos
fen6menos naturales en los que frecuentemente se observan procesos difusivos que se rigen por
una ley como la (R?(t))aDt".

Como fue indicado, cuando el exponente dindmico toma el valor v = 1 estamos en el caso de
difusién browniana o cldsica en el que el movimiento aleatorio del conjunto de las particulas puede
ser modelada por una ley de distribucién de probabilidad Gaussiana. Si el valor del exponente
es v < 1 se dice que el sistema estd en un régimen de subdifusién. Este tipo de difusién ha sido
observado en medios altamente heterogéneos como por ejemplo en el transporte de soluto en
medios porosos (Drazer y Zanette, 1999) o en el movimiento de las proteinas en el nticleo celular
(Wachsmuth et al., 2000). Finalmente, cuando los valores del exponente son v > 1 decimos que
el medio estd en un régimen de superdifusién. Se ha encontrado superdifusién por ejemplo en la
migracién celular (Thurner et al., 2003), el movimiento de particulas inertes en flujos turbulentos
(Richardson, 1926; Shlesinger et al., 1987), disoluciones micelares (Ott et al., 1990), cristales
porosos (Stapfetal., 1995), refrigeramiento por laser (Bardou et al., 2002) y flujos caéticos (Solomon
et al., 1993; Paoletti et al., 2006).

5Dicha constante es igual a 1/2d.
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Al igual que sucede con la difusién browniana la difusién anémala puede ser interpretada en
términos de paseos aleatorios. Dichos paseos aleatorios cuando el medio es superdifusivo reciben
el nombre de vuelos de Lévy (Hughes et al., 1981; Shlesinger et al., 1993) en honor del matemaético
Paul Lévy que fue el primero en estudiarlos por la década de los afios 30 del siglo XX. Una de sus
caracteristicas fisicas mds importantes es que las particulas elementales que siguen un régimen
superdifusivo, junto con periodos de relativo estancamiento, de forma aleatoria experimentan
saltos entre partes muy alejadas del sistema, los vuelos de Lévy.

Matemadticamente, los vuelos de Lévy se caracterizan porque la varianza (o momentos de segundo
orden) de las variables aleatorias que dan la distancia recorrida en cada salto, /, por la particula
estocastica diverge (Bouchaud y Georges, 1990; Shlesinger et al., 1993). En este caso, el Teorema
Central del Limite ya no es aplicable. Las leyes probabilisticas estudiadas por Lévy son de la forma:

py=17#

con 2 < i1 < 3, que poseen media finita pero para las que los momentos de segundo orden

+00

(12 = f 2p(di

son divergentes. En este caso la varianza de la distancia recorrida, o> = (R?(t)), crece de forma no
lineal, concretamente siguiendo la ecuacién (R%(t))aDt conl<v<2lo que se corresponde con
el régimen superdifusivo

Finalmente indicar que cuando se asume que la velocidad de cada salto es constante los trabajos de
Klafter et al. (1987); Wang (1992); Geisel et al. (1985) muestran que la relacién entre los exponente
de la difusién anémala y la distribucién de Lévy es de la forma

v=4-u.

1.6. Entropia

Segtin la Segunda Ley de la Termodindmica, en un Sistema Aislado, la entropia del Sistema crece a
lo largo de su evolucion con el fin de encontrar el equilibrio termodindmico.

Recordemos que la Entropia (S) es una medida del desorden. Es por tanto cuando el desorden
es maximo, cuando se alcanza el equilibrio termodindmico. Boltzman introdujo el concepto de
Entropia en relacién con el del nimero de estados mediante su férmula:

S =KIn(w)

donde K es la constante de Boltzman y w es el nimero de microestados posibles, es decir, cada
uno de los estados de las particulas que constituyen el sistema. Se observa que el numero de
microestados y por tanto el desorden, aumenta con la entropia.

Los Sistemas Complejos tratan con sistemas con un gran nimero de elementos, todos ellos
interactuando entre si, de forma que es posible aplicar las leyes de la fisica estadistica. Estudiando
los Procesos Biol6gicos vemos que presentan dos importantes propiedades: Por un lado involucran
aun gran numero de elementos que interactiian unos con otros, y tienen por consiguiente muchos
grados de libertad. Por otra parte, como se vera posteriormente, son Sistemas Fuera del Equilibrio
Termodindmico. Parecen pues, adecuados para ser tratados dentro de los modelos de los sistemas
complejos.
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Una de las preguntas que més interés ha despertado en la Biologia, es sin duda: ;Cémo es posible
que las células, partiendo de un material genético comiin, se agrupen ordenadamente para formar
los distintos 6rganos?

Ademads, si se forma orden a partir de homogeneidades, ;contradice entonces la formacion de
6rganos durante el desarrollo embrionario la segunda ley de la Termodindmica?

1.6.1. Elalcance de la termodindmicay sus enfoques.

La termodindmica es quiza el campo mas fundamental y exacto de la fisica y proporciona uno
de los métodos mdés generales para analizar los fenémenos fisicos y quimicos. Es una ciencia
estadistica y la exactitud de sus predicciones aumenta con el tamafio del sistema material de
estudio. Por otra parte, trata con propiedades relativamente groseras o macroscopicas de la
materia, tales como presion, temperatura, volumen y composiciéon quimica, propiedades que se
miden facilmente con métodos sencillos. El andlisis termodindmico de los procesos quimicos no
requiere de conocimiento detallado de la teorfa atémica o de los mecanismos de reacciones; de
hecho, es independiente de cualquier concepcién que podamos tener acerca de la estructura de la
materia.

;De qué modo procede, exactamente, la ciencia de la termodindmica para analizar intercambios
de energia? En primer lugar, debemos especificar la porciéon de materia en la cual deseamos
estudiar los cambios de energia experimentados durante algiin proceso quimico o fisico. Esta
porcion de materia recibe el nombre de sistema; el resto de la materia del universo se llama medio.
Posteriormente, se debe especificar el contenido total de energia del sistema de que el proceso
tenga lugar, es decir, en el estado inicial, y después de que se haya realizado, es decir, en el estado
final. A medida que el sistema evoluciona desde su estado inicial hasta su estado de equilibrio,
puede absorber energia del medio o cedérsela. La variacién en el contenido de energia del sistema
originada cuando pasa de un estado a otro, estd contrarrestada por un cambio de sentido contrario
en el contenido de energia medio. El estado de equilibrio es aquel en que ya no se produce
ningin cambio ulterior, en el interior del sistema, o entre el sistema y el medio. En el equilibrio,
la temperatura y la presién son uniformes en todo el sistema, y ya no operan en él fuerzas sin
equilibrar.

Acabamos de decir que se debe especificar el contenido de energia de los estados inicial y final del
sistema en estudio. Sin embargo, en la préctica, medir con exactitud el contenido total del sistema
dado constituye una tarea formidable y frecuentemente imposible. Pero muchas veces se puede
medir con facilidad la diferencia en el contenido de energia entre el estado inicial y el estado de
equilibrio del sistema; esto es, la cantidad de energia intercambiada entre sistema y medio durante
el proceso. Si conocemos la cantidad y la clase de energia que un sistema dado intercambia con
el medio cuando evoluciona desde el estado inicial al estado de equilibrio, tendremos bastante
informacion para llevar a cabo el anélisis termodindmico de un proceso.

Las leyes de la termodindmica son independientes del tiempo que un sistema requiere para pasar
de su estado inicial a su estado final. De este modo, no importa que un proceso quimico o fisico
necesite segundos o siglos para alcanzar el equilibrio. Por otra parte, la termodindmica no se
interesa por el camino o mecanismo seguido por los cambios fisicos o quimicos. Solamente tiene
en cuenta la diferencia de energia entre el estado inicial y el final del sistema, independientemente
de cémo ha tenido lugar la transicion. Como corolario directo se deduce que los cambios de
energia que tienen lugar en cada uno de los paso intermedios de cualquier proceso quimico o fisico
son completamente aditivos. Su suma algebraica es exactamente igual al incremento de energia del
proceso global, independientemente de la naturaleza o el nimero de pasos que integran el camino
seguido.
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Cuando el termodindmico estudia los cambios de energia durante un proceso, procura reducir
al minimo el nimero de variables que afectan al sistema, tales como la presién, el volumen
o la temperatura. Por ejemplo, si la temperatura de un sistema se mantiene constante, resulta
facil especificar con exactitud las variaciones de energia inherentes al proceso. En las reacciones
bioquimicas simples que queremos estudiar, podemos lograr simplificaciones muy grandes,
puesto que las reacciones bioldgicas generalmente tienen lugar en soluciones acuosas diluidas
que estan en equilibrio con la atmosfera, condiciones en las que no solamente una, sino tres de
las variables mds importantes, temperatura, presiéon y volumen permanecen constantes. Por esta
razén no necesitamos interesarnos en gran parte del formalismo termodindmico que trata de los
gases, de los cambios de presién volumen y de las transiciones entre los diferentes estados de la
materia.

1.6.2. Laprimeraley de la termodindmica.

Todos los sucesos del mundo fisico se ajustan y estdn determinados por los dos principios
fundamentales de la termodindmica, conocidos como primera ley y la segunda ley.

La primera ley, enunciada por Robert Mayer en 1841, es el principio de la conservaciéon de la
energia: la energia no puede ser creada ni destruida. Asi, en cualquier momento fisico o quimico la
energia total del sistema mads el medio, es decir, la energia total del universo, permanece constante.

Sabemos que las diferentes formas de energia pueden convertirse, asi la energia térmica del
vapor puede ser transformada en energia mecdnica mediante una médquina de vapor. La energia
mecdnica puede ser convertida en energia eléctrica mediante un generador y la energia eléctrica a
su vez transformada en energia quimica, como sucede cuando se carga una bateria. La primera ley
de la termodindmica impone solamente una limitacién sobre estos intercambios de energia: que
la energia total del sistema mads la del medio debe permanecer constante.

La primera ley implica también una correspondencia cuantitativa entre las diferentes clases de
energia. Tales equivalencias cuantitativas de energia han sido establecidas a partir de muchas
medidas fisicas. La existencia de tales equivalencias entre las diferentes formas de energia parece
implicar que son facil y completamente interconvertibles; sin embargo, no siempre sucede asi.

Debido a que el calor es la forma mds familiar de energia ya que es facilmente medible, la mayor
parte de las primeras investigaciones sobre la equivalencia de las diferentes formas de energia
y sobre los intercambios de energia que tienen lugar en los procesos fisicos y quimicos, fueron
evaluadas sobre la base de los cambios de calor. Por esta razén histérica, ala ciencia que trata de los
intercambios de energia se le llamo termodindmica. Pero esta ciencia realmente tratay es aplicable
a los intercambios de todos los tipos de energia; de este modo, podria llamarse exactamente
energética.

1.6.3. Laentropiay segunda ley.

La primera ley nos dice que la energia se conserva; todo cambio fisico y quimico debe satisfacer
este principio. Sin embargo, existe otro aspecto fundamental de los intercambios de energia, no
explicado por la primera ley. Un ejemplo sencillo servird para ilustrar el problema con la figura
siguiente.

Supongamos que se colocan juntos dos bloques de cobre, uno caliente y otro frio, los encerramos
en un recipiente aislado, y dejamos que se alcance un equilibrio entre ambos. La temperatura
del bloque caliente descenderd y la del bloque frio aumentara hasta que ambos alcancen
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una temperatura intermedia de equilibrio, que serd uniforme a lo largo de ambos bloques. El
flujo de calor y por lo tanto de energia desde el bloque caliente al frio es espontaneo. Sin
embargo, si introducimos dos bloques idénticos de cobre, ambos a la misma temperatura en el
recipiente aislado, sabemos que permanecerdn a la misma temperatura. Nunca esperariamos que
la temperatura de un bloque aumente espontdneamente y que la del otro descienda. Sin embargo,
aunque esto sucediera, no se violaria la primera ley, porque la energia perdida por un bloque podria
ser ganada por el otro; la energia total de los dos bloques permaneceria constante.

Bloques de cobre

—

El calor fluye desde el cuerpo caliente al frio

Origicio

D S

Las moléculas de gas fluyen desde una zona de
presidén elevada a una zona de presidén baja.

Membrana permeable al soluto

/

g

Las moléculas de soluto fluyen de una zona de concentracién
elevada a una zona de concentracién baja.

Figura 1d: Aumento de entropia o dispersién en algunos sistemas fisicos. Tales flujos nunca
cambian de sentido espontdneamente.

Es bastante evidente después de considera este ejemplo que los cambios fisicos o quimicos
espontaneos tienen un sentido que no puede ser explicado por la primera ley. Hemos visto que
todos los procesos tienden hacia un equilibrio, en el que la temperatura, la presiéon y todas
las demds propiedades medibles se han hecho uniformes en todo el sistema y en el medio.
Sin embargo, una vez que un proceso ha alcanzado tal equilibrio no volvera espontdneamente
al estado inicial. Cuando los bloques de cobre caliente y frio de nuestro ejemplo alcanzan
exactamente la misma temperatura, toda la energia térmica originalmente contenida en los dos
bloques se encuentra uniformemente distribuida en ambos. La energia se ha dispersado al maximo
y nunca por si misma volverd a tener su forma inicial.

La segunda ley nos proporciona un criterio para predecir el sentido de cualquier proceso. En
primer lugar reconoce un estado o condicién de la materia y de la energia llamado entropia que
de un modo sencillo puede definirse como dispersiéon o desorden. Establece entonces que los
procesos fisicos y quimicos se desarrollan en el sentido en que la dispersion o del universo (el
sistema mdés el medio) aumente lo més posible; en este punto tiene lugar el equilibrio. La segunda
ley afirma que ningin proceso puede de modo que la entropia disminuya. Los procesos que
implican aumento de entropia son, de este modo irreversibles; nunca volverdan espontdneamente



38 1.6. ENTROPIA

a su estado inicial. Desde el punto de vista tedrico, la entropia del universo puede permanecer
constante durante un proceso, y cuando esto sucede se dice que el proceso es reversible. A
pesar de que se puede distinguir asi entre procesos irreversibles y reversibles, debemos afiadir a
continuacioén que los proceso completamente reversibles, en los cuales la entropia del universo
permanece constante, son hipotéticos; no existe constancia de ellos en nuestro mundo fisico real.
;Por qué es esto asi? Los procesos reales son irreversibles porque una forma de energia no puede
ser cuantitativamente convertida en otra sin que produzca alguna pérdida de energia en una forma
dispersada o disipada. Por ejemplo, la energia mecdnica aplicada a un generador eléctrico no
se convierte completamente en energia eléctrica debido a la perdida de energia por rozamiento.
Dicha energia se disipa en forma de calor en el medio, en el cual se dispersa. De este modo deja de
ser aprovechable para realizar el trabajo. Toda la materia y la energia del universo experimenta una
constante dispersion. El destino final del universo, es alcanzar un estado de completa dispersion y
desorden, el cual se hallamado condena entrépica.

Si la entropia es dispersion o desorden, lo opuesto es el orden. Podemos proseguir ahora y
establecer una relacion a la que algunas veces se llama tercera ley de la termodindmica: la entropia
de un cristal perfecto de cualquier elemento o compuesto en el cero absoluto de temperatura,
es cero. Debido a que no existe ningiin movimiento térmico en el cero absoluto, los d&tomos de
un cristal perfecto estarian entonces en un orden absolutamente perfecto. Cualquier otro estado
menos ordenado que tal cristal tiene una cantidad finita de entropia o dispersion.

La entropia se expresa en término de unidades de entropia, que tiene las dimensiones de calorias
por mol por grado. A una temperatura dada, los sélidos tienen una entropia relativamente baja,
los liquidos una cantidad intermedia y los gases la entropia mas alta; el estado gaseoso es el mas
desordenadoy cadtico de la materia. Ademds, un gas a una temperatura elevada tiene més entropia
que a temperatura baja, por causa del mayor movimiento térmico de sus moléculas. Por esta razén,
cuando queramos especificar los cambios de entropia, debe darse la temperatura a la que tiene
lugar dichos cambios.

1.6.4. Energialibre.

Acabamos de ver que la energia directriz de un proceso fisico o quimico es la tendencia que
tiene el sistema a buscar aquel estado en el cual la entropia del universo se hace maxima.
Pero la entropia o los cambios de entropia no siempre se miden o calculan con facilidad. Sin
embargo, bajo condiciones espaciales, la variacion de entropia que se produce en un proceso esta
cuantitativamente relacionado con el incremento de energia interna del sistema mediante una
tercera funcién llamada energia libre. Esta relacién es importante en energética bioquimica porque
los cambios en energia libre se miden con facilidad y pueden ser utilizados para predecir el sentido
y el estado de equilibrio de las reacciones quimicas.

La entropia y la energia libre estdn relacionadas mediante la ecuacién que combina las leyes
primera y segunda,
G=H-TS

en la que la G es la energia libre de Willard Gibss, el te6rico americano que desarrollo por primera
vez esta relacion, T es la temperatura absoluta y H y S son, respectivamente, la entalpia y la
entropia del sistema. Dicha ecuacion se convierte en

AG=AH-TAS=AE+PAV -TAS

aplicable a cualquier proceso que el sistema lleve a cabo a temperatura (7) y presién (P)
constantes. Si, ademds, el proceso transcurre a volumen constante, al ser PAV = 0, se cumple que la
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variacion de entalpia es igual al incremento de la energia interna (A H = AE) y la ecuacién anterior
se convierte en

AG=AE-TAS

debido a que esta ecuacién se cumple para las condiciones en las cuales tienen lugar las
reacciones celulares, es decir, a temperatura, presién y volumen constante, constituye una relacién
importante y fundamental en energia bioquimica. Si reagrupamos ahora esta ecuacién en la forma

AE=AG+TAS

Vemos que la variacion de energia interna del sistema (AE) es igual a la suma algebraica del
termino AG, siempre negativo en cualquier proceso real, y el termino TAS, positivo, nulo o
negativo. Podemos, ahora, definir AG, para los sistemas celulares que sufren transformaciones a
temperatura, presion y volumen constantes, como aquella fraccién de la variaciéon de la energia
interna que es utilizable para producir trabajo a medida que dichos sistemas evolucionan hacia
el equilibrio. (En estas condiciones no existe trabajo de expansion por ser AV = 0 y todo el
trabajo producido es trabajo ttil desde el punto de vista termodindmico y biolégico.) Por otra
parte, mientras que la entropia del sistema mds la del medio (en el universo) evoluciona hacia un
maximo cuando un proceso se dirige hacia el equilibrio la energia libre del sistema camina hacia
un minimo.

Con la ayuda de la figura 1e podemos resumir ahora las relaciones de las leyes primera y segunda
cuando se aplican a sistemas que evolucionan a temperatura y presién constantes. En primer lugar,
vemos que la energia interna del sistema mds la del medio permanece siempre constante; sin
embargo, la energia interna del sistema puede aumentar, disminuir o permanecer constante. En
segundo lugar, la entropia del sistema mads el medio siempre aumenta hasta un méaximo durante
un proceso real. En tercer lugar, la energia del sistema disminuye hasta un minimo.

Todas estas relaciones se cumplen también en los proceso en que, ademds, el volumen es también
constante. Debido a que la mayor parte de las reacciones de interés bioldgico transcurra a
temperatura, presion y volumen constantes, y puesto que las variaciones de energia libre se miden
con facilidad, el sentido de las reacciones bioquimicas, asi como su punto de equilibrio, se predicen
normalmente a partir de sus cambios de energia libre en lugar de hacerse a partir de sus variaciones
de entropia.

Podemos sefialar, como digresion importante, que la entropia del sistema no aumenta
necesariamente durante un proceso: puede aumentar, disminuir, o permanecer constante. Sin
embargo, la segunda ley dice que la entropia del universo debe aumentar. Por consiguiente, si
la entropia del sistema aislado disminuyera en un proceso dado, la entropia del medio deberia
aumentaren una cantidad tal que la suma del incremento de entropia del sistema mas el
correspondiente al medio fuera mayor que cero. Este es un punto extremadamente importante en
lo que se refiere a los sistemas biol6gicos. Cuando los organismos vivos se desarrollan disminuyen
evidentemente su entropia, por causa de la naturaleza altamente estructurada de materia viva.
Pero este descenso de entropia solo puede producirse con la condicién de que la entropia del
medio ambiente aumente. Dicho de otro modo, los organismos vivos crean su propio orden
interno a expensas del orden del medio, el cual se degrada.
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El medio
La entropia puede aumentar, permanecer constante, o disminuir.

El sistema
La energia disminuye siempre

La entropia puede aumentar, permanecer
constante o disminuir.

Puede haber intercambio de calor
entre el sistema y el medio

Universo = Sistema + medio
Primera ley: la energia total del universo permanece constante

Segunda ley: la entropia del universo aumenta siempre

Figura le: Relaciones entre los cambios de entropia y energia libre en el sistema y el medio en
procesos que tienen lugar a presién y temperaturas constantes.

1.7. Fision-fusion y su relacién con la reaccion-difusion.

Los sistemas de reaccién difusién se encuentran relacionados con un sistema denominado fisién
fusion. Este sistema implicito en los mecanismos internos de diversos procesos bioquimicos,
implica una de las maravillas biolégicas de la historia de la vida en el planeta tierra y en los hechos
comunes del universo. La fisién fusion es la responsable de la creacién de las especies y mas
espectacular aun es la originaria de la evolucién de estas.

La universalidad de la molécula portadora de la informaciéon genética hace que el DNA
sea un cardcter muy apropiado para el estudio comparativo y filogenético de las especies.
Morfolégicamente no es posible comparar una bacteria con un hombre, sin embargo si que es
posible establecer una comparacién con moléculas de DNA de ambos organismos, ya que estdn
formadas por el mismo lenguaje de bases. Con datos de secuencias podemos comparar cualesquier
grupo de organismos, por distantes que sean. Los datos moleculares tienen otras propiedades
adicionales que todas juntas los convierten en el cardcter ideal de estudios filogenéticos. Muchos
trabajos obtienen y analizan las secuencias de genes y proteinas de diferentes especies para
resolver cuestiones todavia dudosas de relaciones entre organismos. Los datos moleculares han
demostrado que nuestra especie estd mucho mads cerca del chimpancé y el gorila de lo que
creiamos.

El empalme entre el proceso de fisién y el de fusién se da simultdneamente a través del espacio y
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del tiempo, una de estas consecuencias es el fenomenal proceso de evolucién. Como es de saber
la evolucion se dio gracias a cambios internos en los organismos originados por la necesidad de
adaptarse a cierto ambiente o para superar una necesidad, y las especies con mayor adaptacion se
difundieron genéticamente hasta llegar a estados de evolucién increibles (propagacion genética) y
a ocupar o dispersarse en el espacio.

1.7.1. Enlos organismos

Desde el mismo momento de la fecundacién de cada ser, este viene con un c6digo genético escrito,
el cual instruye a cada célula para formar tejidos, 6rganosy finalmente sistemas (respiratorio, renal,
digestivo, 6seo, etc.).

La fisién se da en el momento en que se divide la célula cargada con la informacién genética que
proporciona una clase de energia para la evolucién de las especies. Y la fusién se presenta en los
cambios internos dentro de la estructura genética debido alteraciones implicadas por factores
externos (ambiente) o internos (organismos). Por ejemplo el cruce de dos especies de guisantes
hecha por Gregorio Mendel en el siglo XIX.

1.7.2. Arbol filogenético Universal

El anélisis molecular de secuencias también nos ha ensefiado que hay una divisién en la raiz misma
del arbol de la vida que es mas fundamental que la divisién de 5 reinos que se ensefia normalmente.
En lugar de los dos tipos celulares can6nicos, los procariotas y eucariotas, hay tres tipos principales
de células, las arqueobacterias, las eubacterias y los eucariotas. Este nuevo arbol recibe el nombre
de arbol filogenético universal.

Figura 1.13: Arbol filogenético universal.

1.7.3. Laevidencia de la evolucion

La evolucion que se da en una escala reducida, en el interior de una especie y en el intervalo de
unas pocas generaciones, se denomina microevolucién. La macroevolucion es la evolucién a gran
escala, y abarca periodos considerables de tiempo, y grandes procesos de transformacion; en el
caso mds extremo comprenderia toda la evolucién de la vida. Se pueden efectuar experimentos
y/o observaciones de poblaciones de especies actuales a pequefna escala y obtener evidencia
directa de evolucién. Hay muchos ejemplos en los que se detecta la evolucion en accion. La
seleccion artificial efectuada por el hombre en el perro o el caballo son también claros ejemplos
que muestran el potencial de modificacién de una especie. Por su propia dimensién temporal,
no podemos demostrar la macroevolucién directamente, exceptuando los casos de creacién de
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Figura 1.14: Las diferentes razas de perro que el hombre ha obtenido por seleccién artificial ilustran el
potencial de cambio que tienen las especies.

nuevas especies de plantas mediante cruzamiento de especies distintas por el hombre. Aunque la
evidencia evolutiva que suministra el registro f6sil, la biologia comparada, y la biologia molecular
es indirecta, no por ello es menos concluyente a la hora de demostrar la comunidad de origen de
todos los organismos.

1.8. Formacién de patrones biol6gicos: sistemas de
Reacci6én-Difusion

Basta observar a nuestro alrededor para encontrar fenémenos naturales que exhiben multitud
de estructuras que forman patrones regulares. Las bandas en las dunas del desierto, las franjas
de algunos peces, la piel moteada o con rayas de algunos mamiferos, los ojos reticulados de
algunos insectos, son algunos ejemplos en los que la naturaleza busca un orden extremo de gran
complejidad. La naturaleza de estos patrones puede ser de naturaleza exogena, como ocurre en
los casos inanimados, o endégena, en los organismos vivos, en los que se forman estructuras auto-
organizadas. Nos surge entonces la siguiente pregunta: ;Obedece la formacion de estas estructuras
a alguna ley de naturaleza en comtn?

1.8.1. Seres vivosy el segundo principio de la termodindmica

Segtin la Segunda Ley de la Termodindmica, en un Sistema Aislado, la entropia del Sistema crece
alo largo de su evolucidn con el fin de encontrar el equilibrio termodindmico. Recordemos que la
Entropia (S) es una medida del desorden. Es por tanto cuando el desorden es méaximo cuando se
alcanza el equilibrio termodindmico. Boltzman introdujo el concepto de Entropia en relacién con
el del nimero de estados mediante su férmula:

S=KInQ

donde K es la constante de Boltzman y Q es el nimero de microestados posibles, es decir, cada
uno de los estados de las particulas que constituyen el sistema. Se observa que el numero de
microestados y por tanto el desorden, aumenta con la entropia

Los Sistemas Complejos tratan con sistemas con un gran nimero de elementos, todos ellos
interactuando entre si, de forma que es posible aplicar las leyes de la fisica estadistica. Estudiando
los Procesos Biol6gicos vemos que presentan dos importantes propiedades: Por un lado involucran
aun gran namero de elementos que interactian unos con otros, y tienen por consiguiente muchos
grados de libertad. Por otra parte, como se vera posteriormente, son Sistemas Fuera del Equilibrio
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Termodindmico. Parecen pues, adecuados para ser tratados dentro de los modelos de los sistemas
complejos.

Una de las preguntas que més interés ha despertado en la Biologia, es sin duda: ;C6mo es posible
que las células, partiendo de un material genético comiin, se agrupen ordenadamente para formar
los distintos 6rganos? Ademds, si se forma orden a partir de homogeneidades, ;contradice entonces
la formacién de 6rganos durante el desarrollo embrionario la segunda ley de la Termodindmica?
Expondremos en los siguientes parrafos las teorias mas relevantes expuestas hasta la fecha que
tratan de explicar estas cuestiones.

1.8.2. Alan M. Turingy la teoria de la morfogénesis.

La morfogénesis (del griego morphé, forma, y génesis, creacidon) es el proceso por el cual se
van desarrollando en un embrién los 6rganos diferenciados de un adulto a partir de estructuras
indiferenciadas. Es junto con el control del crecimiento celular y de la diferenciacion celular, uno
de los aspectos fundamentales de la biologia del desarrollo. La morfogénesis incluye la forma de
los tejidos, de los 6rganos y de los organismos completos.

El britdnico matemético, Alan M. Turing, conocido como el Padre de la Computacion, contribuy6
también de manera definitiva en el campo de la Biologia Matematica. Su articulo publicado en
1952, The Chemical Basis of the Morphogenesis es uno de los articulos cientificos cldsicos referentes
del siglo XX.

En el articulo, Turing, plante6 un modelo matemadtico, mediante el cual un sistema de sustancias
Reaccionando y Difundiéndose a través de los tejidos era capaz de explicar la morfogénesis. Segiin
sus palabras, El propdsito del articulo es discutir un posible mecanismo por el cual los genes de un
zigoto pueden determinar la estructura anatémica del organismo resultante. La teoria no asume
nuevas hipétesis, solamente sugiere que ciertas leyes fisicas bien conocidas son suficientes para dar
cuenta de muchos de los hechos del proceso

Concretamente, Turing sugirié que un sistema de sustancias quimicas, que el llamé6 morfégenos,
a los que no di6 ningtn significado biolégico concreto, pudiendo ser genes unas veces, otras veces
hormonas, otras los pigmentos de la piel, etc., mediante reacciones y difusiones a través de la masa
del tejido, formaria la base fundamental para la explicacion de la morfogénesis.

Este proceso debia seguir por una parte las leyes ordinarias de la difusion, y por tanto cada
morfégeno se moveria de la regiéon de mayor concentracién a la de menor concentracién,
respetando asi la ley de conservacién de la materia.

Y por otra parte, debido al término de reaccién, debia obedecer la ley de accién de masas, de forma
quelavelocidad ala que lareaccién tiene lugar es proporcional a la concentracion de las sustancias
reactivas.

En origen partirdn de estructuras bastantes homogéneas, pero debido a una inestabilidad del
equilibrio producido por perturbaciones aleatorias, como ruido o movimiento Browniano, se
desarrollardn en patrones espaciales.

Asi, tomando el caso simple de dos tipos de morfégenos, X e Y plante6 el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

dx,
= [ Y u(Xr +1-2X; + X7 = 1)

dy,
Fri gX, Y )+v(¥Yr+1-2Y,+Yr-1)
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(r=1,..,N)

Donde, la parte reactiva viene dada por f(X;,Y;) v g(X;, Y;), siendo ademds X;, Y;, las
concentraciones de los reactivos de cada morfégeno, que se suponen constantes en el tiempo.

Lo sorprendente del modelo es que tanto los procesos de Difusién como los de Reaccion, tomados
independientemente son homogeneizadores, pero considerdndolos juntos y bajo determinadas
circunstancias podian generar patrones estables

El término de difusién viene dado por el segundo término, siendo uy v los coeficientes de difusion,
para el morfégeno X e Y respectivamente.

Sin entrar en detalles matematicos, Turing resolvié las ecuaciones para una disposicién ideal de
células alineadas y dispuestas en forma de anillo, donde cada célula podia interactuar con sus
vecinas, de forma que los morfégenos se difundieran por los poros de cada célula. Supuso para la
resolucion, que el sistema no se encontraba muy lejos del equilibrio termodindmico, de forma que
las ecuaciones pudieran ser linealizadas.

Tomando a los genes como elementos puramente cataliticos para la reaccién de los morfégenos,
y considerando distintas velocidades de difusion para cada sustancia, obtuvo que las soluciones
podian ser de dos tipos, dependiendo de la naturaleza real o imaginaria de las raices: Patrén de
ondas estacionarias o Patrén de ondas viajeras.

Por tanto, los morfégenos reaccionando y difundiéndose uno més rdpido que el otro, eran capaces
de formar patrones espaciales.

Dibujando el resultado obtenido en una dimension, se aprecian tras desestabilizar el sistema
mediante una pequefia perturbacion, picos y valles que dependen de la concentracién de cada
morfégeno.

En dos dimensiones, aparecerdn ahora puntos donde antes habia valles. La forma de los puntos
puede ser variada en funcion de la concentracion de los morfégenos. Incluso usando apropiados
valores semilla, se pueden conseguir patrones a bandas.

El modelo de Turing estaba planteado para disposiciones geométricas y condiciones iniciales muy
concretas, que parecia improbable que ocurrieran de forma natural. Es por ello que, en principio,
se hacia dudoso su validez para generalizarse a la mayoria de procesos bioldgicos. El salto de
un estado de equilibrio estable y homogéneo a uno no homogéneo se debia a una pérdida de la
simetria espacial, de forma aislada al resto del organismo.

Es por ello que el trabajo de Turing, desde el campo de la biologia, se viera con un gran escepticismo
y pasase desapercibido durante mucho tiempo.

1.8.3. Pringogine, y las estructuras disipativas

Audn quedaba la contradiccion de la segunda ley de la termodindmica. Pringogine propone las
estructuras disipativas que constituyen la aparicion de estructuras coherentes, auto-organizadas
en sistemas alejados del equilibrio. Por su trabajo Ilya Prigogine, recibié el Premio Nobel de
Quimica en 1977.

El término estructura disipativabusca representar la asociacion de las ideas de orden y disipaciéon.
Por tanto los Sistemas Biol6gicos, son sistemas abiertos fuera del equilibrio termodindmico,
mantenidos asi con un aporte continuo de energia. Por tanto no contradicen ninguna ley
termodindmica. Si el aporte de energia cesa, es entonces cuando el orden desaparece.
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1.8.4. Evidencia experimental del modelo de Turing: Reacciones quimicas oscilantes
BZ.

Sin duda, uno de los experimentos que relanzé las ideas de Turing fueron las reacciones de
Belousov.

Figura 1.15: Reaccién Belousov-Zhabotinski mostrando las espirales que se forman cuando la reaccién se
desarrolla en una capa de liquido de pocos milimetros. Las fotografias de arriba abajo se toman en intervalos
de unos pocos segundos. Las imdgenes de la derecha corresponden a una composicién menos acida. A estos
patrones se les denomina Ondas Quimicas en Reaccién BZ.

Boris Belousov, en 1958, encontré que al disolver en agua &cido citrico y 4cido mal6nico con
bromato potdsico y una sal de cerio, el color de la mezcla cambiaba periédicamente de incoloro a
amarillo pdlido. Sin embargo no fue capaz de explicar de una manera convincente sus resultados
a la sociedad cientifica, y sus trabajos no fueron aceptados totalmente.

El nuevo hecho fundamental es que la disipacion de energia y de materia, que suele asociarse a
la nocion de pérdiday evolucion hacia el desorden, se convierte, lejos del equilibrio, en fuente de
orden

Hubo que esperar a que Zhabotinsky, modificando sutilmente los reactivos, realizara un estudio
sistematico de la reaccidon oscilante, denominindola Reaccién BZ.

Zhabotinsky encontré que al dejar en reposo una disolucion de BZ, aparecen estructuras
periodicas en forma de ondas viajeras que se propagan por la superficie. Sus experimentos
demostraron las ideas de Turing, de forma que los procesos de Reaccidn-Difusiéon dejasen de verse
como puros formulismos matemadticos.

1.8.5. KochyMeinhardt

Turing habia planteado su modelo de Reaccién-Difusiéon para que fuera aplicado a la Biologia. Sin
embargo en su articulo, el modelo es discutido desde una perspectiva mucho mds quimica. Koch
y Meinhardt, plantearon sus propios modelos de reaccién difusién con aplicacién directa a los
sistemas biolégicos. En sus modelos, los conceptos de Auto- catdlisis local y la Inhibicién de largo
alcance juegan un papel fundamental.

La Auto-catdlisis es esencial para amplificar las pequefias irregularidades, pero por si sola, no es
suficiente para generar patrones estables. La realimentacién positiva, de una sustancia activadora,
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produciria la activacién global de toda la zona. Asi la auto-catdlisis debe ser contrarrestada por una
rapida inhibicion.

Acoplando de forma jerdrquica los modelos bdsicos propuestos por Gierer y Meinhardt, de
ACTIVADOR - INHIBIDOR, ACTIVADOR SUSTRATO e INTERRUPTORES BIOQUIMICOS, Koch
Meinhardt, son capaces de modelar comportamientos de complejidad elevadisima, tales como la
formacién de las células fotorreceptoras en los ojos de la mosca Drosophila, y el posicionamiento
de las hojas en los brotes axilares durante el crecimiento de una planta.

Los procesos No Lineales de Reaccién-Difusion son los responsables de la formacién de las
estructuras biolégicas.

Los autores alemanes, reproducen con modelos sencillos, desde la formacién de manchas en la
piel de los animales, la formacion de venas en las alas de la libélula, la regeneracién de 6rganos en
las hidras de agua dulce e incluso las malformaciones producidas durante el estado embrionario.

Veamos a continuacién uno de los modelos bdsicos de Activador, a, e Inhibidor de difusién rdpida
h, planteado mediante el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:
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El modelo muestra el cambio de la concentracién del activador y del inhibidor por unidad de
tiempo, y cuya velocidad de produccién del activador, depende de forma no lineal del término

antagoénico (p,a®/h).
Por otra parte, el término auto-catalitico es debido a la funcién creciente: a?/(1 + k,a?).

Ademas, A es el operador de Laplace (A = 0%/0x%+0%10 yz), D,y Dy, son las constantes de difusion,
Ua » Up las velocidades de supresion, p, , pj, los coeficientes de reaccion cruzada, o, , o, son los
términos de produccién bdsicos, y por tltimo k, es una constante de saturacion.

La inhibicién lateral de a por h, requiere que el antagonista & se difunda mas rdpido que el auto
catalitico Dy, > D, y ademas el inhibidor debe adaptarse rdpidamente a cualquier cambio del
activador, uj > lg.

El término de saturacion k,, aunque no es fundamental para la formacién del patrén, silo es para el
aspecto final. Sin saturacién, se obtendria un arreglo de picos irregulares, en los que las distancias
entre maximos y minimos se mantienen. Sin embargo si satura, llega un momento en que los picos
no pueden crecer mds, y por tanto se extenderd espacialmente. De esta forma se obtiene un patrén
de rayas. Sin difusion pero con saturacion, se obtiene una distribucién granulada.

Con el fin de determinar bajo qué condiciones las distribuciones homogéneas estacionarias se
vuelven inestables y provocan patrones no homogéneos, realizaron un estudio de estabilidad
lineal.

Se sabe que un sistema es estable si tras perturbarlo, el sistema vuelve a ese estado estable
transcurrido un tiempo transitorio. De no ser asi, el sistema es inestable.

Las perturbaciones introducidas para su andlisis serdn pequenas desviaciones de la solucién
uniforme. Asi, se tomara:

a=ag+dah=hy+d6h
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Figura 1.16: Las hidras de agua dulce son conocidas por su capacidad de regeneracién. Si se corta una hidra
en dos partes, cada una se convierte en un individuo completo; en una parte se generaran los pies y la otra
mitad generard la cabeza y los tentdculos.

Resolviendo el sistema con las nuevas variables, se obtiene la condicién que debe cumplir la
Longitud L:

1+D ]1/2

L>Lc(n)=nn|
2/lap—1-p

Por tanto la condicién necesaria para que el patrén se pueda desarrollar a partir de fluctuaciones
asociadas con un nimero de onda k;, es que sea mayor que una determinada Longitud Critica:
L>L,.

Por tanto un organismo en crecimiento desarrollard un patrén no uniforme sélo si su tamafio es
mayor que L., y su estructura resultante serd polar, teniendo un médximo de ay h en un lado y un
minimo en el otro.

1.8.6. Murray, y la piel de los animales

Murray, basdndose en ecuaciones de Reaccién Difusién, atribuye la formacion de rayas o puntos en
los distintos animales, segtin la geometria del dominio y la etapa embriogénica en que el proceso
es activado.

Es asi capaz de simular patrones de pigmentacién de distintos mamiferos, dependiendo de la
geometria del cuerpo. Sus simulaciones en las patasy colas de algunos felinos coinciden de manera
excelente con los observados en la naturaleza.

1.8.7. Conclusiones

El modelo de Turing, y en especial la existencia de los morfégenos, ha sido poco aceptado desde el
punto de vista de la Biologia.
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Figura 1.17: Manchas en la piel de una jirafa. La formacién de patrones en los mamiferos requiere
diferenciacion en las fases de desarrollo, entre las regiones que contienen células productoras de
pigmentacién y las que no. En las figuras se aprecian los dos tipos distintos de marcas en la piel. Murray
atribuye la formacién de los dos patrones a la diferencia de umbral de concentracién de morfégeno
dedicado a la actividad de los melanocitos. Los procesos No Lineales de Reaccién-Difusién son los
responsables de la formacién de las estructuras biolégicas.

Actualmente, y debido a los tltimos avances en biologia molecular, es sabido que la formacién de
los drganos, tejido o cualquier otra estructura biolégica obedece a la activacién progresiva de un
gen. La actividad de un gen a su vez se activa o desactiva, en funcién de unas proteinas especificas.
Sin embargo, esto no explicaria por si solo el mecanismo por el cual tiene lugar la morfogénesis. Es
por tanto poco probable que la biologia molecular, por si sola, sea capaz de explicar el proceso de
diferenciacion celular.

Turing, siendo consciente de la complejidad de la morfogénesis, simplemente propuso un modelo
matemadtico sencillo que sirviera de base para explicar desde un punto de vista quimico la
formacion de 6rganos. No contemplé a sabiendas otros tipos de interacciones eléctricas o
mecdnicas ya que hubiera complicado enormemente el modelo.

En quimica, después de cuarenta afios de la publicacién de Turing, ya se ha logrado evidenciar
experimentalmente la formacién de patrones mediante Reaccién- Difusion.

Actualmente, los modelos de Turing se utilizan para comprender la transmisién de impulsos
cardiacos, el crecimiento de tumores y la apariciéon de colonias bacterianas. Los sistemas de
Reaccién-Difusién exhiben una gran riqueza de patrones, desde los ya sefialados hasta espirales
o periédicos de extranas simetrias.

Es poco probable que la biologia molecular por si sola sea capaz de explicar el proceso de
diferenciacion celular.

Ademads en campos como la ecologia matematica, los modelos de Reaccién- Difusién, representan
fielmente fendmenos como la aparicion de vegetacion en zonas de recursos hidricos limitados.

En la Vasculogénesis, crecimiento y formacién de los vasos sanguineos durante la fase embrionaria
a partir de células precursoras, y la Angiogénesis formacién de vasos durante el desarrollo adulto
a partir de estructuras vasculares preexistentes, también se estdn consiguiendo buenos resultados
con modelos de Reaccién- Difusion.

Incluso en el campo del procesado de imagen digital para segmentacién y deteccién de bordes
y para sintesis de textura artificial, se utilizan con éxito los modelos matemadticos de Reaccion-
Difusion.

En biologia del desarrollo, sin embargo, y a pesar que las simulaciones por ordenador de muchos

procesos de formacién tanto en animales como en plantas, funciona con gran similitud a la
realidad, parece que todavia queda un largo camino por recorrer.
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1.9. Fractalesy biologia

Unos de los cientificos actuales mdas importantes en el campo de los fractales, el profesor Michael
E Barnsley, publico en 1993 el libro Fractals everywhere, el cual se ha convertido en la referencia
bésica de todos aquellos que se ocupan de esta disciplina. En la primera pédgina, dentro del capitulo
de introduccién, puede leerse:

Fractal geometry will make you everything differently. There is danger in reading further. You risk the
loss of your childhood vision of clouds, forests, galaxies, leaves, feathers, flowers, rocks, mountains,
torrents of water, carpets, bricks, and much else besides. Never again will your interpretation of these
things be quite the same.

Y en efecto, una vez conocidas las nociones bésicas de esta teoria, ya nunca mads se vuelve a mirar
a la naturaleza y al mundo que nos rodea con los mismos ojos.

La geometria fractal como tal nace en 1975, pero muchas de sus aplicaciones y conceptos eran
conocidos mucho antes en un contexto muy diferente. En 1875 tiene lugar una crisis importante
de los fundamentos de las Matematicas. Al mismo tiempo, un matemadtico, Reymond, estudio
intensamente la funcién de Weierstrass, una curva continua que tiene la particularidad de que no
posee derivada en cualquiera de sus puntos,

f =Y 2 A Psin(Ax),1<s<2,A<1

Funciones de este tipo, con un gran niimero de irregularidades, ya eran conocidas en el siglo XVII,
antes del descubrimiento del célculo infinitesimal por Newtony Leibnitz, pero se pensaba que eran
muy escasas y ademds poco interesantes desde el punto de vista practico. Los primeros en darse
cuenta que estas funciones no eran la excepcion sino la norma fueron Cantor y Peano, pero fue
Poincaré el primero en hacer un estudio sistemdtico de todos estos hechos y elaborar una teoria
que hoy en dia se la conoce con el nombre de Teoria del Caos. El final de la crisis de fundamentos se
produce en 1925, y durante su desarrollo aparece un grupo importante de excelentes matematicos:
Cantor, Peano, Lebesgue, Hausdorff, Besicovitch, Bolzano, Koch, Sierpinski.

Sabemos que la Geometria de Euclides es la herramienta adecuada para estudiar las estructuras
regulares y la dindmica de Newton. Como hemos indicado, la necesidad de unas nuevas
matemadticas se puso de manifiesto al descubrirse estructuras algebraicas, como son la curva de
Cantor y la curva de Peano, con un gran nimero de irregularidades y que ademds eran capaces
de llenar la porcién del plano donde se encuentran. En este caso, observemos lo siguiente: al ser
una curva tienen dimensién 1, pero al rellenar un cuadrado su dimensién deberia ser 2, por tanto,
;cudl es la dimensién de estos objetos? Estos nuevos elementos no estaban contemplados en la
matemadtica tradicional y en un principio fueron considerados como monstruos matematicos.

A continuacién destacaremos algunos momentos relevantes relacionados con los objetos que
presentan un elevado ntimero de irregularidades, con el objetivo de poner de manifiesto la gran
inquietud existente en relacién a las funciones continuas no diferenciables.

» En el siglo XVII Richard Bentleyllamé la atencién sobre la relacién existente entre los objetos
regulares y la representacion de la naturaleza: “ No hemos de creer que las orillas del mar
sean realmente deformes por no tener la forma de un baluarte regular; que las montafias no
son exactamente como conos o pirdmides, ni las estrellas estdn situadas desmafiadamente
por no estar a una distancia uniforme...”

= En 1893 Charles Hermite, en una carta dirigida al gran matemadtico T. Stieljes, comentaba:
“abandono con espanto y horror esta lamentable plaga de las funciones sin derivada...”



50 1.9. FRACTALES Y BIOLOGIA

= El premio nobel en 1906 por el descubrimiento del movimiento browniano de las particulas
Jean Perrin, realizé el siguiente comentario:“los matematicos son muy conscientes de lo
pueril de tratar de demostrar, con dibujos solamente, que toda funcién continua tiene
derivada, aunque las funciones diferenciables son las mds simples, y las mds féciles
de manejar, son una excepciéon. Podria darse el caso en los que usar una funcién no
diferenciable fuera mas simple que usar una que si lo fuera. Cuando esto ocurra se habra
probado el valor practico del estudio matematico de los continuos irregulares...pero, por el
momento, esta hip6tesis no es mas que un sueino”.

= En 1922 Lebesgue escribi6 un articulo sobre superficies sin planos tangentes, “pafiuelos
totalmente arrugados”, pero el gran mateméatico Hermite no recomend6 su publicacién.

= Norbert Wierner en 1956 construy6 un modelo no diferenciable del movimiento browniano.
Como hecho anecdético podemos comentar que en su obra aparece por primera vez la
palabra caos. “la geometria de la naturaleza es cadtica y estd mal representada por el orden
perfecto de la geometria euclidea o el cdlculo diferencial de Newton (no existe recta tangente
en ningtn punto de una costa)”.

= Finalmente, es a partir de 1970 con Paul Levy cuando se aceptan de una forma natural
aquellas curvas que no presentan derivadas.

Ya hemos puesto de manifiesto la importancia que tenian los objetos irregulares en la primera
mitad del siglo XX. Sin embargo, fue necesario el impulso y la creacién de estas nuevas estructuras,
conocidas como fractales, por parte de Benoit Mandelbrot, a partir de un problema de la vida real.
En 1958 Mandelbrot trabajaba en IBM en un problema bastante comun en las lineas telefénicas
como era el ruido de fondo. La cuestion era dificil de resolver debido a la complejidad de construir
un modelo matemadtico que representase fielmente al patrén con el que se difundia el ruido. En
1945 habia estudiado los trabajos de Gastén M. Julia, en especial “Mémaoire sur literation des
fonctions rationelles”, y un poco después los trabajos de Cantor. Aplicando estos conocimientos
y partiendo del conjunto de Cantor observé que el nuevo modelo representaba bastante bien al
ruido de fondo de las lineas telefonicas.

e

Figura 1.18: ;Cuanto mide una costa?

Desde ese instante, su campo de investigaciéon se centré en el andlisis de las estructuras que
presentaban un elevado nimero de irregularidades. En su famoso articulo jcudnto mide la costa
de Gran Bretafa?, planteaba un problema aparentemente ficil: ;co6mo medir la longitud de la
curva de la Figura 1.18 a? Podriamos utilizar una determinada unidad de medida y sumar todos
los segmentos que aparecen en la Figura 1.18 b, pero es evidente que podemos encontrar una
mejor aproximacién de la solucién si tomamos una unidad de medida més pequeiia (Figura 1.18
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¢). Aunque mads adelante volveremos sobre esta cuestion, es importante darse cuenta de un hecho
relevante como es que la longitud de la costa dependerd de la escala que utilicemos para medirla.

Desde finales de los afios 70 los fractales han estado presentes en la investigaciéon matematica,
cientificos como Barnsley, Douady, Hubbard, y Sullivan los estudian de manera teérica y préctica.
De entre ellos, debemos destacar la labor realizada por el profesor Robert L. Devanay siendo sus
libros, referencias bésicas para todos los interesados en el tema.

1.9.1. Concepto de fractal

Es muy dificil dar una definicién exacta de un fractal, ya que es necesario un nivel muy elevado
de abstraccién para definirlo rigurosamente. Por otro lado, el nimero de sus aplicaciones es tan
inmenso y en campos tan diversos que segun sea la disciplina a estudiar aparecerd una definicién
u otra. A continuacién presentamos algunas de las més usuales:

= Los fractales son los objetos matemadticos que conforman la geometria de la Teoria del Caos.
= Los fractales son objetos cuya dimensién es un ntimero racional.

= Un fractal es aquél objeto donde su dimensiéon Hausdorff - Besicovich es mayor que su
dimensién topolédgica.

= Un objeto fractal es aquél que es autosemejante y su dimensién es racional.

En general, los fractales son objetos matemaéticos que se estudian dentro de la teoria geométrica
de la medida. Bajo este nombre suelen entenderse ciertos objetos matemaéticos con unos rasgos
comunes, aunque debemos de aclarar que las definiciones concretas no son aplicables a todos
ellos.

El término fractal fue introducido por Benoit Mandelbrot y procede del adjetivo latino fractus que
significa fragmentado y también irregular. Existe una gran variedad de fractales siendo los lineales
los mas simple.

1.9.2. Definicion

Un fractal lineal es el producto final que se origina a través de la iteracioén infinita de un proceso
geométrico bien especificado.

Este proceso geométrico elemental, que es generalmente de naturaleza muy simple, determina
perfectamente la estructura final, que muy frecuentemente, debido a la repeticién infinita que
se ha efectuado, tiene una complicacién aparente extraordinaria. Normalmente los fractales son
autosemejantes, es decir, tienen la propiedad de que una pequefia seccién de un fractal puede ser
vista como una réplica a menor escala de todo el fractal.

Un ejemplo de fractal lineal es el que aparece en la Figura 1.19 conocido con el nombre de“copo
de nieve” curva que se obtiene tomando un tridngulo equildtero y colocando sucesivos tridngulos,
cada vez de menor tamano, en el tercio medio de los lados, cada vez mas pequefios. Notemos
que la curva resultante es totalmente irregular y que no puede diferenciarse. Ademads, en teoria, el
resultado es una figura que tiene superficie finita pero con un perimetro de longitud infinita y con
un ntmero infinito de vértices.

A pesar de la simplicidad de su construccion la figura resultante es bastante compleja, repitiéndose
estas caracteristicas en el resto de los fractales lineales como, por ejemplo, el conjunto de Cantor.
Su construccion es la siguiente: se toma un segmento, se divide en tres partes iguales, se elimina
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AX kg

Figura 1.19: Fractal copo de nieve.

el segmento central, y con cada uno de los dos restantes se procede del mismo modo, es decir, se
divide en tres partes iguales. Y asi infinitas veces. Lo que queda es el conjunto de Cantor.

Los fractales lineales son demasiado “perfectos” para representar los diferentes objetos de la
naturaleza, como una hoja, un drbol o una neurona. Por este motivo, es necesario introducir los
no lineales.

1.9.3. Definicion

Un fractal no lineal es aquel que se obtiene a partir de iterar una funcién no lineal definida en el
cuerpo de los niimeros complejos.

Entre los fractales no lineales més conocidos se encuentran el conjunto de julia y el conjunto
de Mandelbrot. Antes de seguir adelante es conveniente detenernos un momento y recordar
el concepto clave que estudiamos en el tema de los sistemas dindmicos discretos, como es la
iteraci6n. La iteracidn es repetir y volver a repetir sobre si mismo una cierta cantidad de veces.
Por ejemplo, en el caso del conjunto de Mandelbrot la funcién no lineal con la que se trabaja es
fC(Z) = Z2+C, con Z y C niimeros complejos. Si seleccionamos un ntimero complejo Z,, entonces
calculamos 7 = fC(Zy) = Zg + C, a continuacion 7, = fC(Z;) = le +C,Z3 = fC(ZZ) = 222 +C,y
asi sucesivamente. Si la sucesion {Zy, Z1, Z, Z3, ...} permanece a una distancia del origen menor de
2, entonces el punto Zj estd en el conjunto de Mandelbrot. Si la sucesion anterior diverge desde el
origen, entonces el punto no pertenece al conjunto.

Dicho de otra forma, el conjunto de Mandelbrot es el conjunto de puntos cuya orbita generada
con la férmula dada nunca escapa de un circulo de radio 2. En cuanto a los ntimeros incluidos
en el conjunto de Mandelbrot, el punto correspondiente a la imagen aparece en color negro. En
el caso de los nlimeros que no estdn dentro del conjunto, los colores se asignardn de acuerdo a
la “rapidez” de incremento de la sucesién de nimeros complejos. Por ejemplo, si la sucesién se
incrementa lentamente, el punto inicial aparece de color azul claro, si crece mds rdpidamente,
tendrd color amarillo o rojo, dependiendo de la velocidad de este incremento.

De acuerdo con la definicién de fractal no lineal, podemos intuir que la geometria fractal es
la herramienta mds interesante a la hora de modelizar situaciones reales de gran complejidad
originadas por multiples repeticiones de procesos muy elementales, pues como hemos visto, los
fractales nos ofrecen la posibilidad de construir estructuras complicadas a través de procesos
simples. De esta manera, es corriente representar de forma simbdlica la geometria fractal como
un puente que conecta el orden y el caos, utilizando como instrumento los procesos infinitos
iterativos.

Llama la atencién del elevado ntimero de personas, sin conocimientos matemadticos, que se han
acercado a la geometria fractal por motivos tinicamente estéticos. Pero aparte de estas cuestiones
artistica, existen poderosas razones para estudiar estas estructuras fractales, ya que el niimero de
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aplicaciones aumenta constantemente en multiples y diversas ramas del conocimiento, entre ellas
la Biologia y la Medicina.

Es evidente, que el gran auge que este estudio ha experimentado en los ultimos anos se
debe, en buena parte, a la introducciéon del ordenador como herramienta auxiliar. Los fractales
autosemejantes, la teoria de la iteracion, los sistemas dindmicos, se basan en la repeticién, en
principio infinita, de un cierto proceso bien determinado, y el ordenador es el instrumento ideal
parallevar a la practica estas tareas.

1.9.4. Fractales de Julia y Mandelbrot

En este apartado mostraremos dos de los fractales mds importantes, como son el conjunto de Julia
y el de Mandelbrot.

Figura 1.20: Izquierda: conjunto de Julia. Derecha: conjunto de Mandelbrot.

Gaston Maurice Julia nacio6 el 3 de Febrero de 1893 en Sidi Bel Abbés (Argelia) y falleci6 en Paris el
19 de Marzo de 1978. Con solo 25 afios publicé un manuscrito de 199 pdginas titulado “Mémoire
sur literation des fonctions rationelles” que es considerado un referente bdsico en la gestacién
y posterior desarrollo de los fractales. Luché en la Primera Guerra Mundial, donde fue herido y
mutilado en un ataque en el frente francés que le originé un cambio profundo en su personalidad.

En el articulo que hemos mencionado aparece una descripcién precisa de los conjuntos J(f), para
los cuales la enésima iteracion de un niimero complejo permanecia acotada cuando el niimero
de iteraciones tendia a infinito. Por este trabajo recibi6 el gran premio de la Academia de las
Ciencias. Durante los anos 20 disfrut6é de gran fama, siendo nombrado profesor titular en la Escuela
Politécnica de Paris, pero posteriormente su trabajo fue olvidado, hasta que B. Mandelbrot lo puso
de actualidad con sus experimentos con los ordenadores.

Benoit Mandelbrot, naci6 en Warsaw, Polonia el 20 de Noviembre de 1924, su familia emigré
a Francia en 1936, donde su tio Szolem Mandelbrot se encargd de su educacion. Después de
completar sus estudios en la Escuela Politécnica de Paris, viajo al Instituto Tecnoldgico de
California en Estados Unidos y al Instituto de Estudios Avanzados de Princeton donde estudi6é con
el gran matemadtico John von Neuman. Regres6 a Francia en 1955 y trabaj6 en el Centro Nacional
de Investigaciones Cientificas. No permanecié en Francia mucho tiempo, descontento del tipo de
Matemadticas que en aquel momento se hacian en este pais. De nuevo en Estados Unidos trabajo
en el centro de investigacion Watson Research Center de IBM, donde realizé6 gran parte de su
investigacion mas relevante. Su dedicacion a las matemadticas aplicadas parece ser que fue una
reaccién de rechazo al tipo de investigaciones en matemaética tedrica que hacia el grupo Bourbaki
donde se encontraba integrado Szolem Mandelbrot.

El germen de partida de su investigacién puede situarse en torno al afio 1945 cuando, a sugerencia
de su tio, ley6 los trabajos de Julia y decidio resolver los mismos problemas desde un punto de vista
diferente. Con la ayuda del ordenador comprobé que en los trabajos de Julia se encuentra el origen
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de los fractales que hoy en dia conocemos. Su primer estudio, publicado en 1975, es el libro “Les
objets fractals, forn, hasard et dimension”, el cual completé en 1982 en su libro numerosamente
citado “Fractal geometry of nature”.

Juliay Fatou se dieron cuenta que para la funcién fC(2) = Z%24+C,con Z y C ntimeros complejos,
para cualquier valor de C, el conjunto de Julia asociado resulta ser uno de estos dos tipos:

= Conexo. Formado por una sola pieza

= Completamente disconexo. Formado por una nube de puntos dispersos, similar al conjunto
de Cantor.

El conjunto de Mandelbrot estd formado por aquellos puntos C para los cuales el conjunto de Julia
asociado al sistema dindmico resulta conexo. En consecuencia: tomamos un valor C y calculamos
el conjunto de Julia asociado. Si sale conexo lo pintamos de negro, en caso contrario de otro
color. ;C6mo saber si el conjunto de Julia asociado es conexo? Julia prob6 que basta ver si la
orbita del z = 0 estd acotada. ;Cudndo diverge una 6rbita?, cuando alguno de sus puntos tiene
un médulo mayor o igual que 2. (Para ello, es suficiente obtener cien iteraciones para conocer el
comportamiento de la 6rbita).

1.9.5. Concepto de dimension fractal

La caracteristica principal de un fractal es lo que se conoce con el nombre de dimension fractal, y
en cierto modo este niimero indica el grado de irregularidad de un objeto.

Dimension topolégica

La dimensién topolégica coincide con el ntiimero de direcciones ortogonales diferentes que
podemos tomar al movernos por el espacio. En este caso, una linea cualquiera es unidimensional,
ya que cada uno de sus puntos queda identificado por un ntimero real. La linea no tiene por qué
ser recta, pero basta un tinico valor para situarnos en un camino, por muchas curvas que tenga. El
conjunto vacio tiene dimensién —1, un punto tiene dimensién 0, y el plano dimensién 2.

Ahora bien, esta definicién de dimension topolégica no es tan elemental. En efecto, sabemos que
en el espacio que conocemos contamos con tres direcciones: izquierda - derecha, atrds - delante y
arriba - abajo, pero podemos estudiar espacios més caprichosos. Por ejemplo, el espacio formado
por dos segmentos que se cruzan seria unidimensional de no ser por el punto de interseccién,
donde se pueden tomar dos direcciones. A este valor se le conoce como dimensién local, y varian
dentro de un mismo espacio cuando este no es homogéneo.

Una propiedad interesante en topologia es la conservacién del valor de la dimensién cuando
se realiza una transformacién homotépica. Es decir, si deformamos un objeto, sin romperlo,
perforarlo o soldarlo, conservard su dimensién.

En 1890, Peano construy6 una curva continua que pasa por todos los puntos del cuadrado unidad
[0,1] x [0,1]. Era el primer ejemplo de una curva que “llena un espacio”. Ahos mas tarde, Hilbert,
interesado también por este tipo de problemas, ide6 otra del mismo tipo con una construcciéon
geométrica més simple de describir. La curva de Hilber se construye de la siguiente manera (véase
Figura 1.22). Dividimos el cuadrado unidad en cuatro cuadrados iguales y unimos los centros
de dichos cuadrados por segmentos. Cada uno de esos cuadrados se divide de nuevo en cuatro
cuadrados y conectamos sus centros comenzando siempre por el cuadrado inferior izquierdo y
terminando en el cuadrado inferior derecho. Se continta de esta forma indefinidamente uniendo
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Figura 1.21: Curva de Hilbert.

Figura 1.22: Curva de Hilbert.

los centros de los cuadrados que resultan en cada etapa. La curva limite de tales poligonales “llena”
el cuadrado unidad.

Si una curva contiene todos los puntos de una superficie, ;no seria mas légico decir que su
dimensién es la misma que la de la superficie? Mds atn: si iterdsemos el patrén anterior, la curva
resultante tocaria todos los puntos de un cuerpo tridimensional, como muestra la Figura 1.23.

Figura 1.23: Curva de Hilbert en tres dimensiones.

En 1904 Helge von Kock present6 la curva que hoy lleva su nombre. Repitamos ahora el proceso
sobre el segmento unidad [0, 1]. Se divide en tres partes, sustituyendo la parte central por dos
segmentos que junto con dicha parte, formarian un tridngulo equildtero. Se obtiene asi una

4
poligonal de longitud 3 Con cada uno de los cuatros segmentos que quedan determinados se

16
repite la operacion anteriormente descrita, obteniéndose una poligonal de longitud e Se procede
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4 k
indefinidamente de esta forma obteniendo en cada etapa k una poligonal Py de longitud (g) .

La curva de Koch se define como la curva limite a la cual converge la sucesién {P;} cuando k

4
tiende a infinito. Se trata, por tanto, de una curva de longitud infinita pues (g) tiende a infinito

cuando k tiende a infinito. M4s atn, la longitud de la parte de curva comprendida entre dos puntos
cualesquiera de la misma también es infinita.

Para este tipo de nuevos objetos, la longitud es un concepto tremendamente complicado y en
cierto modo carente de sentido. Por este motivo tenemos que recurrir al concepto de dimension, y
preguntar no por la longitud de un fractal, sino por su dimensién.

Dimension fraccionaria

El cédlculo de la dimensién fractal es, en general, muy dificil. De hecho, existen muchos fractales

que desconocemos su dimension fractal exacta. Por este motivo, en un principio nos limitaremos

a los fractales lineales.

Todos sabemos que si a un cuadrado de lado unidad, dividimos el lado por la mitad, nos aparecen 4
1 . .

cuadrados de lados > Del mismo modo si tomamos como lado 3 nos aparecerdn 9 cuadrados, y asi

sucesivamente. Si en lugar de un cuadrado partimos de un cubo, el factor de multiplicacién seria
de ocho. Nos encontramos, por tanto, ante un rasgo distintivo de cada dimensién. Precisando més,
supongamos que una figura de dimension entera d puede ser descompuesta en 7 copias a escala r

1\4
de si misma, entonces es facil ver que n = (—) . Si el objeto de partida es un cuadrado y dividimos
r

su lado en tres partes iguales, tenemos que n =9y r = 3 Es decir 9 = 32.

d
Sienn= (—) , despejamos el valor de d,
r

Inn
In(1/r)
Para el ejemplo anterior del cuadrado su dimension sera:

~In9 In3* 2In3

"In3 In3 In3

De manera similar puede comprobarse que la dimension fractal del conjunto de Cantor serd d =

In2 . In4
3= 0,6309... y la correspondiente a la curva de Koch d = 3’ Observemos que, en general, para
este tipo de objetos la dimensién es un nimero fraccionario y ademds mayor que la dimensién

topolégica. Sin embargo, existen algunas patologias. Por ejemplo, la dimensién fractal de la curva
In9 In3* 2In3

de Peanoesd = — = — = 2, un nimero entero. Para un fractal muy conocido como es
In3 In3 In3

In3
el tridngulo de Sierpinski, (Figura 1.25) tenemos que d = ™ = 1,58496 menor y no mayor que su
n

dimensién topoldgica que es 2. Observemos que esto tltimo también ocurre para el conjunto de
Cantor ya que su dimension fraccionaria 0,6309... es menor que su dimension topolégica que es 1.

Dimension Hausdorff-Besicovich

Para hacer un estudio en profundidad de este apartado es necesario tener cierta base matematica,
es particular conocer algo de topologia y espacios métricos. Por este motivo, daremos la definicién
basdndonos en la definicién fraccionaria de fractal.
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Como hemos comentado anteriormente, en el caso de fractales no lineales, cuando no podamos
realizar una medicion exacta, siempre podemos recurrir a un estudio progresivo. Se trata de cubrir
la curva con el nimero minimo de cuadrados cada vez mdas pequefios. Llamamos / al tamaino de
cada uno de los cuadrados, y N(h) al namero de los cuadrados que cubren la curva en cada caso.
El método nos permite obtener una aproximacién de la dimension fractal de cualquier objeto,
también conocida como dimensién Hausdorff- Besicovitch, cuya féormula es
D = lim 2N
n—01n(1/h)
Es decir, la medida de Hausdor{f - Besicovitch es la forma de asignar una dimension fraccionaria
a un conjunto. Su cdlculo “a mano” es muy complejo y por este motivo lo que se hace es recurrir
a diferentes programas de ordenador, que suelen utilizar el método Box Counting. Basicamente
el método consiste en lo siguiente: a partir de una fotografia del objeto, obtenemos una version
binaria de la imagen. Es decir, a los pixeles brillantes del conjunto se le asocia el valor uno y cero al
resto. A continuacién se obtiene una imagen del contorno y superponemos sobre esta imagen una
malla cuadrada de una tamafio dado. Se cuenta el niimero de estos cuadrados que contienen al
contorno y se repite el proceso con diferentes tamafios de mallas. Finalmente, se realiza un ajuste
por minimos cuadrados y la pendiente de la recta de regresion serd la dimension del objeto fractal.

Por ultimo, llamemos la atencién sobre el hecho mds importante en el concepto de dimensién
fractal como es que el nimero obtenido es independiente de la escala que estemos utilizando.
1.9.6. Tipos de fractales

En este apartado subdividiremos los dos grandes tipos de fractales que hasta ahora conocemos:
lineales y no lineales.

Figura 1.24: Algoritmos de escape.

A grandes rasgos, los fractales podemos clasificarlos en:

= Algoritmos de escape. La Figura 1.24 es un fractal de Mandelbrot, y se genera mediante un
algoritmo de escape, basicamente el método consiste en lo siguiente: para cada punto se
calculan una serie de valores mediante la repeticion de una formula hasta que se cumple
una condicién, momento en el cual se asigna al punto un color relacionado con el niimero
de repeticiones. Los fractales de este tipo precisan de millones de operaciones, por lo cual
s6lo pueden dibujarse con la ayuda del ordenador.

= Sistema de Funciones Iteradas (IFS). Es un método creado por M. Barnsley, basandose en
el principio de autosemejanza. En un fractal IFS siempre se puede encontrar una parte de
la figura que guarda una relaciéon de semejanza con la figura completa. Esa relacién es a
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menudo muy dificil de apreciar, pero en el caso del helecho de la figura siguiente es bastante
clara: cualquier hoja es una réplica exacta de la figura completa.

Figura 1.25: Funciones iteradas y Tridngulo de Sierpinski.

= L-Systems Este método de construccién de fractales fue creado en 1968 por Aristid
Lindemayer, y publicado en el Journal of Theoretical Biology, con el nombre Mathematical
Models for Cellular Interaction in Development. En el trabajo Lindemayer proponia un
modelo matemdtico para la creacion de un filamento celular de la bacteria Anabaena
Catenula. Se supone un sistema celular con dos posibles estados citolégicos, Ay B, y la
siguiente regla de crecimiento: una célula en el estado A se divide y da lugar a una célula
en el estado A y otra célula en el estado B; y lo representaremos por AB. Por otro lado, una
célula en el estado B se divide en una célula en el estado B y otra en el estado A, es decir BA.

Nosotros podemos generar este tipo de fractales utilizando como software FantasticFractalr.

befuis | Plesos set the ules to appl o the aom on the other page
Fleplace: wih |
Neme:  [Kaoch Curve v

Author, |Uneegistered User

Notes: [Do not run this fractal mote than 3 iterations d

See the Rules tab for more propesties of this fractal.
Agiom; [FaeFaef

Anglelnc. [60

Ini. Angle: [0 add | Remove | Defauis |

bosplar | Cancela Aoz | Aceptas | Concelw | Awds |

Figura 1.26: Propiedades del fractal.

En la siguiente Figura 1.26 aparecen las propiedades del fractal isla de Koch. El signo +
representa un giro de 60 grados en la direccién contraria a las agujas del reloj, y el signo
- un giro de 60 grados en la direccién de las agujas del reloj. Para poder dibujar el fractal
es necesario indicar la regla, que en nuestro caso viene dada por, F=F-F++F-E Es decir, F
estard definida por la figura siguiente: se traza un segmento unitario, en su extremo giramos
60 grados en la direccién de las agujas del reloj y dibujamos un segundo segmento, después
giramos 120 grados en la direccién contraria a las agujas del reloj y dibujamos otro segmento,
finalmente giramos 60 grados en la direccién de las agujas del reloj y dibujamos el tiltimo de
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los segmentos. La figura que aparecerd serd la que puede verse a continuacion:

Figura 1f: Regla para la isla de Koch.

Apartir de laregla F se define el axioma, que en nuestro ejemplo viene dado por, F++F++F,
y cuyo significado es el siguiente: una vez dibujada la Figura 1f, en su extremo giraremos
120 grados en direccién contraria a las agujas del reloj (++) y colocamos de nuevo la figura
anterior (F), finalmente se gira otros 120 grados (++) y se vuelve a representar la figura (F).
El resultado final puede verse a la izquierda de la figura 1.27.

Figura 1.27: Izquierda: primera iteracién. Derecha: tercera iteracion.

Si volvemos al ejemplo inicial de la bacteria Anabaena Catenula, podemos definir un
algoritmo parecido a la isla de Koch de la manera siguiente:

¢ Indicamos cuales son los elementos de partida.
o Existencia de una tinica célula: A
* Definimos las reglas.

o Laregla de sustitucion de la célula Aes A= AB

o Laregla de sustitucién de la célula Bes B= BA

Los L-systems son muy adecuados para modelar muchos sistemas biolégicos, especialmente
aquellos que presentan bifurcaciones o ramificaciones en su desarrollo. El esquema bdasico
para dibujar una bifurcacién con un dngulo dado (por ejemplo 20+) es el siguiente: F =
F[+F]F, donde los corchetes indican que al final se debe retroceder a la posiciéon donde
empezaba la bifurcacién.
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[+F]

F 20 F

Figura 1g: Esquema bdsico para dibujar una bifurcacién con un angulo de 20+

Naturalmente, podemos definir una regla mas complicada y obtener un modelo més realista.
Por ejemplo, para representar a un arbol se ha elegido comoregla F = F+F+[+F—-F—-]—-[-F+
F+F]yun édngulo de 22 grados. En la Figura 1.28 pueden verse los resultados para un niimero
diferentes de iteraciones.

Figura 1.28: Izquierda: segunda iteracion. Derecha: quinta iteracion.

También podemos dibujar el tridngulo de Sierpinskia través de este tipo de algoritmo.
Recordemos que consiste en un tridngulo en el que se aloja otro, uniendo los puntos
medios de cada uno de sus lados. Esto se repite con todos y cada uno de los tridngulos
formados que tengan la misma orientacion que el original, y asi sucesivamente. El tridngulo
de Sierpinski es uno de los pocos fractales que se puede dibujar con exactitud sin ayuda de
un ordenador, siguiendo las instrucciones anteriores. Como curiosidad, si en un tridngulo
de Pascal coloreamos los niimeros impares, la figura que aparece se parece al tridngulo de
Sierpinski.
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Figura 1.29: Fractales cadticos.

= Orbitas caéticas. Un ejemplo de este tipo de fractales es el atractor o mariposa de Lorenz, y
el diagrama de bifurcacién correspondiente al modelo discreto logistico.

= Aleatorios y celulares. Ciertas categorias de fractales no encajan del todo dentro de
las caracteristicas que hemos descrito anteriormente. Estructuras como el plasma o las
imdgenes de difusién dependen en cierta medida del azar, por lo cual son tnicas. A este
tipo de fractales corresponden los autématas celulares.

Figura 1.30: Fractal celular.

= M. C. Escher y los fractales. Es bastante probable que Escher no conociera el concepto de
fractal, sin embargo desarrollé con frecuencia estructuras matematicas muy parecidas a los
fractales, ya que en un nimero considerable de sus obras incluye objetos relacionados con
el infinito. Segin comento, su aproximacion al infinito surgié del modelo de Poincaré, en
el cual se puede representar la totalidad de una superficie infinita encerrada en un circulo
finito.

1.9.7. Aplicaciones de la geometria fractal

En primer lugar, tenemos que preguntarnos; ;qué significado tiene decir que un objeto real,
tal como una costa o la red capilar del sistema venoso, es un fractal? Lo que queremos decir
con ello, siguiendo a Mandelbrot, es que puede definirse un modelo matemadtico fractal
que se aproxima satisfactoriamente al objeto real en toda una franja de escalas limitada por
ciertos valores mdximo y minimo que llamaremos corte superior e inferior.
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Figura 1.31: Dibujos encajados en un circulo infinito.

Segtn lo comentado, en el mundo real no existen fractales, como tampoco existen rectas ni
esferas. Hablar de la dimensién fractal de una costa no es mds absurdo que hablar del radio
de la tierra, ya que esta no es exactamente una esfera.

Puede construirse un modelo matemadtico de naturaleza fractal valido para el estudio del
universo tomando un valor inferior del orden del didmetro de una galaxia con tal de
considerar valores superiores suficientemente amplios. Tal modelo reproduciré la estructura
geométrica de la distribucién de las galaxias.

Los fractales y la Teoria del Caos pertenecen a lo que se conoce con el nombre de Dindmica
No Lineal, la cual nos permite entender el mundo que nos rodea, por ejemplo: la difusién de
una epidemia, la cinemdtica de algunas reacciones quimicas, los cambios climaticos,...etc.

Las fronteras de separacion entre diferentes medios fisicos biolégicos o sociales
proporcionan, a menudo, excelentes ejemplos de sistemas que se pueden analizar mediante
fractales. Un ejemplo cldsico que responde a ciertos modelos de curvas fractales es el de
las costas, pero hay numerosos ejemplos de este tipo, como pueden ser los bordes de una
nube, una superficie montafiosa, la orilla de un rio o incluso la frontera entre dos paises
diferentes. Los célebres conjuntos de Julia son también fronteras, en este caso matematicas,
entre distintas regiones del plano, e igual sucede con las més bellas e interesantes partes del
conjunto de Mandelbrot.

El trazado de una costa o de la orilla de un rio es un proceso con rasgos comunes al de una
frontera. Los dos medios en contacto, agua y tierra, estin mutuamente sometidos a largos
periodos de interaccion que modifican permanentemente los trazados de las costas y orillas
en procesos acumulativos que operan sobre un amplio margen de escalas diferentes.

Naturalmente, el proceso perfectamente regular de la formacion de la curva de Koch es muy
diferente al de la formacién de una costa, que encierra elementos de tipo aleatorio. A pesar
de las diferencias, es asombroso que la dimensién de Hausdorff de la curva de Koch, igual
a 1.26128..., es muy parecida al valor numérico 1.3 obtenido empiricamente por Richardson
para la dimensién fractal de la costa de Gran Bretafa, y atin mds parecido al valor empirico
obtenido por el mismo investigador para la dimensién fractal de las fronteras de Espafa y
Portugal y para la costa australiana (Mandelbrot, 1977) mientras que Feder estima en 1.5 la
dimension fractal de la costa noruega, mucho més accidentada.
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Figura 1.32: Costas

La clave que explica la frecuencia con que aparecen de forma espontdnea algunas formas
geométricas de la geometria cldsica, como la recta, la circunferencia o la esfera, es que estas
formas tienen propiedades que son utilizadas por la naturaleza. Por ejemplo, el hecho de
que la esfera tenga superficie minima a igualdad de volumen o de que una recta sea la curva
de menor longitud entre dos puntos, hace de estas figuras elementos privilegiados en la
naturaleza.

= Cuando hablamos de érboles, no nos referimos a ellos solamente en su sentido botanico,
sino que también entenderemos como 4rbol un rio y todos sus afluentes, el sistema arterial
o lared bronquial. Desde un punto de vista matemadtico, un arbol es un conjunto de puntos o
vértices (que serian los nudos de ramificacién de los arboles botdnicos), unidos entre si por
arcos (ramas), de forma que si caminamos desde un vértice por una sucesiéon consecutiva de
arcos diferentes nunca regresaremos al vértice de partida. Este modelo puede ser aceptable
y una primera aproximacién para algunos de los objetos enumerados anteriormente.

Figura 1.33: Izquierda: 4rbol. Derecha: Rio.

El proceso de ramificacion y subramificacion da su naturaleza fractal a los drboles.
Pensemos, por ejemplo, en toda la red de afluentes de una determinada cuenca hidrografica
que comprende desde el rio principal a las mas pequefias cortaduras por donde resbalan
pequefios hilos de agua cuando llueve. Puesto que su funciéon es drenar el agua de toda una
cuenca hidrogréfica, una red fluvial es un modelo natural de curva que cubre una superficie,
una de las propiedades concebidas como aberrantes por los matematicos de hace cien afos
y que es caracteristica de conjuntos fractales como la curva de Peano o de Hilbert.

= La Osteoporosis, es una enfermedad que para poder ser diagnosticada en un paciente
tiene que estar en una fase muy avanzada. La enfermedad se detecta analizando la textura
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de los huesos, ya que son los que se ven afectados cuando la enfermedad ataca. Muchas
veces la alteracion tiene que ser muy grande para poder apreciarse y esto obliga a que los
tratamientos tengan que ser muy prolongados.

Figura 1.34: Izquierda: Osteoporosis. Derecha: Tumor.

Un grupo de investigadores dirigidos por el profesor José Aranda, realiz6 un programa de
ordenador que ayudaba en la comparacién de las texturas de los huesos. El proceso era el
siguiente: se toma una muestra de la textura del hueso en su estado normal y se almacenaba
en la memoria del ordenador. Luego se hacia lo mismo pero ya con los pacientes a los
que se pensaban que eran propensos a sufrir la enfermedad. A continuacion el programa
comparaba las dos texturas y podia detectarse la presencia de la enfermedad.

= Recordemos que las texturas tienen mucho que ver con los fractales, lo que ha permitido
ser incorporados también a otros aspectos muy diferentes como por ejemplo la industria
textil. Hoy en dia se observan determinados tumores, en forma de texturas, que parece ser se
ramifican en forma de un fractal.

= Los fractales también se usan en el tratamiento digital de imdgenes para reducir su
tamafio de almacenamiento. A este proceso se le conoce con el nombre de proceso de
transformacién fractal, y fue descubierto en 1987 por el matemadtico inglés Michael FE
Barnsley.

Una imagen es considerada como un punto de un espacio métrico completo, con la métrica
de Hausdorff. Se define un conjunto de transformaciones que cuando se iteran y se aplican a
un punto inicial arbitrario converge hacia un punto que depende tinicamente del conjunto
de transformaciones y no del punto de partida. A este punto se le conoce con el nombre de
atractor.

La cuestion es saber si dada una imagen cualquiera es posible encontrar un conjunto de
transformaciones cuyo atractor sea la imagen de partida. La respuesta es afirmativa y se
conoce con el nombre de teorema del collage.

= A continuacién comentaremos el proceso de digitacién viscosa, un fenémeno que ha
llamado recientemente la atencién de los investigadores. Este fenémeno se produce cuando
un liquido de baja viscosidad desplaza a otro viscoso en un medio capilar o poroso. Por
ejemplo, cuando se trata de recuperar petréleo mediante la inyeccién de agua en un campo
petrolifero.

Consideremos el siguiente modelo matematico particularmente vélido para ciertos procesos
de digitacién viscosa: el llamado proceso de agregacién por difusién limitada (ADL). Consiste
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Figura 1.35: Izquierda: Transformacion fractal. Derecha: ADL (dimensién 1.71).

en suponer que de un punto elegido al azar de entre los de una circunferencia sale un
monémero que describe un movimiento browniano. El monémero vaga al azar hasta que
llega al centro de la circunferencia, en cuyo momento se detiene. En este instante, un nuevo
monémero se desprende de la circunferencia y camina hasta tropezar con el anterior, y
asi sucesivamente. Si en su movimiento errdtico algin monémero se aleja excesivamente,
lo eliminamos y generamos uno nuevo. Este proceso resulta muy sencillo de simular en
un ordenador, aunque requiere mucho tiempo de cdlculo, especialmente en los primeros
momentos de formacion. El experimento produce estructuras de tipo fractal cuya dimensién
de agregaciéon ha sido estimada en 1.71 para el caso bidimensional y en 2.50 para el
tridimensional, valores que muestran concordancia con los obtenidos en la digitacién
viscosa en medios porosos.

= Enla actualidad, es posible regenerar tejido, como el de la piel, pero se estd en la fase inicial
de poder regenerar 6rganos completos para poderlos utilizar en los trasplantes. El problema
fundamental se encuentra en disefar una estructura, similar al sistema circulatorio, en
la que se puede apoyar las células en crecimiento del érgano. Investigadores del Harvard
Medical School y el Massachusetts Institute of technology estan utilizando patrones fractales
generados por ordenador y los estdn grabando en discos de silicio con el objetivo de formar
un molde. A partir de estos discos se fabrican microcanales de polimeros biodegradables y
biocompatibles, y posteriormente las redes se apilan para poder construir una estructura
tridimensional.

» Por dltimo, existe una gran relaciéon entre el método de Newton para encontrar el valor
aproximado de las raices de una ecuacion y los fractales. Como sabemos, el método de
Newton es un método reiterativo, y por lo tanto debemos iniciarlo con valor particular. Si
el valor inicial estd cerca del verdadero valor de la raiz, entonces el método converge ala raiz.
En caso contrario, no existird convergencia al valor deseado.
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CAPITULO 2

MODELOS BASICOS

2.1. Oscilador armonico

Un oscilador arménico consiste en una masa que experimenta una fuerza restauradora
proporcional a su desplazamiento en posicién de equilibrio:

F=—-kx

Un ejemplo es una masa unida a un soporte rigido mediante un resorte. La constante de
proporcionalidad k se denomina constante de fuerza, y mientras mas rigido sea el resorte, mayor
serd la constante de fuerza. El signo negativo en la expresién de F significa que la direccién de la
fuerza es opuesta al desplazamiento.
d?x
m——s =—kx
dt
Una solucioén es:

x(t) = Asenw

x'(t)=p(t) = wAcoswt
k 1/2
e
m

Estas soluciones muestran que la posicién de la masa varia de forma arménica ( es decir como el

sen wt) con una frecuencia v = 2— también muestra que la masa es estacionaria (P = 0) cuando

T
el desplazamiento, x, tiene su maximo valor, A, que se denomina amplitud de movimiento. Para
confirmar esta apreciacién basta con observar que la energia cinética es:

2 2
m m(wAcoswt) 1
P = = —mw?A?cos® wt

E. =
) 2 2

Luego, debido a que w = (%) , esta expresion puede escribirse como:

N

1
E.= EkA2 cos® wt
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F=-kxm
: , a=-am
Estirado ; F v=0
[EY
i ]
' F=0
| a=0 |
Relajado v=-VYm
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o \_QQ_QQQ !
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Comprimido a=+am I |
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'
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Figura 2.1: Sistema masa-resorte
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Figura 2.2: ondas de oscilacién

La fuerza sobre el oscilador es F = —kx, por lo que resulta la relaciéon F = -5 que la energia
potencial de un oscilador arménico es:

1 1
V==kx*==-kA?sen’ wt
2 2

Por lo tanto la energia total es:

1 1 1
= EkAzcos2 wt+ Echzsen2 wt= EkAZ
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CINETICA
] ——— POTENCIAL
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m
X
0 A
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Figura 4a: Balance de energias

(Se ha utilizado cos?wt + sen?wt = 1). Es decir, la energia del oscilador es constante y para una
fuerza constante dada, esta determinada por su desplazamiento méaximo. Se deduce que la energia
de una masa oscilante puede elevarse hasta cualquier valor al estirar el resorte hasta cualquier
amplitud deseada A. Notese que la frecuencia del movimiento depende solo de las propiedades
inherentes del oscilador (como se representa mediante ky m) y es independiente de la energia; la
amplitud gobierna la energia, a través de E = %kAz, y es independiente a la frecuencia. En otras
palabras, la masa oscilara a la misma frecuencia sin importar la amplitud de su movimiento.

2.2. Oscilador arménico y circuito LC

Algunos de los ejemplos mds importantes de sistemas oscilantes tiene lugar en la electricidad. La
familiaridad de la expresion corriente alterna (ca), que es una corriente eléctrica oscilante, muestra
la importancia de este ejemplo.

|
—»

| |
|
O
<

Figura 2.3: Circuito LC.

El voltaje en bornes de la capacidad C es:

Ve

o
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En donde Q es la carga sobre la capacidad. La corriente en un circuito en serie con esta capacidad
es:

~dQ
dr

En donde el signo menos indica que la corriente fluye en aquella direccién en que disminuye la

carga depositada sobre la capacidad. El voltaje en los extremos de la induccién L es:

v, = Ld l
- Tt
Como la suma de los voltajes a través del circuito es cero, resulta:
al Q dZQ Q
-L—+==0=L— + =
dt C d t?

Esta es justamente la ecuacion de desplazamiento de un muelle con:

Q—x

L—m
1
- Cmuelle

C
Y la solucion sera:

Q=Qpsen(wpt+¢)
(&)
W= Ic

Energia del circuito LC

El condensador almacena carga eléctrica, debido a la presencia de un campo eléctrico en su
interior, cuando aumenta la diferencia de potencial en sus terminales, devolviéndola cuando
ésta disminuye. Matemdticamente se puede obtener que la energia Eg, almacenada por un
condensador con capacidad C, que es conectado a una diferencia de potencial V] — V;, viene dada
por:

1 1 Q2
Ep=||—=V|dv=—;-W)2=
E f(zc ) oc V1V =50

La bobina almacena energia eléctrica en forma de campo magnético cuando aumenta la
intensidad de corriente, devolviéndola cuando ésta disminuye. Matemdticamente se puede
demostrar que la energia, Ep, almacenada por una bobina con inductancia L, que es recorrida
por una corriente de intensidad I, viene dada por:
1.
Ep=—LI
2
La energia del circuito en el instante ¢ es la suma de la energia del campo eléctrico en el
condensador y la energia del campo magnético en la bobina.
1Q2

E=Epg+Ep=->— e

1(Q?
2¢C 2 2

C

+ le)

como
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I=-Qowocos(wot+¢),y, Q=Qpsen(wot+ ),

entonces

2
E:% (Qose”(“éot+¢)) + L(-Qowg cos(wy t + p))*

1 -112

2.3. Difusion

Difusién es un fenémeno por medio del cual un grupo de particulas se mueven como un grupo de
acuerdo a la trayectoria irregular de cada una de las particulas. Asi los movimientos particulares
irregulares dan como resultado un movimiento regular como grupo, a este fenémeno se le conoce
como proceso de difusién.

Se estudia la ecuacion de calor. Para un subconjunto Q de R” con frontera suave, si u € C2(QxR",R)
denota la densidad de las particulas, es decir para Q; < Q se tiene que le u(x, t)dx =~ nimero de

ou(x,t) 0%u(x, 1)

particulas (si la integral existe), entonces, T DAu(x,t) = DZ;?:1 By u(0, 1) = uy(1)
x=
J

las condiciones de frontera pueden ser:
u|0Q(x, t) =0 (problema de Dirichlet),

0

% | 0Q(x, t) = 0 (problema de Neumann).

En el caso de Neumann sabemos que lim;_.o, u(t,x) = uy donde f es una funcion dada que
representa el promedio espacial de f(x) en Q. A continuacién podemos observar las figuras 2.4
y 2.5 de procesos de difusion.

Stochastic Madei with B, =5.7, a;=+0.1, B, =-1, c,=+0.1
5 T T T T T T

Stochastic Model with = 0.1
T T T

o b e om

—g -
=& pit1-

kb sy

0 20 40 B0 g0 100 o 20 40 &0 B0 100
time 1 timet

Figura 2.4: Difusién
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Figura 2.5: Difusién de calor en los oceanos.

2.4. Reaccion

Las particulas pueden cambiar su estado, debido por ejemplo a interacciones o de manera
espontdnea. Aqui estamos hablando de reacciones quimicas o procesos biolégicos, mas adelante
presentaremos algunos ejemplos.

Deuterio Tritio
D / i
\

\ 72

5

ﬁﬁg o \ Neutrén
He‘% O "

Multiplicacién de Energia
Alrededor de 450:1

)

4

~

Figura 2.6: Ejemplo de reaccion de fusién deuterio y tritio
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2.5. Combinacién de reaccion y difusién

Si sumamos los dos procesos anteriores obtenemos

d,ulx,0)=D N\ ulx, 0+ f(x,1,Ux, 1), (4)

u(x,0) = up(x), (5)
u|0Q(x, t) =0 (problema de Dirichlet),
g—z | 0Q(x, t) = 0 (problema de Neumann).

La ecuacién (4) y (5) con alguna de las condiciones de frontera, es una ecuacién de reaccién-
difusion.

WE(x,y.1) contour

Figura 2.7: Reaccion - difusién 2D.

Sistemas de reaccién-difusiéon pueden dar lugar a un sin numero de interesantes fenémenos como
comportamiento asintético, multiples estados estacionarios, estructuras parciales, pulso o frentes
madviles y oscilaciones.

El estudio de estos fen6menos necesita de una variedad de métodos provenientes de muchas dreas
de las matemdticas como por ejemplo, andlisis numérico, bifurcacién, teoria de la estabilidad,
teoria de semigrupos, perturbaciones singulares, espacios de fase, métodos topolégicos y muchos
otros.

2.6. Unagotade tinta en el agua

2.6.1. Difusion bidimensional. Gota de tinta

Una gota de tinta de radio a se pone en un recipiente de agua de radio r, siendo a < r. La
profundidad del agua es pequeiia, del orden de 1cm, de modo que la gota de tinta alcanza el fondo
del recipiente rdpidamente y el movimiento de la tinta estd determinado por el proceso de difusién
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unicamente. El proceso de difusiéon bidimensional de la tinta en el agua se describe mediante la
siguiente ecuacion.

0’n ,Lon_10n
dr2 ror Dot
donde D es el coeficiente de difusion de la tinta en agua y n es la concentracion de tinta.

n

n
1.04—2

r=0.0
0.5
0.6
0.4
0.2
tfa

0.0 e

i] 1 2 3

Figura 2.8: En el instante inicial ¢ = 0, la tinta estd distribuida homogéneamente en el agua dentro de un
circulo de radio a, donde n=ng parar =a,y,n=0parar > a.

La solucién de la ecuacion diferencial es

n(r,t) = %exp(%)folexp(%)lo(%)zdz

donde I(x) es la funcién modificada de Bessel de orden cero. Haciendo el cambio de variable

r z Dt
x= —,Z" =—,T= —
a a a
Obtenemos la ecuacién

) oo

o 2T 47 47 27

que es independiente del radio a de la gota y del coeficiente de difusion D de la tinta en el agua
(figura 2.9).

Conocido el valor del coeficiente de difusién D y el radio inicial de la gota a, podemos determinar
la concentracion n(r, t) de tinta a una distancia r = ax del centro de la gota en el instante ¢ =
a’t/D. El programa es incapaz de calcular la concentracién en funcién de la distancia x para un
tiempo inferior a 7 = 0,003.Como comprobacién se puede verificar que la cantidad total de tinta
permanece constante, de modo que la integral

Unx,t
f ( )andx =1Vrn=n
0 no

que es proporcional a la cantidad inicial de tinta contenida en un circulo de radio unidad.
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1.0

r=0.02

0.8+

0.6+

0.4

Figura 2.9: En la figura, se representa la concentracién relativa n(x, t)/ny en funcién de x = r/a (en color
azul) y se compara con la situacién inicial (color rojo) para el instante ¢ = 0,02.
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CAPITULO 3

MODELOS APLICADOS A SITUACIONES CONCRETAS

3.1. Ecuaciones de reaccion-difusion para modelar la delincuenciay la
criminalidad.

Los mecanismos de conduccién de la nucleacién, propagacion y disipacién de puntos de acceso
de la delincuencia, son poco conocidos. Como consecuencia, la capacidad de los organismos de
aplicacion de la ley para usar los patrones de la delincuencia asignada para disefiar estrategias de
prevencién del delito se ve gravemente obstaculizada. También carecen de expectativas sélidas
sobre como las diferentes intervenciones de la policia deberia afectar la delincuencia. Aqui
presentamos un marco matemdtico basado en ecuaciones de reaccién-difusién en derivadas
parciales para el estudio de la dindmica de los hotspots (puntos calientes) del crimen. El sistema de
ecuaciones se basa en la evidencia empirica de como los delincuentes se mueven y se mezclan con
las posibles victimas o blancos. El andlisis muestra que los puntos calientes del delito se forman
cuando el aumento del riesgo de repeticion de los crimenes se difunde a nivel local, pero no tan
lejos para obligar a que la delincuencia se distancie entre si. Puntos del Delito se pueden formar,
ya sea como bifurcaciones supercritico o subcritico, este tltimo es el resultado de grandes picos de
la delincuencia que reemplazan linealmente distribuciones estables de la delincuencia uniforme.
Nuestros métodos matemadticos muestran que los puntos calientes subcriticos del crimen puede
ser erradicados de forma permanente con la supresiéon de la policia, mientras que los puntos
de acceso supercriticos son desplazados a raiz de un patrén espacial caracteristico. Nuestros
resultados proporcionan una explicacién mecanicista de los fallos recientes de observar el des-
plazamiento del delito en las pruebas de campo experimental del punto de acceso de la policia.

La delincuencia es una caracteristica presente en todas las ciudades modernas, pero no todos
los barrios se ven afectados por igual. De hecho, los delitos graves que van desde robo
residencial hasta homicidios estdn fuertemente modelados en tiempo y espacio, la formacién de
la delincuencialidad “hotspots". Los estudios demuestran que las acciones policiales dirigidas
a puntos de acceso del crimen se traducen en reducciones reales de la delincuencia y las
llamadas a la policia para el servicio, mientras que el desplazamiento de la delincuencia en las
configuraciénes adyacentes pueden ser menos comunes de lo que se pensaba. Sin embargo, las
ganancias adicionales en la reduccion de la delincuencia dependen de obtener una comprensién
cuantitativa de los mecanismos que conducen a la aparicién, propagacién y disipacién de puntos
calientes del delito. Modelos de Reaccién-difusién, en los que los activadores e inhibidores de la
mezcla de movimientos interactuan, proporcionando un marco til para investigar la formacién
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de los patrones de la delincuencia y el impacto de estrategias alternativas de actuacién policial
en la estabilidad de los puntos de acceso de la delincuencia. En este contexto, los delincuentes
motivados (activadores) buscan en su entorno a las victimas como objetivos adecuados, que
pueden ser mdviles, siguiendo sencillas rutinas de comportamiento. Si un delincuente se
encuentra con un objetivo en la ausencia de una medida de seguridad efectiva (inhibidor),
entonces él es libre de explotar ese objetivo. La presencia inmediata de la seguridad como la policia
es suficiente para impedir la delincuencia. Aqui se muestra que los patrones espaciales a gran
escala de la delincuencia, incluida la formacién de puntos calientes del delito estacionario, son
fuertemente dependientes de la difusion local de riesgo, impulsados por la movilidad delincuencial
en el medio ambiente, junto con los fenémenos de repeticién y repeticiéon de la préxima
victimizacion.

3.1.1. Modelo

Se estudia un sistema de reaccién-difusién en la participacién de méviles delincuentes dentro
de un ambiente cuadrado con condiciones de frontera periédicas. Objetivos potenciales de la
delincuencia, tales como casas, automéviles o personas, dependiendo del tipo de delito, estdan
distribuidos de forma continua en el espacio, y cada posicién x = (x, y) se caracteriza por un riesgo
de victimizacién, que se define como un campo A(x, t), lo que representa en general las sefiales
ambientales sobre la viabilidad de la comisién de un delito con éxito y/o los delincuentes poseen
conocimientos especificos sobre el objetivo o la vulnerabilidad de las victimas en la zona. Mientras
que A(x, 1) es el més facil de conceptualizar, en referencia a objetivos fijos (como los hogares en el
caso de robo), también puede ser usado para representar el riesgo de ataques a las victimas mévil
en cualquier lugar del territorio. Nuestro modelo y sus resultados son por lo tanto independiente
del tipo de delito. Riesgos es la suma de un componente fijo A°(x), que estd parado en el tiempo
pero potencialmente variable en el espacio, y una dindmica componente B(x, t), que evoluciona
en el tiempo de acuerdo a

0B 2
o =nD\/B-wB+kpA,(®)

donde p(x) es la densidad de agentes criminales. El pardmetro k mide el crecimiento del riesgo
en el lugar x dada delitos ocurridos alli en una tasa por unidad de drea p A. Por lo tanto, k es
una fuerza de atraccion tirando a los delincuentes de regreso a los lugares donde se han cometido
crimenes de éxito, una dindmica a inferir de la evidencia empirica para los crimenes de repeticién
se concentran en el poco tiempo después del evento inicial (fig. 3.1 A) (SI empirica del Delito
de datos). El pardmetro w determina la velocidad a la que decae el riesgo elevado hacia el valor
ambiental fijo A%(x), que generalmente se produce en cuestion de dias o semanas dependiendo del
tipo de delito (fig. 3.1 A). Por dltimo, D, un coeficiente de difusion, y i) € [0, 1] controla la velocidad
de propagacion difusiva del riesgo de la delincuencia en el entorno local, describiendo la llamada
“cerca de repeticiones” fenémeno por el cual los objetivos dentro de varios cientos de metros de
un crimen inicial son més propensos a ser victimas y no por azar (fig. 3.1B).

Es més probable que los delincuentes Penales regresen a la misma cerca de lugares para cometer
crimenes de repeticion. Aqui se ilustra este hecho a través del ejemplo concreto de robo residencial
unifamiliar, con datos de Long Beach, California, durante los afios 2000-2005 (SI Delito de datos
empiricos). (A) La probabilidad de observar una separacién temporal de t dias entre los eventos de
residencias individuales robadas es exactamente el doble dentro de una ventana fija temporal de
D =364 dias. Se compara la distribucién observada con una distribucién esperada de los crimenes
de repeticion asumiendo que son una distribucién de Poisson en el tiempo: p»(t) =2(D—1)/D(D+
1)(21). Para que se repitan los robos es mds probable que ocurra en las cuatro semanas después
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Figura 3.1: patrones espacio-temporal de la conducta criminal.

del evento inicial que por casualidad, lo que sugiere que los ladrones se predisponen a volver a los
mismos lugares, debido a sefiales ambientales tnicas y / o conocimientos especificos adquiridos
en el primer robo. (B) probabilidad de repeticién de robo en las dos semanas siguientes un crimen
inicial en funcién de la distancia del crimen inicial. La expectativa de Poisson se calcula como = 2B.
Robos que ocurren dentro de dos semanas de uno al otro separados por mas de aproximadamente
2000 m son estadisticamente independientes (Poisson), mientras que las que estdn més cerca entre
si en el espacio muestran una fuerte dependencia espacial, la interpretacion es que los aumentos
de robo inicial de la probabilidad de que los vecinos se también victimas. Delito de riesgo por lo
tanto se extiende espacialmente hasta distancias = 2000 m (linea discontinua). repetir similares
y la dindmica de corto repetidos casos de victimizacién son reconocidos por disparos y ataques
de los insurgentes, lo que indica que se trata de rasgos genéricos de una amplia gama de tipos de
delitos. (C) Viaje a la distribucién de la delincuencia para los ladrones residenciales medida como
la distancia en kilometros desde la residencia del delincuente en el lugar de un robo. La mayoria de
los delincuentes de la bisqueda de objetivos en las inmediaciones de la casa, un nodo de actividad
clave en su rutina diaria.

Suponemos que los delincuentes estan en la bisqueda de oportunidades de actuar en los entornos
locales que rodean los nodos de las principales actividades en sus rutinas diarias, las cuales
pueden incluir su casa, trabajo, o en los sitios de recreacion (Fig. 3.1C). Los delincuentes también
preferentemente seleccionar objetivos vulnerables, es decir, aquellos con alto riesgo asociadas
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A(x, t), por lo general para reducir al minimo el peligro de la captura o la confrontacién. Asi, la
densidad de los delincuentes p en una localizacién espacial x evoluciona de acuerdo con

op = & =

= = D\/.(\/p-2p\/InA) - pA+y,(7)

donde p,(t < 14) = Z}il 2(D—-t)/D(D+1) es el operador gradiente. Los delincuentes se mueven
por gradientes de In A, sino simplemente difusa en la ausencia de un gradiente de riesgo. De este
modo, buscar y victimizar a los objetivos de un mayor riesgo cada vez que estas diferencias estan
presentes en el medio ambiente. Los delincuentes también salir del sistema ala tasa p A, araizdela
comisién de delitos, y se introducen en una constante, pero posiblemente espacialmente variable,

la tasa por unidad de superficie y.

3.1.2. Resultados

Las ecuaciones 6 y 7 se juntan en ecuaciones de derivadas parciales (EDP), que describe la
coevolucion del riesgo de la delincuencia en el espacio-tiempo y la poblacién delincuente. Estamos
interesados en las condiciones que hacen que el riesgo de la delincuencia, B, no uniformemente
distribuida en el espacio.

El andlisis de estabilidad lineal muestra, de hecho, que el riesgo de la delincuencia formaran
puntos densos, bien espaciados cada vez que la difusién de los riesgos producidos por los crimenes
individuales en el espacio es lo suficientemente amplio como para obligar a que los crimenes
locales esten juntos, pero no tan amplios para que los crimenes lejanos también estdn conectados.
Una ilustracién esquemética del mecanismo de formacién de patrones de conduccién del crimen
se muestra en la figura 3.2.

Crimenes individuales se asocian tinicamente con una regién local espacial conceptualmente
similar a un poligono de Voronoi, una zona paramétricamente definida como Cw/y (Fig. 3.2A).
Lo contrario de este término es la densidad media de la delincuencia.

La difusién de los riesgos de los sitios de la delincuencia en coordinacién a la cercana ubicacién
espacial define una segunda regién espacial que llamamos la “zona de influencia"de un delito
determinado por nk/w (ver fig. 3.1B).

Los puntos de acceso del crimen no surgen si las dreas de influencia de los crimenes individuales
no se solapen y por lo tanto no forman grupos de riesgo (es decir, nk/w < Cw/7y) (Fig.3.2A), o por el
contrario, silas areas de influencia de cada uno de los crimenes se superponen uniformemente con
otros muchos de diferentes riesgos a través del medio ambiente urbano (es decir, nk/w < C,w/y)
(Fig. 3.2B). Por lo tanto, cada vez surgen puntos de acceso a la delincuencia C;w/y < nk/w <
Cnpw!y (Fig. 3.2C).

Las condiciones necesarias para las zonas activas del delito para formar la bisagra de la naturaleza
geogriéfica de los delincuentes es el comportamiento de alimentacion y subrayan la importancia
de la bisqueda del delincuente espacialmente restringidos en la difusién de riesgo en los barrios
(ver fig. 3.1C).

La integracién numérica de las ecuaciones 6 y 7 confirma que los puntos calientes no se forman
cuando la difusién de riesgo, es espacial expansiva o restringida espacialmente (Fig. 3.2D), pero
en otro caso emerge con una escala distinta espacialmente fijada por el méximo inestable de la
longitud de onda y. = 2n/|k.|(Fig. 3.2).
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Figura 3.2: Las condiciones para la formacién de la delincuencia en sus puntos de acceso.

Difusién local de alto riesgo de las fluctuaciones estocésticas en el nucleo de la delincuencia
en zonas activas del delito. (A) El espacio urbano puede ser considerado como dividido en
dreas exclusivamente asociadas con cada crimen individual (punto negro), aqui se muestra con
poligonos de Voronoi (lineas grises) y descrito en el modelo de EDP por superficie media Cw/y.
Los crimenes individuales también producen un elevado riesgo de que se difunda a lo largo de un
drea (linea de puntos circulos) el centr6 es la ubicacién del delito y se describe en el modelo de EDP
por areank/w. Si el &rea abarcada por el riesgo de difusion de un delito no se superpone con el drea
de riesgo de difusién generado por otro, entonces, no se forman puntos de conexién y un espacio
uniforme, donde la distribucién de equilibrio esta debajo de los resultados de la delincuencia. (B)
Si se difunde el riesgo en una amplia zona, se homogeniza en el espacio, y un espacio uniforme,
donde la distribucién de equilibrio esta por encima de los resultados de la delincuencia. (C) Sélo
cuando el riesgo se difunde a través de distancias relativamente cortas, la unién de crimenes
locales juntos, pero no muy distantes, permiten que surgan lo puntos de acceso de delincuencia .
(D) y (E) Las simulaciones numéricas del sistema de EDP en una regién cuadrada con condiciones
de frontera periddicas. (D) Los pardmetros son tales que nk/w < Cyw/y, onk/w > C,w/y dan una
distribucidn estable del delito uniforme. (E) Los pardmetros son tales que C;w/y <nk/w < C,w/y
originan puntos estacionarios del crimen. La separacién entre puntos de acceso estd determinado
por el maximo inestable de la longitud de onda A, = 2n/|k.|. Puntos de acceso se miden como
desviaciones de un valor de equilibrio espacial promedio nB (verde), con nk? = 0,2(rojo) el riesgo
maximo y es cero el riesgo minimo (violeta).

Esto es una débil muestra de andlisis no lineal, sin embargo, los puntos calientes del delito puede
surgir como dos bifurcaciones supercritica y subcritica, o grandes cambios cualitativos en el estado
homogéneo del equilibrio (Fig. 3.3A). Bifurcaciones supercritica (€ > 0 en la figura. 3.3A) vemos el
nucleo y el crecimiento de los hotspots de la delincuencia en pequenas espigas del delito debido
a la inestabilidad lineal del sistema, mientras que las bifurcaciones subcriticas (¢ < 0 en la figura.
3.3A) son el resultado de grandes picos locales de la delincuencia que reemplazan la estabilidad
lineal. Refiriéndose a la figura. 3.2A, por ejemplo, los crimenes son lo suficientemente espaciados
de tal manera que el drea de influencia de un solo delito en general, no se superponga con la
de los demads y el sistema es linealmente estable, con una distribucién espacial uniforme de la
delincuencia. Si en un lugar se experimenta un aumento stbito y extremo de la delincuencia,
entonces, el aumento en el riesgo de repente puede extenderse a la zona de influencia de un crimen
adyacentes vinculando aquellas dreas en conjunto para crear una zona interactiva subcritica. Por
otra parte, aun cuando todos los delitos estdn unidos por la amplia difusién espacial del riesgo (Fig.
3.2B), un gran aumento de la delincuencia en un solo lugar puede crear un punto nucleo tirando
a los delincuentes lejos de una distribuciéon uniforme y que causa un centro de delincuencia
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Figura. 3.3. Tipos de delito hotspot.

Los puntos de delito se forman en ambos regimenes linealmente inestable y estable, con
estructuras diferentes geoespaciales. (A) El diagrama de bifurcacién para el sistema EDP
radialmente simétrica donde las lineas discontinuas representan las ramas inestables y las lineas
continuas son las ramas estables. El pardmetro € controla la estabilidad del sistema, con € > 0
que corresponde a los sistemas linealmente inestables y € < 0 que corresponde a los sistemas
linealmente estables. Agp,p(co) mide la intensidad de los punto de acceso. Puntos de acceso
supercriticos (¢ > 0) estdn formados por pequefias perturbaciones de la delincuencia y por el
enfoque estable de “golpe” o “anillo” solucion, que se muestra en Agpp(00) > 0y Agspmp(0o) <0,
respectivamente. Puntos de acceso subcriticos (¢ < 0) se forman s6lo por grandes perturbaciones
en el crimen y muestran sélo una solucién “golpe”. Las respuestas esperadas de la supresion de
los hotspots supercriticos y subcriticos se muestran con flechas (véase el texto de la discusion).
(B) es el espacio de pardmetros para la formacién de puntos calientes del delito supercriticos y
subcriticos para este mismo sistema. nA° es una medida fija (invariante en el tiempo) de riesgo
ambiental, nB representa los diferentes valores de equilibrio para el componente dindmico de
riesgo. El regimen de pardmetros generan puntos subcritico de delincuencia que forman una
envoltura que rodea los regimenes supercriticos, lo que sugiere que el depdsito de un régimen
inestable de forma lineal en la estabilidad lineal todavia puede facilitar la formacién de la
delincuencia en los punto de acceso si los eventos de delincuencia en lugares aumenta de tamafio
y / o frecuencia. El analisis en ambos casos se basa en un sistema con 7B.

Uno de nuestros principales resultados es que los puntos calientes subcriticos se pueden formar en
una amplia gama de condiciones, paralelas a las que forman los focos supercriticos (Fig. 3.3B). La
combinacién de parametros \/ describe el componente dindmico del riesgo de la delincuencia,
aproximadamente la probabilidad de repeticiéon de la victimizacién que ocurren en cualquier
lugar. El nA° variable indica los riesgo fijos ambientales de la delincuencia, aproximadamente la
probabilidad de que los crimenes que ocurren de forma independiente en el espacio y el tiempo
como resultado de un proceso de Poisson estacionario. Los valores pequefos de nA° describen
ambientes caracterizados por muy bajo riesgo ambiental fijo. picos pequefios de la delincuencia
se distinguen facilmente en este contexto y con nucleos en zonas activas supercriticas. A medida
que aumenta nA°, convertido en entornos intrinsecamente mas arriesgados y el rango de valores
para el componente dindmico de la generacién de contratos de riesgo de puntos supercriticos.
Con aumentos del nA° el sistema atraviesa un umbral de estabilidad lineal. En este punto, los
picos pequeiios de la delincuencia no son suficientes para generar puntos calientes del delito.
Tenga en cuenta, sin embargo, que para cada valor de la capacidad de generar puntos de acceso
supercriticos nB = nk/w hay valores de nA° que describen ambientes marginalmente estables , sin
embargo se apoyard en puntos subcriticos dado un aumento bastante grande de la delincuencia.
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La implicacion es que los puntos calientes subcriticos pueden ser comunes en entornos urbanos
reales, aunque la proporcién del espacio de pardmetros se muestran en la figura. 3.3B que es el
comportamiento realista que actualmente no se conoce.

Nuestro andlisis también muestra que puede haber diferencias significativas entre los puntos de
acceso geoespaciales de la delincuencia supercritica y subcritica, con implicaciones importantes
para la respuesta a los puntos calientes de la delincuencia dirigida por la policia. Fig. 3.3A
muestra un diagrama de bifurcacién de nuestro sistema en una geometria radial simétrica, donde
Aamp(00) es la intensidad de punto de acceso y € es un parametro que nos permite examinar
c6mo los cambios de comportamiento del sistema cuando este se pasa de forma lineal con
regimenes inestables a pardmetros estable. Hay dos disposiciones espaciales de los patrones de
la delincuencia en forma lineal con condiciones inestables (¢ > 0): una simétria “reactiva’ de
la solucion (valores de Agpp(co) > 0) reconocido como un punto de acceso tradicional, y un
“anillo"solucion (valores de Agmp(co) < 0). Los patrones de la delincuencia se pueden formar
como “anillos calientes” en un torno a un lugar donde se supone muchos enfoques de perfiles
individuales a escala geogrédfica de la delincuencia, pero los patrones no son normalmente
asignados en la distribucion de la delincuencia global. Por el contrario, los regimenes linealmente
estables (¢ < 0) muestran sélo la solucién “golpe”, lo que corresponde a un patrén de punto de
acceso tradicional.

Ademas, nos esperan puntos de delincuencia supercriticos y subcriticos para responder de manera
diferente a las acciones dirigidas por la policial, como punto de acceso por la policia. Fig. 3.3A
indica que la supresion de puntos calientes del delito supercriticos, a través de acciones de la
policia local que impulsan el punto de acceso intensidad A,y (c0) a cero, en primer lugar va a
generar anillos calientes que posteriormente se rompen para formar puntos de acceso del mismo
tamafo y la disposicién espacial relativa como los anteriores a la supresion. Por el contrario,
esperamos que los puntos calientes subcriticos del delito serdn erradicados por la acciéon ordenada
de la policia que es lo suficientemente fuerte para conducir Ay, (00) en el drea gris debajo de la
rama inestable (linea discontinua) de la solucién que se muestra en la figura 3.3A, y estos puntos
se quedan suprimidos incluso después de la eliminacién de la presion policial hasta el momento
en que un gran pico de la delincuencia anula la estabilidad lineal del sistema para formar un
nuevo punto de acceso. La diferencia clave en los resultados refleja el hecho de que la represién
se centré en un punto de acceso no tiene impacto sobre las pequefias fluctuaciones, de los delitos
estocdstico que ocurren en todo el medio ambiente. En los regimenes linealmente inestables, las
fluctuaciones pequeiias se espera que se formen el nucleo rdpidamente en nuevos puntos de
acceso supercriticos, mientras que en los regimenes estables linealmente la expectativa es que no
lo harén.

Para poner a prueba nuestras expectativas tedricas, se realizaron simulaciones de ordenador con
amplia participacién de la supresiéon de los puntos calientes del delito supercritico y subcritico
con el modelo de EDP. La supresiéon de la delincuencia se presenta después de permitir el
desarrollo de los patrones de la delincuencia estable usando combinaciones de parametros que
son supercriticos o subcriticos. La represion es modelada para conducir de forma instantdnea la
tasa de criminalidad pA(x, ) a cero en la localizaci6én de puntos calientes del delito actual y el
mantenimiento de esta supresiéon por un periodo de tiempo fijo. En la figura. 3.4 se muestra que
los diferentes tipos de puntos de acceso del delito responden de manera diferente a la supresiéon
como predice la teoria. Represion de los puntos de acceso supercritico s6lo temporalmente como
resultado la interrupcién del patrén de la delincuencia, con nuevos puntos de acceso emergentes
rdpidamente para reemplazar a los suprimidos por la accién policial simulada (Fig. 3.4A). Por otra
parte, las simulaciones muestran claramente que la supresién en el area central de un centro de
delincuencia conduce el riesgo elevado en un anillo que rodea el area de la represion, lo que



3.1. ECUACIONES DE REACCION-DIFUSION PARA MODELAR LA DELINCUENCIA Y LA
84 CRIMINALIDAD.

corresponde a la solucién del anillo en nuestro anélisis no lineal. El anillo caliente desplazado
a continuacion, se rompe para formar puntos de acceso independiente de la solucién de golpe
estable en el caso de no ser simétrica. Por el contrario, la supresiéon de puntos calientes del delito
subcritico no produce desplazamiento de la delincuencia en un anillo o cualquier otra estructura
(Fig. 3.4B) y, como era de esperar, los puntos de acceso de la delincuencia no reaparecen tras el
cese de la represion del delito en este caso.
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Figura 3.4. Supresion del punto de acceso del Crimen .

Resultados de la represién para el sistema EDP con los pardmetros elegidos para generar puntos
calientes del delito supercritico o subcritico. (A) La supresién de puntos calientes del delito
supercritico. Se muestra la configuracién de puntos de acceso supercritico a paso de tiempo t = 100,
justo antes de la introduccién de la supresion de la delincuencia. La supresion de la delincuencia se
introduce en el drea de cada punto de acceso visible, lo que lleva a la erradicacién de los puntos de
acceso originales, pero los aumentos correspondientes en el riesgo en las regiones vecinas, visto en
t=120. La estructura transitoria en el instante t = 120 se asemeja a un anillo de solucién caliente que
rodea la ubicacién del punto de acceso central original. En el momento de la supresion siguiente
en el instante t = 200, un nuevo estado de equilibrio con puntos en las posiciones adyacentes
a los originales que se ha logrado. (B) La supresién de puntos calientes del delito subcritico. Se
muestra que es un punto de acceso central subcritico en t = 100, justo antes de la introduccién
de la supresion de la delincuencia. Supresién de la delincuencia se introduce en el drea de la
zona interactiva, lo que lleva a la erradicacién de la zona activa por t = 120. No hay estructuras
transitorias que aparezcan en este caso. Con el tiempo la supresion se levanta en el instante t =
200 y el sistema adopta rdpidamente el estado estacionario homogéneo. Escala de colores, como
se explica en la figura 3.4.

3.1.3. Discusion

Esta investigacion tiene implicaciones directas para el estudio de la formacién de patrones
delictivos y los efectos mecédnicos de las intervenciones policiales contra el crimen. Los modelos
deterministas desarrollados aqui sugieren que las reducciones observadas empiricamente en el
crimen que sigan la aplicacién de las estrategias policiales en los puntos de acceso no es un
artefacto estadistico, sino mds bien puede reflejar la supresiéon del riesgo de delincuencia por
debajo de cierto nivel umbral necesario para mantener un delito subcritico en los puntos de
acceso. El delito debe seguir siendo suprimido en este tipo de situaciones, incluso después de
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la eliminacién de la presiéon de hacer cumplir la ley, hasta que un grupo importante de delitos
empuja el sistema hacia la inestabilidad. Por el contrario, nuestros modelos también sugieren que
el desplazamiento de la delincuencia debe ser fruto de las acciones policiales dirigidas a puntos de
acceso supercriticos, consistente con una teoria criminolégica. Sin embargo, el desplazamiento no
se observa cominmente en las pruebas empiricas de punto de acceso policial.

Una posible explicacion para la observacion frecuente de los desplazamientos en la configuracién
empirica es que los ambientes son suficientemente heterogéneos para limitar la viabilidad de
los delincuentes en movimiento a favor de los hdbitats de las zonas adyacentes que pueden ser
privados de los objetivos o victimas, o pueden tener niveles mucho mas altos de la vigilancia.
Nuestro andlisis se basa en un muy regular medio ambiente homogéneo, en el que el riesgo
uniforme de la delincuencia de referencia distribuidos y, por tanto el desplazamiento no se
ve limitado por la estructura del medio ambiente. El supuesto de la homogeneidad del medio
ambiente podria ser percibido como una debilidad del enfoque de modelado ya que la mayoria,
si no todos, los entornos del mundo real serd heterogénea en la distribucién del riesgo de la
delincuencia. Sugerimos, sin embargo, que un supuesto de homogeneidad es 1itil como punto de
partida tedrico, precisamente porque es dificil encontrar en los entornos del mundo real. Fueron
los ambientes del mundo real tan homogéneo como hizo en el modelo actual, el desplazamiento
quizé serfa mucho mds comun.

También es posible que el desplazamiento del delito no se ha observado en la configuracién
empirica porque los experimentos controlados han buscado sélo el desplazamiento espacial
inmediato en una o dos areas de influencia del bloque alrededor de los sitios de represién al
delito. El desplazamiento de puntos de acceso supercriticos en nuestros modelos de continuidad
por lo general en una ubicacién a medio camino entre los puntos de acceso que se suprime,
efectivamente 1./2, lo que sugiere que la preocupacién en los estudios empiricos debe ser con
el desplazamiento del delito a través de distancias intermedias.

Por dltimo, la rareza de los desplazamientos en las pruebas empiricas de la zona activa de la policia
puede significar que la mayoria de puntos de acceso en el mundo real son subcritico en lugar
de supercritico. Sin embargo, también era de esperar los diferentes tipos de delincuencia para
generar diferentes tipos de puntos de acceso y por lo tanto responden de manera diferente a la
zona interactiva de las acciones policiales. Por ejemplo, los mercados al aire libre de drogas puede
requerir un gran pico, iniciales en las operaciones de drogas que afecta multiples vendedores
para establecerse en una localizacién espacial fija. El fracaso de los mercados de drogas a
resurgir después de la supresion, a pesar de las operaciones continuaron en pequefa escala en
la calle, es un comportamiento coherente con la clasificacién de estos mercados como lugares
criticos subcritico. Por el contrario, robos a apartamentos o robos de automéviles puede ser mas
probable que sus nucleos se creen en zonas activas supercriticas, ya que estos delitos son més a
menudo cometidos por cualquiera de los individuos que acttian solos o conjuntamente en grupos
pequefios. El desplazamiento se puede esperar de estos tipos de delitos ya que los delincuentes
involucrados pueden ser mas capaces de responder a la represion por la bisqueda de objetivos en
las zonas adyacentes. Sin embargo, el apoyo a tales distinciones se requiere de la experimentacién
de campos adicionales.

Se ha demostrado que la EDP de modelos de reaccién-difusién proporcionan una explicacién
mecanicista de la formacién de la delincuencia patrén dado supuestos simples sobre la difusién
de los riesgos del delito y de busqueda localizada por los delincuentes. Estos modelos dan lugar
a observaciones sutiles acerca de la dindmica fundamental de los hotspots crimen que no se
puede obtener a través del estudio empirico directo de los datos de la delincuencia. Las diferencias
entre los puntos calientes del delito supercritico y subcritico, por ejemplo, explicar los resultados
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diferentes de la zona activa de la policia, incluyendo la supresién de puntos de acceso y el
desplazamiento de ambos, y sugieren que las estrategias policial deben adaptarse al tipo de la zona
interactiva.

3.2. Sistemadinadmico en el llenado de un lago
(Situacion ideal)

El sistema dindmico ideal en el llenado de un lago se puede entender como un proceso oscilatorio
en dos vasos comunicantes, donde el primer vaso es el lago y el segundo es el recipiente o lugar que
recibe el agua que se filtra por las paredes del lago y a través del suelo, dando origen a un “especie”
de tubo comunicante que une los dos vasos (lago y lugar donde llega el agua después de filtrarse).

Sean hy y ho las alturas iniciales del fluido en cada uno de los recipientes, y S; y S» sus secciones
respectivas, la altura de equilibrio / se obtiene de la relacién

S1ho1 +S2ho2 = (S1+S2)h
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Figura 3a: Sistema oscilatorio en dos vasos comunicantes.

Cuando el fluido en el lago se desplaza x; de la posiciéon de equilibrio, el lugar donde llega el agua
después de filtrarse se desplazara x, de la posicion de equilibrio. Suponiendo que el volumen total
del fluido en ambos vasos es constante, la relacién entre estos desplazamientos serd

S1x1 = 82x2,(8)

3.2.1. Ecuacion de continuidad

Si v; eslavelocidad del fluido en el lago, y v, es el lugar donde llega el agua después de filtrarse y u
es el tubo que comunica ambos recipientes se cumplird por la ecuacion de continuidad que

S1v1=802=5,4,9)
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3.2.2. Balance energético

Las masas de fluido que hay en cada uno de los recipientes y en el tubo de comunicacién en un
instante t determinado, serdn respectivamente:

= Masa en el lugar de llegada del agua filtrada: m; = pS;(h —x1)
= Masa en el lago: my = pSa(h + x2)

= Masa en el tubo de comunicaciéon: m = pSd

Donde S es la seccion del tubo de comunicaciéon y d su longitud
Variacion de energia cinética entre el instante ¢ y el instante ¢ + d¢.

AEk =my.v1.dv1+ me.v2.dvs+ mu.du

Variacion de energia potencial: una masa dm pasa desde la posicion inicial h+x, ala posicion final
h- X1.

AEp = Ep(inicial) — Ep(finany = dm.g(h+ x2) —dm.g(h—x)

donde dm = —pS;.dx;, ya que x; disminuye
Principio de conservacion de la energia A Ex = A E,,

my.v1.dvy + mo.ve.dvy + mau.du =dm.g(x; + x2)

A partir de esta ecuacion y de las relaciones (8) y (9), escribimos v; en funcién de x;.

X1.dx
Uldl:_u
a+bx;
con
S
a=h+ stl
].+S—2
S
b=21_1
Sz

dividiendo ambos miembros por dt, llegamos a la ecuacion diferencial

d2
dr?  a+bx;

Para simular el comportamiento de este sistema oscilante, se resuelve la ecuacién diferencial de
segundo orden mediante el procedimiento numérico de Runge-Kutta con las condiciones iniciales
v1 = 0, cuando x; = h — hg;. Siendo h la altura de equilibrio, y hg; la altura inicial en el primer
recipiente.

El término b es nulo cuando S; esigual a S,. La ecuacion diferencial se convierte en

dle g
—+=x1=0
arz " at

cuya frecuencia angular w? = g/a y cuyo periodo es p = Zn\/g
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3.2.3. Energias cinéticay potencial

Volviendo de nuevo al caso general, calculamos la energia potencial y la energia cinética,
comprobando que su suma es constante. La energia potencial del fluido contenido en ambos
recipientes (la energia potencial del fluido contenido en el tubo de comunicacién no cambia) es

h—x1 +m2gh+)€2

Ep= m g

Donde m; es la masa de fluido en el primer recipiente y m, en el segundo. El centro de masa se
encuentra a la mitad de la altura. A partir de la relacién (8), y escribiendo la masa como producto
de la densidad del fluido p por el volumen que la contiene, expresamos E, en funcion de x; y h.

_ P&

2
La energia cinética es la suma de la energia cinética del fluido en el lago, en el lugar de llegada del
agua filtrada y en el tubo de comunicacién.

S
E, 51(1+—1)(h2+xf)
Sz

E L 2+1 2+1 2
=—=mv — Mo V. —-mu
k 2 1V7 2 2Uy 2

A partir de las relaciones (8) y (9), y escribiendo la masa como producto de la densidad del fluido p
por el volumen que la contiene, expresamos Ej en funcién de x; y hy v;

S s? S
1+—1)+x1 | R
S S2 Sa

1
Ei= —pSllI% (h
2 2

Cuando S; esigual a Sy el término en x; desaparece.

Si x; = Asen(wt), vy = Awcos(wt), sumando los valores de la energia cinética y potencial se
tiene que obtener un valor constante de la energia total independiente del tiempo . Por tanto,
los coeficientes del sen?(wt) y del cos?(wt) tienen que tener el mismo valor. De ahi, obtenemos el
valor del cuadrado de la frecuencia angular w.

2 2g

W=
2h+d3
2

que es la mismo que w? = g/a cuando S; = S,

Por lo tanto

S
E=Ex+Ep-= %(h%ﬁ)

3.3. Oscilador endémico en una poblacién de mosquitos

Una especie es endémica cuando se conoce tnicamente de un determinado lugar, ya sea pais
o regiéon. A medida que se avanza en el conocimiento de la biodiversidad, especies que eran
consideradas endémicas dejan de serlo en el momento en que se encuentran en otro pais o region.
Las dreas de endemismo son regiones donde ciertas poblaciones de flora y fauna evolucionaron en
aislamiento, y en las cuales las especies desarrollaron caracteristicas especificas relacionadas con
su entorno. También se les llama centros de endemismo, de distribucién o de evolucién y dreas
ntcleo.

El endemismo puede considerarse dentro de un abanico muy amplio de escalas geograficas: asi,
un organismo puede ser endémico de una cima montafiosa o un lago, de una cordillera o un
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sistema fluvial, de una isla, de un pais o incluso de un continente. Los mosquitos son una especie
de tipo endémico, su ciclo de vida comprende una etapa acudtica, durante la cual se desarrollan
los estadios inmaduros, y es el periodo durante el cual ocurren muchos de los procesos de
regulacion de las poblaciones. Los mosquitos vuelan de sus criaderos hasta varias millas, ayudados
por el viento. Los adultos pueden vivir més de un mes, lo que puede variar a causa de factores
ambientales como la temperatura ambiente y el régimen de lluvias.

Debido a que las larvas de los mosquitos son acuéticas, el agua resulta esencial para su desarrollo
y sobrevivencia. Los hébitats larvales son diversos, desde artificiales hasta los completamente
naturales, como pueden ser las depresiones de las huellas de los animales en extensos campos
de cultivo de arroz. Por lo regular prefieren aguas mansas o quietas y no muy profundas. Las larvas
no se encuentran uniformemente distribuidas en los sitios de reproduccién. En grandes hébitats
como pantanos o lagos, tienden a estar agregadas, especialmente en las orillas donde el ambiente
es favorable.

Las fuentes de agua varian en su composicién, desde casi destiladas, de la lluvia hasta pantanos
salados, lagos y lagunas alcalinas. La composicién quimica de las aguas es un factor importante
para la adaptacion de las larvas, y en parte define las especies de mosquitos que pueden hallarse
en un lugar. Cerca de 95% de las especies de mosquitos viven en aguas frescas, aunque muchos
han desarrollado mecanismos para adecuarse a situaciones extremas.

3.3.1. Oscilador endémico (Situacion ideal)

Un oscilador endémico se puede describir como un oscilador lineal de una tasa de crecimiento

dN . . . o .
ar en una especie determinada, experimentando una fuerza de crecimiento proporcional a las

condiciones favorables del espacio donde habita (con tendencia a permanecer en dicho espacio);

es decir la densidad de individuos &y incrementara a una tasa en un aumento, siempre y cuando

las condiciones sean favorables para la especie endémica.
Oscilador endémico en una poblacién de mosquitos

Un ejemplo es una cantidad de mosquitos determinada en un tiempo t, y espacio xp. Si el régimen
de precipitacion de lluvias R, en una region aumentay la temperatura del ambiente T, desciende

L . . . dN L
entonces la variaciéon en la densidad poblacional de mosquitos TS aumenta, en cambio si el

régimen de lluvias desciende y la temperatura aumenta la variacién en la densidad poblacional
de mosquitos desciende.

Por el principio de la conservacién tenemos que la sumatoria de fuerzas en un sistema es igual a
cero ) F =0, luego:
Ctl t + Ctg nh= 0)

Donde C; ;. ,: caracteristicas climatolégicas de un tiempo ¢, hasta ;.. La ecuacion que describe

In+1®

la oscilacion lineal endémica de la poblacién de mosquitos con una temperatura ambiente T, dada
es de la forma

dN v
R,— + =0
Pde T,
d
Como N = d—w, obtenemos
d2
4 4 —0
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Sea v la presencia observada en la cantidad de mosquitos en un espacio a través del tiempo una

solucién del sistema es ¢ (¢) = Asen(Wyt + @), ademas WO2 =R
ple

3.3.2. Oscilaciones endémicas amortiguadas en una poblacién de mosquitos

Sistema endémico de los mosquitos teniendo en cuenta la intervencién del hombre

Elmosquito habita en todos los lugares donde lo hace el hombre por lo cual es necesario considerar
la fuerza que ejerce la intervencion del hombre en un sistema endémico de mosquitos.

Llamemos (2 a la fuerza que involucra toda accién del hombre dirigida a disminuir la densidad
poblacional de los mosquitos en un espacio determinado, por lo cual la sumatoria de todas las
fuerzas que intervienen en el sistema debe ser cero, luego Cy,;, + Cr,,, + Q2 =0.

La ecuacion que describe la oscilacién endémica amortiguada de la poblacién de mosquitos con
una temperatura ambiente T, dada es de la forma

dy vy . dy

R,—+—+&—=0

Paes " T, ~dt
d2

w_ + i d_l,U + _w =0
dt> R, dt R,T,

Si se define la constante de amortiguamiento como Y = %, se obtiene;

d*y dy 2
— +2Y— + WSy =0;
dr? ar oV

Donde W, = ,/ﬁ corresponde a la frecuencia propia de las oscilaciones libres (es decir, en
ple

ausencia del hombre). Solo en el caso en que Y < W, habra oscilacién subamortiguada.

3.3.3. Energiaen el oscilador endémico de una poblacién de
mosquitos

En un espacio determinado la presencia observada en la cantidad de mosquitos crece a través
del tiempo a medida que la temperatura de la regién disminuya, esto es, si la temperatura es
favorable para la poblacion de mosquitos, dicha poblacién se conserva. Por lo cual la energia 8
de la poblacién de mosquitos, conservada por la temperatura de la regién donde habitan, es:
=3(%)
2\ T,

donde v es la presencia observada de mosquitos a través del tiempo y f, es la temperatura
ambiente dada.

Ahora, si el régimen de precipitaciéon de aguas lluvias en un espacio habitado por la poblacién de
mosquitos aumenta entonces su densidad poblacional crece por lo cual la energia en el sistema de
dicha poblacidn se conserva, luego:

1
6= 5(R,!,NZ)

La energia total del sistema es la suma de la energia (8 y la energia 6.
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_lv?

E=
2T,

]. 2 ]. -1
+ E(RpN ) = EATe

3.4. Formacion de patrones espaciales en ecosistemas aridos

La formacién de patrones espaciales regulares de vegetaciéon en zonas dridas o semi-aridas
constituye un fenémeno netamente espacial ya que las variables no sé6lo se distribuyen
heterogéneamente en el espacio sino que pueden ordenarse segiin un patrén regular. Entre
las posibles herramientas matemadticas es obvio que hemos de elegir aquellas que incluyan
explicitamente el espacio y que permitan describir los patrones més alld de valores estadisticos
de correlacion. Como comprobaremos han resultado ttiles modelos de difusién, modelos con
integrales o autématas celulares.

Figura 3b: Patrones en ecosistemas dridos.

Aunque en estas zonas de déficit hidrico es normal observar mosaicos de vegetacion, resulta
sorprendente que formen patrones geométricos, incluyendo circulos regularmente espaciados,
estructuras en forma de panal o, la que mds claramente se muestra, bandas en terrenos de
pendiente suave, paralelas entre si y siguiendo lineas de igual altura. Dicha regularidad provocé
que las primeras explicaciones se basaran en causas exégenas tales como regularidades previas
en el terreno o dunas fosilizadas. Sin embargo, el uso de modelos matematicos simples de
reaccion-difusién para formacién de patrones sugiere que mecanismos de auto-organizacién de
la vegetacién tales como la redistribucion de agua, recurso escaso e irregular que modela estos
sistemas pueden ser la causa de los patrones observados.

La formacién espontdnea de figuras geométricas en sistemas tan diversos como reacciones
quimicas, morfogénesis o la coloracién de la piel de animales como el leopardo o la mariposa,
encajan en un mecanismo comun conocido como inestabilidades de Turing. Para que un
fen6meno asi pueda ser modelado con EDP son necesarias al menos dos variables en interaccién.
Una de ellas juega el papel de un recurso, agua en nuestro caso, que difunde muy rapidamente
y permite el crecimiento de la otra variable; la vegetacién. La difusién en lugar de igualar la
distribucion puede llevar a un mayor suministro de recurso a las zonas de mayor crecimiento de la
especie consumidora. Esto provoca un reparto desigual del recurso. En el ejemplo considerado
el agua entrante es invertida en producir vegetacion en unas pocas zonas en detrimento de
otras que permanecen desnudas. Sorprendentemente, en muchas situaciones esto aumenta la
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productividad del sistema ya que un reparto homogéneo del agua no seria suficiente para
mantener una cobertura homogénea en todo el espacio.

Simplificando la estructura interna de las zonas con vegetacion, podemos suponer que el sistema
estd caracterizado por dos variables, vegetacion, n(Xx, t), y densidad de agua infiltrada en el terreno,
w(X, t). El modelo mads sencillo es una variacién del modelo formulado por Klausmaier (1999) que
incorpora los mecanismos bésicos del sistema:

2
1, 1) = wE 0.0 0 - w.n(® 1) + Dy, V n@, t)

2
wE 0 =p-wEn-wb).nt)? +Dw.v w(x, 1)

La segunda ecuacion describe la dindmica del recurso; el valor de p representa la entrada de agua
en el terreno definida por la tasa de precipitacion y la infiltracién; w, es un término de saturaciéon
del terreno (por escorrentia o por percolacion profunda); wn? es un término de consumo de agua
para el crecimiento de la vegetaciony D,,. VZ w es el término difusivo. En la ecuacién que describe
la dindmica de la vegetacion se utiliza la misma funcién para describir el consumo de agua. El
término p.n describe una mortalidad lineal y D,,. VZ n es el término de difusion de la vegetacion.

Se observa que para un conjunto representativo de pardmetros el sistema tiene dos soluciones
homogéneas en el espacio que indican la existencia de zonas con vegetacién y zonas desprovistas
de ella. Sin embargo, una pequefa perturbacién espacial desnivela el sistema y hace que la
vegetacion se acumule en ciertas zonas, siendo capaz de desequilibrar el reparto de agua al
disparar un mecanismo de realimentacién positiva implicito en el sistema. Dado que la tasa de
crecimiento es cuadrética en la densidad y la mortalidad es lineal, una ligera acumulacién de
biomasa refuerza su crecimiento e inicia la formaciéon de los patrones. Aunque no mostramos
aqui los detalles, estos resultados pueden demostrarse analiticamente y son facilmente deducibles
de las ecuaciones. En realidad, el método de Turing no es més que una ampliacién del concepto
de linealizacion, basico en ecuaciones diferenciales, aplicado a modelos espaciales (Murray 1989;
HilleRisLambers et al 2001). Simplificando las ecuaciones en torno al estado homogéneo se puede
mostrar que perturbaciones bésicas (tipo seno o coseno) hacen el sistema inestable, permitiendo
ademads conocer la geometria y distancias caracteristicas de los patrones que se forman.

De este modo un esquema sencillo pone de manifiesto los dos elementos basicos para explicar los
patrones geométricos: la redistribucion del agua de zonas desnudas a vegetadas y un mecanismo
interno de facilitacién que refuerza el crecimiento de la vegetaciéon como consecuencia del un
aumento de su propia densidad. Las diferentes modificaciones propuestas son variaciones sobre
este esquema general. El balance hidrico puede hacerse mds realista desdobldndolo en dos
variables: densidad de agua infiltrada en el suelo y densidad de agua superficial, en un capa por
encima del terreno. La rdpida dindmica de ésta Gltima explicaria la redistribucién espacial hacia
zonas vegetacion, de més rapida absorcién (HilleRisLambers et al 2001). También se han propuesto
varios mecanismos de facilitaciéon tales como una mortalidad dependiente de la densidad, mayor
infiltracidon (o menor evaporacion) de agua en terrenos vegetados debido al aumento de porosidad;
incremento del alcance de las raices con la biomasa para competir mejor por el agua circundante,
etc. Todos estos procesos pueden ser eficazmente resumidos en un sencillo modelo integro-
diferencial con una tinica variable para la vegetacion n (X%, t)

nx, ) = —p.n(x, t)+f w(|xX-x)nx,t)dx
Q

una mortalidad lineal y un crecimiento en funcién del entorno local de cada punto. Esta
dependencia contempla los dos efectos principales: facilitacién de la vegetacién en el entorno
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cercano (sin especificar el mecanismo) y competencia por el recurso a partir de una cierta
distancia. Un anadlisis similar de la linearizacién espacial revela la formacién de patrones espaciales
regulares s6lo con este esquema minimo (D.Odorico et al 2006).

También se estdn proponiendo modelos con representaciones mas completas y detalladas de los
mecanismos. Gilad et al. (en preparacién) plantean el modelo con tres variables (vegetacion, agua
superficial y agua subterrdnea) combinando términos difusivos e integrodiferenciales. Este modelo
enfatiza la interaccion entre los términos de facilitacion inter-vegetacion y la degradacion del las
zonas no vegetadas. En este modelo el crecimiento de cianobacterias en zonas desnudas forma
una costra que impide la infiltracion y refuerza la facilitacion. El modelo asi definido reproduce los
patrones regulares de vegetacion, permite caracterizar los perfiles espaciales de agua e identifica
posibles causas de cambios bruscos e irrecuperables de la cobertura vegetal.

Otro enfoque posible es acudir a simulaciones mediante autématas celulares que permiten una
mayor versatilidad en el tipo de interacciones consideradas aunque restringiendo su formulacién
analitica. En este caso, los estudios se han centrado en la formacién de bandas paralelas en
zonas con pendiente. Los primeros han sido modelos muy simples de una tnica variable con
estados discretos de suelo desnudo frente a ocupado (Thiery et al 1995; Dunkerley 1997). Mediante
la representacion de facilitacién (celdas no vegetadas ceden agua pendiente abajo y vegetadas
difunden agua a sus vecinas laterales) y competencia (las celdas vegetadas frenan el agua de
escorrentia que no alcanza a las celdas pendiente abajo) se reproduce la formacion de bandas y
su dindmica. Por otro lado, el modelo de Esteban y Fairén (2006) incluye detalles de la dindmica
de crecimiento de la vegetacion y de la transferencia del agua que permite un andlisis de la
productividad del sistema y de su respuesta a la variabilidad de las precipitaciones anuales.

Aunque el mecanismo fundamental de formacién de patrones parece ya identificado en los
modelos mencionados, atin quedan muchos aspectos por cubrir. Particularmente critico resulta
la formulacién de un modelo espacialmente explicito que incluya la dindmica del recurso hidrico
yuna fluctuacién estocdstica de las precipitaciones. Asi, la caracteristica fundamental de los climas
dridos son la existencia de lluvias puntuales e intermitentes. Si bien existen modelos hidrolégicos
que estudian la distribucién y variacién de la humedad en el terreno (Porporato et al. 2002), el
andlisis de los efectos estocdsticos de la precipitacion sobre los patrones espaciales de la vegetacion
no ha sido suficientemente estudiado. Por otro lado, enfoques espacialmente explicitos para varias
especies pueden contribuir a identificar los mecanismos de coexistencia, segregacion y alternancia
observados en comunidades semi-aridas.

3.5. Impacto delos patrones de la actividad humana sobre la Dinamica
de Difusion de Informacion

Se estudia el impacto de los patrones de la actividad humana en la difusién de la informacién.
Para ello nos encontramos con un virus experimento de correo electrénico que incluy6 a 31 183
personas en los que hemos sido capaces de rastrear una pieza especifica de informacion a través de
la red social. Hemos encontrado que, contrariamente a los modelos tradicionales, la informacién
viaja a un ritmo inesperadamente lento. Mediante el uso de un modelo de ramificacién que
describa con precisién el experimento, muestran que la gran heterogeneidad en el tiempo de
respuesta es responsable de la dindmica lenta de informacién a nivel colectivo. Dada la generalidad
de nuestros resultados, se discute la importancia implicaciones de este hallazgo dando el ejemplo
de los fen6menos humanos colectivos dindmicos.

Modelado de fenémenos sociales como las nuevas dindmicas de la interaccién de los individuos
ha atraido recientemente una gran cantidad de actividad por los fisicos estadisticos. Los ejemplos
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incluyen epidemias de propagacion, la cooperacion, la formacién de opinién, dindmica cultural,
la difusion de las innovaciones, etc. Todos ellos estdn determinados por la propagacién manera
los seres humanos o compartir informacién y por lo tanto dependen de los ritmos y patrones
de actividad de los seres humanos. A pesar de su importancia, detallada los datos empiricos
sobre cémo los seres humanos difundir una pieza especifica de informacién son escasos o
indirecto. La mayoria proviene de la comprensién epidemiolégica modelos que se ejecutan en
redes sociales empiricos o sintéticos. Estos modelos generalmente los patrones de abandono de
actividad humana, suponiendo que el tiempo de respuesta 7g, es decir, el tiempo que toma para
que una persona vuelva a enviar la informacién, es homogénea o descrito por una distribucién
exponencial que conduce a una descripciéon de Poisson para los patrones de la actividad humana.
La principal justificacién de esta aproximacién es que permite que las descripciones teéricas y
computacionales a través de simples modelos de Markov. Sin embargo, la investigacién reciente
muestra que la actividad humana es mucho mads heterogéneo que cuenta en total contradiccién
con la aproximacién de Poisson. Por ejemplo, la actividad del correo electrénico , las frecuencias
de mercado de comercio, las visitas de paginas Web, o la actividad en linea en los espacios sociales
son todos descrito por las distribuciones de cola pesada o la ley de energia. Nosotros muestran
cémo la gran heterogeneidad de la actividad humana ritmos controla la dindmica de difusion de
la informacién y cuestionar la validez de los modelos actuales para describirlo.

El mismo tema fue considerado en la referencia (A. Vazquez et al., Phys. Rev. Lett. 98, 158702, 2007)
donde los autores investigan el efecto de las distribuciones de cola pesada observado 7, el tiempo
entre mensajes de correo electrénico consecutivos (el tiempo interevent), en comunicacién por
correo electrénico. Los autores proponen una relaciéon entre 7z y 7g: El tiempo de respuesta se
puede aproximar (de abajo) el tiempo transcurrido entre la recepcién y el envio de mensajes de
correo electronico TS. Si los correos electrénicos entrantes llegan a veces al azar, el promedio
TR viene dada por la solucién de la paradoja del tiempo de espera en procesos de renovaciéon
TR ETrs = Tp/2(1+ U%/fE). La base de datos (J. P Eckmann, E. Moses, and D. Sergi, Proc. Natl.
Acad. Sci. U.S.A. 101, 14 333, 2004) utilizado en la referencia da T =1 diay o = 3,3 dias , y
entonces Tp = 6 dias. Asi, mientras que la media interevent tiempo es de alrededor de un dia, su
heterogeneidad hace que el tiempo de respuesta mucho més grande y la informacién viaja mas
lenta de lo esperado. Sin embargo, esta es una mala aproximacién 7z desde que recibi6 un correo
electrénico puede desencadenar medidas al respecto que se correlaciona la recepcién y expediciéon
eventos. De hecho, la misma base de datos utilizado en la referencia. contiene datos sobre los
correos electrénicos entrantes y salientes de donde se puede obtener eso 7rs = 2,5 horas, y luego
la aproximacion 7 g = Tg utilizada en la referencia da lo contrario conclusién: la informacién debe
viajar mucho més rdpido que espera.

Este ejemplo pone de relieve una deficiencia importante de la los datos actualmente disponibles:
la incapacidad de resolver la dindmica de un elemento de contenido especifico a nivel de los
individuos (D. Liben-Nowell and J. Kleinberg, Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 105, 4633, 2008). Este
obliga a hacer inferencias acerca de la dindmica de transmisién de datos en linea, o sin el
conocimiento de la naturaleza de la informacién transmitida, o de la poblacién promedio de los
resultados. En Para superar esta limitacién, se realiz6 un gran experimento escala para medir
la influencia de la actividad humana en la difusién de una pieza especifica de informaci6n.
Los suscriptores de un boletin en linea en 11 paises europeos fueron recompensados por
recomendarlo. La oferta difusion a través de correo electrénico propagacioén viral (S. Jurvetson and
R. Draper, Viral Marketing, Netscape M-Files, 1997) el seguimiento en la cada paso. Publicidad
en la Web impulsado 7.154 personas a iniciar cascadas recomendacion (figura siguiente) que,
impulsado por 2111 esparcidores de secundaria, crecié hasta un total de 31 183 personas recibieron
el mensaje, el 77% de ellos a través de mensajes de correo electrénico recomendacién. El grafico
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contiene la propagaciéon 7188 cascadas de tamafios entre 2 y 146 nodos y didmetros de hasta 8
pasos de propagacion.

Figura 3c: Cascada con 122 nodos y 6 pasos de propagacién que se encuentran en los experimentos.
Empieza de una semilla en el centro (negro) y crece por propagacion a través de nodos viral (gris).

Aunque la infeccién y la propagacién de mensajes pueden ser muy involucrados procesos,
andlisis a nivel de poblacién describir la propagacién viral en funcién de la base reproductiva
Ry ntimero, es decir, el nimero promedio de casos secundarios generados por cada informado
individual. Si Ry > 1, la propagacion alcanza el punto de inflexién donde la informacién llega a una
fraccion significativa de la poblacion objetivo, pero si Ry < 1, la propagacién muere rdpidamente.
Secundaria esparcidores pasé el mensaje a un 7 = 2,96 individuos en promedio. Sélo una fraccién
A =0,0879 de personas tratadas estaban infectados por el proceso viral y transmiti6 el mensaje otra
vez. Por lo tanto, el promedio de casos secundarios por los sujetos infectados Ry = A7 = 0,26 estd
por debajo del depésito punto. Mientras que Ry es pequerio, la gran heterogeneidad en los valores
individuales de r y A (ver fig.3.5) produjo un fuerte variacion en el tamafio de la cascada que se
encuentran en nuestros experimentos. Esta heterogeneidad no fue suficiente para mantener el
difusién, y todas las cascadas se detuvo después de una multiplicacién nimero finito de pasos
recomendacién. La campafia fue un éxito viral, sin embargo, como el niimero de personas por el
virus se lleg6 a cuatro veces mayor que la de las semillas.

Una caracteristica notable de las cascadas que se encuentran viral fue el la escasez de los bucles,
tridngulos, o caminos cerrados (figura anterior). Correo electronico redundancia (es decir, la
fraccion de correos electrénicos enviados a las ya personas informadas) era s6lo del 0,74 % como
cascadas se sobre todo en forma arbérea. Este hecho también ha sido encontrada en cascadas de
recomendacion de los minoristas en linea o la informacién cascadas en la blogosfera. Sin embargo,
sociales las redes son localmente densa, y una gran parte de los enlaces conecta a los miembros
de las comunidades o grupos internos anticipando una redundancia de correo electrénico mas
grande. Una posible explicacién es que los difusores virales suponer que el grupo de donde llegé un
mensaje que ya sabe y evitar esa comunidad, como se sugiere en la referencia de cartas en cadena.
Esta caracteristica de auto-evitando puede reducir el impacto en la informacién la difusién de la
red social estructura local favor de gama media a las propiedades de la topologia global.

De acuerdo con los estudios mencionados en la introduccién, nuestras campanas de marketing
viral muestran también una alta heterogeneidad en la 7 tiempo de respuesta a nivel individual:

Los participantes reenviar el mensaje después de g = 1,5 dias en promedio, con una gran
desviacion estdndar de o;, = 5,5 dias. Algunos de los participantes a enviar la invitacién por correo
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electrénico tanto como 7z = 69 dias después de recibirlo. Nuestros datos son plenamente compa-
tibles con una distribucién logaritmica normal para la distribucién de tiempos de respuesta P(tg).
De ley de potencia o de distribucién exponencial distribuciones sistemdticamente a lo largo y
subestiman (respectivamente) la frecuencia de los tiempos de respuesta de gran tamafo (véase
Fig. 3.5). Por otra parte, el tiempo de respuesta no muestra estadistica correlacién con el nimero
de recomendaciones formuladas por los participantes (ver fig. 3.5). Asi, el Ty retraso en el envio
de una mensaje y el nimero de recomendaciones enviadas resultado de la r de las decisiones
aparentemente independientes.

X (days)

Figura 3.5 (linea de color). Complementarias de distribucién acumulada de la 7z tiempo de
respuesta en las campafas de marketing viral (circulos).

La linea continua muestra se ajusta a una distribucién logaritmica normal con [i = 5,547 y 62 =
4,519 (negro) y un exponencial distribucién (rojo) y una distribucién de ley de potencia (azul) con
el exponente 1.48. Recuadro: Gréfico de dispersion de la serie de recomendaciones enviados por
cada participante r; frente a su tiempo de respuesta 7 ; (puntos). La linea roja es un promedio
moévil de r en funcién de la 7.

A nivel colectivo, nos encontramos con un comportamiento extraordinario de difusién de la
informacion: Si i(f) es la fraccion media (mds de todas las cascadas) de reenvio de las personas
informadas del mensaje en el tiempo ¢, su dindmica sigue un inesperadamente lento ritmo (ver
fig. 3.6). Esto esta en contraste con las tradicionales modelos epidemia donde la dindmica de i(¢)
en las cascadas es modelada por la ecuacién de crecimiento

di . . L ot

— =api(t) = i(r) = i(0)e™",(10)

dt
donde ay = (Ry—1)/Tg es la aproximacion ingenua a la Pardmetro de tipo malthusiano de la
poblacién. La ecuacién (10) es la versiéon mds simple de los modelos més complicados, tales como
Bajo el modelo de difusién de innovaciones (E. Rogers, Diffusion of Innovations (Free Press, New
York, 1995)) o el susceptibles infectados-retirado (SIR), modelo de la epidemia utilizados para la
propagacion modelo de informacion en las redes sociales. La ecuacién (10) se basa en el supuesto
de que la infeccién, o difusién de la informacién, sucede principalmente en torno a tiempo 7y = g
y que las nuevas infecciones por individuos que han ya otros infectados es muy poco probable de
TR >>1Tp.
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Figura 3.6:(linea de color). Promedio fracciéon de nuevos participantes como un funcién de la
hora de inicio en cascada en nuestras campanas (circulos) en comparacién con la prediccién del
modelo Bellman-Harris p(f) la distribucién log-normal (linea negro) de la figura 3.5 y con p(¢)
exponencial de la misma media (rojo). La linea punteada es la aproximacién asintética (14) del
modelo Bellman-Harris p(f) log-normal. Recuadro: El tiempo de evoluciéon de la media en cascada
tamafio (circulos) predijo con exactitud por el modelo para G(¢) lognormal. Enrojo es la prediccién
para exponencial G(t).

Desde T = 1,5 dias, la ecuacién (10) implica que la mayoria de las infecciones (nuevas personas
informadas) debe ocurrir durante los primeros pocos dias. Sin embargo, se observa una fraccién
significativa de nuevas infecciones, incluso en la escala de tiempo de mes como se muestra en la
Fig. 3.6. Por otra parte, la decadencia funcional de los nuevos infectados los individuos no pueden
ser explicados por una disminucién exponencial como (10) predice. Asi, los modelos tradicionales
de la epidemia no predecir la velocidad de la informacién y también la forma funcional de su
dindmica.

Para explicar nuestros resultados, los modelos con una ramificacién proceso que considera la
heterogeneidad de la actividad. Dada la baja redundancia de correo electrénico, se considera s6lo
el crecimiento de forma de 4rbol cascadas. Sin embargo, esta aproximacién captura la principales
caracteristicas de la dindmica de la difusién en redes sociales. Cada cascada empieza a partir de
una semilla que inicia propagacién con un ntimero al azar de las recomendaciones cuyo promedio
es f. Tocado individuos pasan a un segundo separadores con una probabilidad A propagar el
mensaje mds. El reenvio de lainformacién ocurre unay otra vez 7, independiente de r y distribuido
por P(7). Este proceso es el conocido Bellman-Harris ramificaci6n modelo donde la fraccién media
(m4s de todas las cascadas) de individuos activos en el tiempo ¢ estd dada por

¢
i(r)= l—G(t)+R0f i(t—-1)P(r)dt,(11)
0

donde G(t) = f; P(1)dr es la distribucién acumulada funcién (CDF) de P(t). La ecuacién (11) no
es markoviano, ya que el nimero promedio de casos se i(f) nuevo considerando taz en el tiempo ¢
depende de la historia de las infecciones en los Gltimos 0 < 7 < t. Soluciones explicitas de (11) no
existen para P(t) general y Ry, pero si hay una solucién de la ecuacién implicita.

Rof e “"P(r)dt =1,(12)
0

entonces el comportamiento asintético de (11) viene dada por

Ry—1
aoRg Jo e~ T P(1)dt’

i(H=Ce",C= 13)
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Asi, aunque la ecuacién (11) no es markoviano, se comporta asintéticamente como las soluciones

de los simples markoviano modelo (10) con a dada por la solucién de (12). Esta aproximacién

general P(f) es exacta en el caso de la distribucién exponencial sin memoria de las estadisticas
=T

T

. e
de Poisson: P(7) =
T

, la solucién de (12) es @ = ag y Ecuaciéon (11) puede ser escrita en forma
R
diferencial segtin la ecuaci6n (10).

Sin embargo, para Ry < 1 (es decir,a < 0), la Ec. (12) tiene una solucion para a sélo si decae
p(t) lo suficientemente rapido, en concreto, mas rdpido que la distribucién exponencial en el
limite ¢ — oo. Por lo tanto, modelos de crecimiento similares (10) o aproximaciones similares
(13) no son vélidos para una gran familia de distribuciones P(#) conocido como distribuciones
subexponencial, es decir, aquellos en descomposicién mds lenta de exponencial cuando ¢ — co
Esta familia incluye importantes casos como el registro de lo normal, el poder-ley, o estirado
distribuciéon exponencial. En ese caso, el general asint6tica comportamiento de la ecuacién. (11)
estd controlada por la cola en lugar de la distribucién MID

1
R [1-G(0)],(14)

()~
() 1-R,

que pone de relieve el cardcter no markoviano de las soluciones de la ecuacién (11), ya que
dependen de las personas cuyo tiempo de respuesta es la mds larga. Las distribuciones utilizadas
el modelo de la gran heterogeneidad de los tiempos de respuesta humana (ley de potencia, o
log-normal ) son miembros de esta clase de las distribuciones, y la ecuacién (14) muestra el
profundo impacto de gran heterogeneidad en los tiempos de respuesta: El muy funcional forma
de la dependencia del tiempo ha cambiado, y la dindmica de la informacién no depende de el
valor medio de la tiempo de respuesta, pero en la cola de la distribucién, por lo tanto dréstica
ralentizacion de la circulacion de la informacion. La Figura 3.4 muestra el acuerdo de huelga de la
aproximacion (14) con los datos obtenidos en nuestras campanas de asumir que P(7) es dada por
la distribucién log-normal en la figura 3.5.

La disminucién de la difusién de la informacién debido a la subexponencial naturaleza de los
tiempos de respuesta humana puede explicar la prevalencia de algunos rumores, campafas virales,
cartas en cadena, o de virus informéticos como se sugiere (A. Va'zquez et al., Phys. Rev. Lett. 98,
158702, 2007). Por ejemplo, si asumimos que las semillas son inicialmente N; infectados y fijar
el final de la difusion cuando la fraccion de desintegra las personas infectadas con i(¢f) ~ i/Nj,
entonces el Aproximacion de Poisson (10) da Iy = ay 11nN;, mientras que en el caso log-normal

[ecuacién (11)] nos lr=~eVv binNs  qonde b es independiente de Ry. Para grandes N; suficiente, hay
una enorme diferencia entre ambas estimaciones. Por ejemplo, si Ny = 10* individuos (un valor
grande, pero moderada), tp=17 dias (con Ry = 0,26) para los modelos de Poisson, mientras que
ty =1 ano si P(7) es log-normal.
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Figura 3.7:(linea de color). Valor de la inversa de la maltusiana pardmetro (en minutos) en funcién
de Ry para Ry = 1. La negro por debajo de la linea es el resultado dado por la ecuacion. (12),
donde G(t) es la de distribucién provista log-normal y corresponde la linea recta en rojo a G()
una distribucién exponencial con el mismo 7 = 1,5 dias.

Curiosamente, la gran heterogeneidad que se encuentran en los humanos tiempo de respuesta
tiene el efecto contrario sobre la epidemia umbral (Ry > 1) en la ecuacién (12) tiene una solucién
a mucho mayor que aq (Fig. 3.7). En este caso el capitdn-Harris modelo describe el importante
crecimiento inicial exponencial de la epidemia se propague, y vemos que difundir informacién
mads rdpido de lo esperado con ser incluso un orden de magnitud mayor que ay. Por ejemplo,
aunque el promedio tiempo de respuesta es del orden del dia en el correo electréonico tipica
cambio, si tiene éxito, la difusién de informacién a través correo electrénico se producird en
cuestion de horas. El cambio de comportamiento por encima y por debajo del punto de inflexién
se debe a el diferente impacto sobre la dindmica de las personas con valores pequefios o grandes de
Tgr: Mientras que para Ry < 1 el nimero de decae personas infectadas en el tiempo hasta un punto
donde un sola persona puede detener o reanudar un crecimiento viral en cascada, para Ry > 1, la
dindmica se rige por los individuos con un escaso valor de 7z, mds abundantes que los de T = g,
lo que acelera la difusién.

En resumen, hemos demostrado que la gran heterogeneidad en la actividad humana controla
la difusiéon de informacién. Su impacto no es meramente cuantitativos (una renormalizacién
simple informacién de la velocidad), sino que cambia cualitativamente la dindmica de difusién
de la informacién a nivel colectivo. En concreto, por debajo del punto de inflexién, el concepto
mismo de informacién la velocidad se convierte en mal definido como la informacién avanza en
tiempo logaritmico. Este efecto es universal porque que no depende de los detalles especificos de
la actividad humana patrones, sino en el cardcter subexponencial de su distribucién. Dado que
la transmisién mdés informacién y el intercambio en las redes sociales tiene un alcance limitado,
por lo que ocurre a continuacion el punto de inflexiéon, nuestros resultados estdn obligados
a afectar la forma entendemos y modelo de los fen6menos sociales, como el rumor difusién,
cooperacion, formacioén de la opinién, la dindmica cultural, difusién de las innovaciones, etc De
hecho, hemos demostrado que la ecuacién més comtn y simple para epidemia dindmica de [la
ecuacion de crecimiento (10)] no se puede utilizar para el modelo de difusién de la informacién
dada la importancia de la heterogeneidad en este proceso dindmico. Puesto que esta ecuacién
es por lo general el primer elemento en méds complicados y los modelos méas populares (por
ejemplo, el modelo de Bass, el SIR/susceptible- modelos infectados susceptibles, etc), esperamos
los modelos de sufrir los mismos problemas que se encuentran aqui. Por tltimo, ya que no Poi-
sson (subexponencial) distribuciones también caracterizan los ritmos individuales y la actividad
los patrones de otras acciones humanas, esperamos una influencia similar de la heterogeneidad en
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el correspondiente dindmica de los comportamientos colectivos. Esperamos que nuestro trabajo
se desencadenar nuevas investigaciones sobre el impacto de que la heterogeneidad en la manera
de modelar y comprender la dindmica humana.



CAPITULO 4

SIMULACION DE LOS MODELOS DE OSCILACION Y DE

4.1.

REACCION-DIFUSION.

Simulacion del modelo de oscilacion
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Figura 4.1: Simulador del movimiento de los d4tomos

Esta demostracion simula el movimiento de los “4dtomos” vibrando alrededor de una fuente
llena de vida. Podrian, por ejemplo, representan oscilaciones radiales longitudinales de las ondas
sonoras. La fuente oscila sinusoidalmente con una frecuencia elegida y luego el movimiento de los
siete circulos de 4tomos sigue la pulsacién de la bola azul con un retraso de fase creciente. Durante
un ciclo, la pulsacién se produce a una frecuencia elegida (1 a 10 ciclos / seg), con aumento y
disminucién de la amplitud sinusoidal. El volumen de la bola azul y la posicién de los 4&tomos
exteriores se pueden leer en el grafico superior.

También es posible cambiar la inercia del medio por el aumento de la masa de los &tomos, lo que
cambia la fase de los siete circulos grises. El grafico superior muestra la relacién entre la inercia y la
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fase. Si el retraso de fase es pequenio, las frecuencias de todos los &tomos que vibran permanecen
esencialmente sin cambios.

Sus amplitudes pueden cambiar si el factor de amortiguamiento es mayor. La posicién de extrema
derecha de los resultados de control deslizante en la amplitud de cero (no hay movimiento alguno)
en el anillo exterior.

“Outgoing Waves Generated by a Pulsating Source” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/OutgoingWavesGenerated ByAPulsatingSource/

4.2. Simulacion del modelo de reaccion-difusion

Esta demostracion muestra la concentracién de quimicos en estado estacionario alrededor y
dentro de un reactor quimico esférico que consume la sustancia quimica al llegar a la esfera a través
de la difusién. La “vista transversal” muestra la concentracién en un plano a través del centro de
la esfera, con la superficie de la esfera indicada por el circulo negro. La “visién radial” compara la
concentracién quimica con una esfera del mismo tamafio que la absorbe por completo, conla zona
gris que indica el interior de la esfera. El porcentaje de velocidad de reaccién total es la velocidad
ala que el reactor consume la sustancia quimica en relacién con la tasa de una esfera totalmente
absorbente.

sphere radius U
diffusion coefficient D

reaction rate ]J

total reaction rate percentage: 77%

cross-section view | radial plot |

Figura 4.2: Simulacién de la concentracién de quimicos en estado estacionario

La concentracion c(r) a la distancia r desde el centro del reactor esférico satisface la ecuacién de
difusion DVZ c(r)=7yc(r)sir<a,y0sir>a,encoordenadas esféricas, donde D es el coeficiente
de difusién, a es el radio del reactor esférico, y y es el coeficiente de velocidad de reaccién. La esfera
estd en un fluido sin limites. En las unidades se utiliza aqui, la concentracion de los enfoques ¢ = 1
lejos de la esfera.

La reaccién dentro de la esfera es cinética de primer orden, es decir, la velocidad de reaccién es
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proporcional a la concentracién: el nimero de moléculas del liquido eliminado por unidad de
tiempo y por unidad de volumen es y¢(r) en una posicion con la distancia r < a desde el centro de
la esfera. La eliminacién de la sustancia quimica en el reactor crea un gradiente de concentracién
y por lo tanto la difusién de la quimica del liquido que rodea a la esfera.

En comparacion, la esfera absorbe totalmente satisfaciendo DVZ c(r) =0 parar > a condicién de
frontera con c(a) = 0.

La esfera absorbe por completo con la maxima velocidad posible, los productos quimicos de
difusién. El reactor se acerca a ese maximo por el consumo de moléculas que llegan antes de que
tengan la oportunidad de difundirse de nuevo fuera del reactor. Lograr esto requiere la distancia
tipica de una molécula en el reactor que se difunde antes de ser consumido, sqrtD/y, a ser
pequefios en comparacién con el radio de la esfera, a. En este caso, la mayor parte del consumo se
produce cerca de la superficie de la esfera.

“Diffusion to a Spherical Reactor” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/DiffusionToASphericalReactor/
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CAPITULO B

FRACTALES Y SU RELACION CUALITATIVA CON LOS MODELOS DE
OSCILACION Y REACCION-DIFUSION.

Asi como Richard Bentleyllamo la atencion sobre la relacion existente entre los objetos regulares y
la representacion de la naturaleza, nosotros llamamos la atencion sobre la relacién que hay entre
estos objetos matemadticos que conforman la geometria de la Teoria del Caos y los modelos de
oscilacién y de reaccién-difusién. Una relacion de tipo cualitativo, que exprese de acuerdo a su
comportamiento un estado de fase de la iteracién que construye el fractal.

Pararealizar dicha analogia comportamental es necesario tener en cuenta que se haré con fractales
no lineales, recordemos que estos se definen como aquel que se obtiene a partir de iterar una
funcién no lineal definida en el cuerpo de los nimeros complejos. Y lo méds importante es que
estos proyectan colores y formas al momento de iterarse y son estos los que permitirdn relacionar
el fractal con el estado del sistema (modelos).

De acuerdo con la definicién de fractal no lineal, podemos intuir que la geometria fractal es
la herramienta mds interesante a la hora de modelizar situaciones reales de gran complejidad
originadas por multiples repeticiones de procesos muy elementales, pues como hemos visto, los
fractales nos ofrecen la posibilidad de construir estructuras complicadas a través de procesos
simples. De esta manera, es corriente representar de forma simbdlica la geometria fractal como
un puente que conecta el orden y el caos, utilizando como instrumento los procesos infinitos
iterativos.

5.1. Un fractal para el modelo de oscilacion

Consideremos una presencia observada de cierta cantidad de mosquitos en un espacio
determinado que se comporta de la siguiente manera: xy; — sin x; (1 + ﬁ) Y Yk+1 — Xg. Dicha
iteracién se da a través del tiempo representado por cada fase de la ecuacion de transferencia.
Donde A resulta de relacionar las caracteristicas climatolégicas de régimen de precipitacién de
lluvias yla temperatura ambiente. De esta manera el mapa del hombre de jengibre nos proporciona
un grafico en el cual evidenciamos la evolucién del modelo.

Esta parcela muestra 6rbitas del mapa interactivo de dos dimensiones (una variacién del mapa
Gingerbreadman):xy.; — sin x;(1+ ﬁ) Yk Yk+1 — Xk. Las 6rbitas son generados por la iteracion el
mapa 3000 veces utilizando diferentes puntos iniciales. Se trazan seis 6rbitas inicialmente, a partir
de las posiciones marcadas por el localizador de objetos. Puede arrastrar estos puntos iniciales

105
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o agregar y/o eliminar otras nuevas dentro de la parcela. Cada 6rbita es de color diferente y los
colores se repiten ciclicamente.

El fractal del mapa de gingerbreadman y su relacién con el endemismo de una poblacién de
mosquitos en un habitad: el mapa nos muestran orbitas de colores diferentes, donde cada
orbita representa una porcién de la presencia observada de mosquitos. Se puede observa que
en la evolucion del mapa las orbitas oscilan a través del tiempo, es decir, aparecen aumentan y
disminuyen, debido a que el pardmetro A (relacion entre el régimen de precipitacion de lluvias
y la temperatura ambiente) cambia gradualmente debido a factores ambientales. Andlogamente
cuando las condiciones ambientales (parametro 1) sean favorables para la especie endémica se
evidenciara un incremento en la densidad poblacional de los mosquitos.

Variations of the Gingerbreadman Map (Las variaciones de la Hoja de Gingerbreadman)

parameter 1 U -015

function [sine |casine

hide locatars [7]

set random parameter and initial points

Figura 5.1: Simulador hombre gengibre

RELATED LINKS

Iterated Map (Wolfram MathWorld)
Gingerbreadman Map (Wolfram MathWorld)

PERMANENT CITATION

“Variations of the Gingerbreadman Map” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/VariationsOfTheGingerbreadmanMap/
Contributed by: Erik Mahieu

5.2. fractal paralareacciéon-difusion

Mandelbrot nos representa la difusiéon y Julia nos representa la reaccién dependiendo del valor
de ¢ complejo podemos decir si el sistema es Homogéneo (excitable, oscilante, biestable) o estd en
desequilibrio. El sistema es excitable cuando, los puntos ¢ en Mandelbrot me originan un conjunto
de Julia conexo abierto; cuando en Julia se origina un conjunto convexo, quiere decir que el sistema
es oscilante; y por ultimo si en Julia se origina una nube de puntos observamos que el sistema esta
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en desequilibrio, es decir, cuando hay mayor reaccién que difusién o caso contrario cuando hay
mayor difusién que reaccion.

El fractal de Julia y Mandelbrot y su relacién con los ecosistemas dridos: en un ecosistema arido
la difusion del agua no puede ser homogénea porque no seria suficiente para mantener una
cobertura homogénea del espacio.

Los puntos ¢ representan la relacién entre la dindmica y el consumo de agua en un ecosistema
drido. Las formas tomadas por el conjunto de Julia nos muestra la intensidad de la reaccién
difusién, de acuerdo a los valores complejos ¢ que se toman en el conjunto de Mandelbrot. Los
puntos ¢ (complejos) a la curva céncava de Mandelbrot representan una mayor difusién, lo que
implica una representacién en nubes de puntos que se subdividen cada vez m4ds en el conjunto de
Julia. Andlogamente los puntos c del interior de la curva c6ncava de Mandelbrot representan una
mayor reaccion lo que implica en julia una curva céncava.

Julia Sets and the Mandelbrot Set (Conjunto de Julia y el Conjunto de Mandelbrot)

= 00000 + 0.0000¢

Figura 5.2: sistema excitable

Figura 5.3: sistema oscilante

Cada conjunto de Julia de la derecha corresponde a un polinomio de segundo grado de la
formaf(z) = z? + c. Puede utilizar el localizador para elegir el niimero complejo ¢ de la imagen
del conjunto de Mandelbrot a la izquierda. El conjunto de Julia serd un conjunto conectado
precisamente cuando c se encuentra en el conjunto de Mandelbrot.

RELATED LINKS

Fractal (Wolfram MathWorld)
Julia Set (Wolfram MathWorld)
Mandelbrot Set (Wolfram MathWorld)
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©=-0.4500 + 0.8200i

Figura 5.4: sistema en desequilibrio

PERMANENT CITATION

“Julia Sets and the Mandelbrot Set” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/JuliaSetsAndTheMandelbrotSet/
Contributed by: Mark McClure



CAPITULO ©

ANEXOS

6.1. Simuladores

6.1.1. Elmovimiento browniano en 2D y la ecuacién de Fokker-Planck

Mostramos el movimiento browniano de un conjunto en evolucién de las particulas y la densidad
de probabilidad correspondiente. La densidad de probabilidad es una solucién de la ecuacién de
Fokker-Planck, que aqui se reduce a una deriva de difusiéon de la ecuacién diferencial parcial. El
centro de masa de la particula se mueve de distribucién con una velocidad de desplazamiento
constante, mientras que la difusién anisotrépica se determina por los valores principales de la
difusién en la matriz, a lo largo de los ejes cartesianos.

SNAPSHOTS

- B

fime

d |

Figura 6.1: Estado uno

El movimiento browniano de una particula se describe mediante una ecuacién diferencial
estocéstica dX; = udt + adWy, donde X; son las posiciones de las particulas en el espacio R",
1 es la velocidad de derivacién, o es una matriz n X n y d Wy representa un proceso normal de
dimensiones Wiener. La ecuacion de Fokker-Planck (también llamada ecuacién de Kolmogorov
hacia adelante) describe la evolucién temporal de la densidad de probabilidad p(X;):

% =-Vup+\ 0V p,

109
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e 5 o 58

e ———— | —

d | ¥

diffusson

Figura 6.2: Estado dos

diffusson

Figura 6.3: Estado tres

donde D= 1o 7*!

Si uy D son constantes, la ecuacién de Fokker-Planck se reduce a una ecuacién de la deriva de
difusién que se puede resolver analiticamente. Las soluciones fundamentales son la distribucién
de Gauss, que se deriva con respecto el tiempo.

Esta demostracién muestra el movimiento browniano de un nimero de particulas independientes
en 2D superpuestos a la solucién de la ecuaciéon de Fokker-Planck. Para simplificar los controles,
los ejes principales de la matriz D son siempre los ejes horizontales y verticales de la pantalla.

RELATED LINKS

Wiener Process (Wolfram MathWorld)

Random Walk2Dimensional (Wolfram MathWorld)
Heat Conduction Equation (Wolfram MathWorld)

PERMANENT CITATION

“Brownian Motion in 2D and the Fokker-Planck Equation” from the Wolfram Demonstrations
Project

http://demonstrations.wolfram.com/BrownianMotionIn2DAndTheFokker PlanckEquation/
Contributed by: Alejandro Luque Estepa



6.1. SIMULADORES 111

6.1.2. Ecosistemas del depredador-presa: Una simulaciéon en tiempo real basado en
agentes

Esta demostracion simula la dindmica de los depredadores (zorros, en color naranja) y presas
(conejos, de color morado) en un habitat limitado 2D cuadrados. Un individuo de cada especie
sé simula como una particula que se mueve en un paseo aleatorio. La condicién inicial es tal
que hay 100 particulas distribuidas aleatoriamente en el espacio, el 10% de los cuales son los
zorros y los conejos el resto. Una particula de conejo puede replicarse en una determinada tasa
de crecimiento. Una particula zorro tiene que comer (es decir, chocan en) una particula de conejo
con el fin de replicarse, y morird si no come cualquier particula de conejo por un periodo de
tiempo determinado. La poblacién maxima de cada especie estd limitada a 500. Dependiendo de
la configuracién de los pardmetros, este ecosistema muestra varios comportamientos distintos,
incluyendo la extincion de los zorros (o de ambas especies), la oscilacién de las poblaciones, y las
ondas espaciales de los zorros persiguiendo grupos de conejos. Usted puede detener y reiniciar la
simulacidn en tiempo real utilizando la simulacién de ejecucion casilla de verificacién
SNAPSHOTS
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Figura 6.5: Estado dos
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Grovith rate of rabbits -1
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Figura 6.6: Estado tres

Este modelo obedece a las ecuaciones de Lotka-Volterra

RELATED LINKS
Lotka-Volterra Equations (Wolfram MathWorld)
PERMANENT CITATION

“Predator-Prey Ecosystem: A Real-Time Agent-Based Simulation” from

the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/PredatorPreyEcosystemAReal TimeAgent
BasedSimulation/

Contributed by: Hiroki Sayama

6.1.3. Depredador-Presa dindmica con el tipo de respuesta funcional Dos

Estable ciclos depredador-presa que son predichos por las ecuaciones simplificadas de Lokta-
Volterra, pero si se afiade realismo biolégico, la dindmica a menudo se convierten en oscilaciones
amortiguadas o incluso amortiguacién monétona .

Esta demostracién muestra el tipo de respuesta funcional dos para el depredador y el crecimiento
theta-logistico para la presa. Ciclos estables limite s6lo pueden ocurrir si, como una condicién
necesaria pero no suficiente de la isoclina presa tiene un méaximo (local) y su modo esta en la
densidad de la presa por encima de su punto de cruce con la isoclina depredador.

La dindmica de las interacciones predador-presa pueden predecirse a partir de las isoclinas de
crecimiento cero de los depredadores y presas. Estas isoclinas se muestran como lineas rojas y
verdes en la figura de la derecha. Las densidades de presa y depredador se miden en relacién con
la capacidad de carga de la presa (es decir, k = 1 en el modelo). El sencillo modelo de Lotka-Volterra
con sus ciclos limite estables se aproxima mediante el establecimiento de manipulacion del
tiempo, la competencia entre los depredadores a cero y la densidad de la presa con dependencia
al maximo (Control 1). sea 8 = 1 el marco que lleva el crecimiento logistico. Si se utiliza una
dependencia de la densidad real (Control 2) o se anade la competencia entre los depredadores
(Controles de 3 y 4), se observa a continuacién, que las oscilaciones se amortiguan. Un tiempo de
tramitacién distinto de cero (Control 5) implica que la tasa de consumo del depredador depende
de la densidad de las presas en funcién del tipo de Hollings y de respuesta funcional dos. Esto
puede tener un fuerte efecto estabilizador que lleva a amortiguacién monoténica (Control 6). Con
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maximum time U 500
prey's growth rate D 0.08

prey's density dependence 8 D 1,
conversion efficiency D 01

attack rate D 25

predator's “handling” time |_I 0.5
predator's death rate U 0.05
competition between pradators D 0.07

vectors in phase plot [unscaled |scaled | none

automatic scaling of axes [V]

Figura 6.7: simulador depredador - presa

la configuracién de otros parametros del punto de cruce de las isoclinas se puede desplazar a los
valores por debajo de la presa el modo de la isoclina presa (Control 7 con oscilacién amortiguada),
por lo que los ciclos estables de carrera (Control 8) pueden ocurrir.

Algunos consejos:

jAtencion! Algunas combinaciones de pardmetros puede ser que necesiten un tiempo de calculo
considerable! Los vectores en el plano de fase se puede quitar o poner de tamafio reducido (a
escala). Sila ampliacion automadtica de los ejes estd desactivada, entonces los ejes longitudes estan
fijados a 1, 1 para la presa y 0,25 para el depredador. Puede cambiar los valores de partida para
el depredador y la presa de forma interactiva con el localizador amarillo. Haga clic en el centro
del localizador y cambie su posicién con cuidado. Los valores minimos de partida son 0,00001 y
los valores méximos de partida son de 1.5 (o son iguales a las longitudes de los ejes, si la escala
automadtica estd desactivada).

RELATED LINKS
Predator-Prey Equations (Wolfram Demonstrations Project)
PERMANENT CITATION

“Predator-Prey Dynamics with Type-Two Functional Response” from the Wolfram Demonstrations
Project

http://demonstrations.wolfram.com/PredatorPreyDynamicsWithTypeTwo FunctionalResponse/
Contributed by: Wilfried Gabriel

6.1.4. Caosy orden en el péndulo amortiguado forzado en un plano

Sistemas fisicos aparentemente simples a menudo tienen un comportamiento muy complejo,
como es el caso del péndulo amortiguado forzado en un plano, que puede tener un
comportamiento cadtico o no cadtico. Para mostrar esto, esta demostracién se muestra en un
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gréfico las trayectorias distintas para distintas condiciones iniciales restringido a una pequefia
zona.

En muchos casos, todas las trayectorias tienen la misma forma o tiene una forma regular, en otros
casos el comportamiento es caético, y no es dificil ver la duplicacién de periodo en el gréfico.

parameters of the trajectories
time (s) [Jmas

number of trajectories |16 =

parameters of the pendulum
length [ m ) |] 2

0

mass [ kg ) |] 1

acceleration due to gravity a
gravity ( m/s* ) U 9.81 @ )
resistance of the fluid

_ -10
resistance [ kg's ) u 111

external force applied to pendulum
amplitude (N} [ 11.46

=20

frequency ( rad/s } U 148

Figura 6.8: Simulador péndulo amortiguado

PERMANENT CITATION

“Chaos and Order in the Damped Forced Pendulum in a Plane” from the Wolfram Demonstrations
Project

http://demonstrations.wolfram.com/ChaosAndOrderInTheDampedForced PendulumInAPlane/
Contributed by: Francisco Javier Sanchez Chapado

6.1.5. Oscilador forzado amortiguado

Esta demostracién muestra el movimiento de un amortiguado impulsado sistema masa-resorte,
asi como un gréfico de la solucién.
RELATED LINKS

Damped Simple Harmonic Motion (Wolfram MathWorld)
PERMANENT CITATION
“Driven Damped Oscillator” from the Wolfram Demonstrations Project

http://demonstrations.wolfram.com/DrivenDampedOscillator/
Contributed by: Mark Robertson-Tessi

6.1.6. Lareaccion idealizada Belousov-Zhabotinsky

Esta demostracién muestra una version idealizada de la reaccién Belousov-Zhabotinsky
implementado por medio de dos dimensiones, totalitaria autémata celular.
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initial position fle1
spring constant —{] 31
damping friction -{] 0,85
mass —{} 25

forcing amplitude i 07

forcing frequency I 24
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Figura 6.10: simulados de la reaccién BZ

NKS puede describir la auto-organizacion del complejo quimico y biolégico en estructuras
espaciales. A veces algunas de estas estructuras pueden compartir el mismo patrén. Por ejemplo,
la espiral de las ondas estudiadas en el pasado por Arthur Winfree y otros. Son tipicos de muchas
reacciones quimicas, asi como en las colonias de moho de fango. Este patrén también es tipico de
la ameba Dictyostelium discoideum, en el que las estructuras en espiral surgen de los movimientos
de las amebas en respuesta a las ondas de propagacién de la AMPC

En esta demostracion, el patrén de Belousov-Zhabotinsky reaccién quimica se lleva a cabo a
través de dos dimensiones autémata celular totalitario. Esta demostracion utiliza un rango de 1
a 20 colores totalitario autémata celular con la regla nimero 1350851716507335422, pero un gran
numero de reglas en torno a éste producen patrones similares.

Observando el patrén de formacién, dos estructuras espaciales diferentes pueden surgir: ondas
concéntricas y ondas espirales. Los dos patrones diferentes dependen de las condiciones iniciales

y representan un claro ejemplo de los miltiples modos de auto-organizacion.
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RELATED LINKS

Totalistic Cellular Automaton (Wolfram MathWorld)
Implications for Everyday Systems (NKS|Online)

PERMANENT CITATION

“Idealized Belousov-Zhabotinsky Reaction” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/IdealizedBelousovZhabotinskyReaction/
Contributed by: Luca Zammataro

6.1.7. Pendulo simple

El movimiento de un péndulo simple que cae sin velocidad inicial depende no sélo de la altura
inicial, sin embargo para las oscilaciones de pequefia amplitud, el periodo es sustancialmente
constante. En esta animacién, podemos variar la posicién inicial. Del periodo (calculado por una
férmula complicada) se muestra. El grafico en color es la hoddgrafa, una cifra de referencia de
la posicién de la particula-velocidad. A su izquierda esté la curva correspondiente a la posicién
particular elegida.

angle initial H

Figura 6.11: simulador péndulo simple

El periodo de pequenas oscilaciones, cerca de 27 = 6,2831... Para los pequefios valores iniciales,
podemos ver un periodo cerca de eso. Sin embargo, cuando el dngulo inicial esta cerca de 7(3,14)
se extiende indefinidamente el periodo.

RELATED LINKS

Pendulum (ScienceWorld)

PERMANENT CITATION

“Pendule simple (French)” from the Wolfram Demonstrations Project

http://demonstrations.wolfram.com/PenduleSimpleFrench/
Contributed by: Emmanuel Amiot
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6.1.8. Simulacién de un modelo de gas a presién simple

Este modelo es simple de entender, la presion del gas considera el gas como un conjunto de
moléculas independientes rebotando dentro de un contenedor y el recuento de la frecuencia de
las colisiones en las paredes del contenedor. La presion, es entonces, igual a la fuerza por unidad
de drea P = F / A. Un mayor nimero de impulsos discretos de fuerza puede ser como promedio
durante un tiempo de observacién para dar una presién aparentemente constante.

number of atoms U
temperature U
container size U

measurement time U

show theoretical value

prescure history

. . sure
.
[
., N
.
.
.

‘#‘ll !HI it J" '\‘

-:)

Figura 6.12: Simulador del modelo de gas a presién simple

Particulas de liberacion de gas al aumentar el “ntimero de &tomos ” de barra de desplazamiento o
haciendo clic en el cuadro, y luego ver el grafico de presiéon que registra los impactos. El aumento
de la “medicion del tiempo” permite hacer mdas suaves cuentas a expensas de la medida menos
sensible.

Segtin lo predicho por la ley del gas ideal y la Ley de Boyle, la presién se puede aumentar
mediante la reduccién del tamafio del contenedor o por el aumento del nimero de moléculas o
la temperatura (velocidad de los 4&tomos).

Laley de los estados de gases ideales:

PV =nRT
donde P es la presion, V es el volumen, 7 es la cantidad de gas, R es la constante de los gases, y T
es la temperatura del gas.

La presién puede ser definida como P = F/ A, donde F es la fuerza aplicada por el gasy A es el drea
de la superficie. En esta analogia en dos dimensiones, la presién se toma como F/L, donde L es la
longitud.

RELATED LINKS
Ideal Gas Law (ScienceWorld)
Boyle’s Law (ScienceWorld)

Robert Boyle (ScienceWorld)
Benoit Paul Emile Clapeyron (ScienceWorld)

PERMANENT CITATION
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“Simulation of a Simple Gas Pressure Model” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/SimulationOfASimpleGasPressureModel/
Contributed by: Jon McLoone

6.1.9. Elpéndulo no lineal amortiguado

Los graficos muestran el movimiento de un oscilador armoénico con amortiguamiento, en el
espacio de fase a la izquierda y en funcién del tiempo a la derecha, con la posicién del péndulo en
la esquina superior derecha. La ecuacién de movimiento es 6" (t) +y16'(¢) + w% sinf(t) =0, donde
el Qg es la frecuencia natural y y es la constante de amortiguamiento. Esta ecuacién no toma la
forma de la aproximacion sin habitual sinf = 6.

¥ D 03
t U 15,
plat type dens\ty

0]

- -2 0 w2 fis 0 20 40 060 80 100

Figura 6.13: simulador péndulo no lineal amortiguado

Se puede observar el andlogo no lineal de subamortiguamiento y sobreamortiguamiento.
La ecuacién de segundo orden puede ser resuelta mediante su division en dos ecuaciones de
primer orden.

RELATED LINKS

Simple Harmonic Oscillator (ScienceWorld) Damped Simple Harmonic Motion (Wolfram
MathWorld) Damped Simple Harmonic Motion—-Underdamping (Wolfram MathWorld) Damped
Simple Harmonic Motion—Critical Damping (Wolfram MathWorld) Damped Simple Harmonic
Motion-Overdamping (Wolfram MathWorld) Phase Space Trajectory (ScienceWorld)

PERMANENT CITATION

“The Damped Nonlinear Pendulum” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/TheDampedNonlinearPendulum/ Contributed by: Enrique
Zeleny

6.1.10. El atractor de Rossler

El atractor de Rossler es un tipo simple de un sistema dindmico con un comportamiento
interesante. Usted puede variar los pardmetros de las constantes a, b, ¢ en el tiempo.

El sistema se define por:
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maxt [
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Figura 6.14: Simulador del atractor de Rossler

dx (v+2)
—_— = = Z,
ar Y

dy

— =X+ :
’r x+ay,
d
d—j=b+xz—cz.

RELATED LINKS
Rossler Attractor (Wolfram MathWorld)
PERMANENT CITATION

“The Rossler Attractor” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/TheRosslerAttractor/
Contributed by: Daniel de Souza Carvalho

Based on a program by: Eric W. Weisstein

6.1.11. Trayectoria de un oscilador arménico en el espacio de fase

Se puede observar coémo la trayectoria de un oscilador arménico en el espacio de fase se desarrolla
en el tiempo y la forma en que depende de los valores caracteristicos del oscilador: la amplitud A,
la frecuencia f, y la constante de amortiguamiento §. Ademds, la energia E en funcién del tiempo
t se muestra.

El espacio de fase es un espacio de dos dimensiones extendido por las variables x y p, el
desplazamiento y el impulso del objeto. Debido a que el movimiento arménico simple es periédico,
su trayectoria es una curva cerrada, una elipse. En esta demostracion, el eje p es escalado por lo
que la elipse se muestra como un circulo si la amplitud se ajusta a su valor maximo. El 4rea de la
elipse es igual al producto de la energia y la duracion del ciclo del oscilador, por lo que en caso de
pérdida de energia debido a la amortiguacion de la elipse se convierte en una espiral logaritmica.
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Los valores mostrados se basan en los valores de los pardmetros en sus unidades del SI y la masa
del oscilador m es de 1kg.

L ts
_1f\ 02 o406 08 10 12 14
S /

ts
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 12 1.4

Figura 6.15: Trayectoria de un oscilador arménico en el espacio de fase

RELATED LINKS
Damped Simple Harmonic Motion (Wolfram MathWorld)
PERMANENT CITATION

“Trajectory of a Harmonic Oscillator in Phase Space” from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/TrajectoryOfAHarmonicOscillatorInPhase

Space/

Contributed by: Hans-Joachim Domke

6.2. Ecuaciones reaccion-difusion en la Genética Poblacional

Consideremos una poblacién de individuos en donde cada uno porta dos genes, digamos a y
A, asi, la poblacién se divide en tres genotipos aa, aA y AA. Sea H el héabitat donde vive la
poblaciéon y sean U;(x, t),i = 1,2,3, las densidades de poblacion de aa, aAy AA respectivamente.
Supongamos que la poblacién se cruza de manera aleatoria con una tasa de nacimiento r y que la
poblacién se mueve con una constante de difusiéon D. También suponemos que las tasas de muerte
dependen de los genotipos ylos denotamos respectivamente con t; = 1,2, 3. Bajo estas condiciones
las densidades U; satisfacen el sistema

W= \/ i \J U = fix, 1, U1, Uz, Us)

. ° 2 . l/_— 1,2 3. . ° 2 2
6.3. Ecuaciones reaccion-difusion €iila Dispersion de mamiferos
Modelos espaciales para la dispersion de mamiferos en ecologia vienen desde Skellam, quien
model6 la expansiéon de la poblacion de muskrats (roedores acudticos) en Europa. Skellam
encontr6 una relacion lineal entre la raiz cuadrada del 4rea habitada por los muskrats y el tiempo,
usando un modelo de dos dimensiones con dispersién aleatoria y crecimiento exponencial de
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Figura 6.16: reacci6n difusién de genes

la poblacién en coordenadas polares. Suponiendo que la dispersion se da por igual en todas di-
recciones (i.e. es isotropica), y que el crecimiento de la poblacioén es proporcional a la densidad
poblacionales, el modelo es:

as _DOUr)

— = +a$
ot r Or *

contenta-imagesleps.com

Figura 6.17: Dispersién de mamiferos.

6.4. Modelo de Gierer-Meinhardt.

El modelo de Gierer-Meinhardt es un modelo fenomenolégico de reaccién cinética en el que una
de las sustancias quimicas, el activador, inicia la producciéon de la segunda sustancia, el inhibidor,

que a su vez detiene la produccién del activador. En su forma adimensional, el modelo esta dado
por las siguientes ecuaciones

2

ou v +vy(a—bu+ “ )
—=\/u a-bu+———
ot Y v(l+ku?)

ov

ot
En las ecuaciones u es la sustancia activadora y v es la sustancia inhibidora. Las constantes a,
b, d y y son todas pardmetros positivos adimensionales y k es una medida de la concentracién

.2 2 . ou . ov . 2 . .2
de saturacion. El término 3% al igual que §} representa flujo, \/ u y d/v* representa difusién,
a 'y u? representa produccién, bu y v representa consumo. En la primer ecuacién, el término
2

m representa tanto autocatélisis en u con saturacién para altos valores de concentracion,
como inhibicién de u mediante la produccién de v.

2
:dVV+y(u2—v)
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El modelo descrito por las ecuaciones fue implementado en el dominio unidimensional [0, 1]
utilizando 300 elementos cuadraticos lagrangianos y 601 nodos. La figura muestra los resultados
para cuatro diferentes modos de vibraciéon de la solucién. En todos los casos a = 0,1, b = 1,0
y d = 72. Las condiciones de flujo en el contorno se consideran iguales a cero (flujo nulo). La
condicién inicial corresponde a una perturbacién del 5% alrededor del estado temporal estable.
Se usaron 100 iteraciones con pasos de tiempo /\ =0,01 en todas las simulaciones.

Concentracion de u

Concentracion de u

THRE] W 1 YT
Tiempo Thempo

Concentracion de u
Concentracion de u

T T r < T )
Tlempo Tiempo

Figura 6.18: Solucién del modelo de Gierer-Meinhardt. a) y = 70, b) y = 270, ¢)y = 650, d) y = 1,100.

Los resultados muestran la formacién del patrén espacial en cuatro diferentes modos de vibracién
de acuerdo con los pardmetros seleccionados. Estas variaciones del patrén demuestran la

dependencia del modelo con respecto a sus pardmetros. Los resultados obtenidos concuerdan con
los reportados por otros autores.

6.5. Modelo de Schnakenberg.

El modelo de Schnakenberg es ampliamente difundido por ser uno de los modelos de reaccién-
difusién ma4s sencillo y utilizado en morfogénesis. Este modelo determina el comportamiento de

un quimico activador u en presencia de un quimico inhibidor v. En su forma adimensional, el
modelo estd descrito por:

2
0
a—lzzy(a—u—uzv)+Vu
2
%=y(b—u2v)+dVV

En las ecuaciones el término parcial representa flujo, a y b representa produccién, u representa
consumo, u%v representa catdlisis no lineal, y VZ u, d Vzv representan difusién. Las constantes
a, b, d y y son todas pardmetros positivos, siendo a y b valores adimensionales de produccién,
Y una constante adimensional y d un valor de difusién. La reaccion cinética es tal que en la
primer ecuacién el término u?v representa la produccién de u en presencia de v, en tanto que
en la segunda ecuaciéon el mismo término representa el consumo de v en presencia de u. El
modelo se utiliza como base matemadtica para andlisis de estabilidad y formacién de patrones,
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en la prediccién de la interaccién entre sistemas quimicos moleculares y en la morfogénesis de
formacidn y crecimiento de hueso.

Los resultados para el modelo descrito por las ecuaciones en el dominio unidimensional [0, 1]
se muestran en las figuras . En la implementacién se usaron los siguientes pardmetros: a = 0,1,
b=0,9,d =10,y =789. Las condiciones de flujo en el contorno se consideran iguales a cero (flujo
nulo). Se realizan 1,000 iteraciones, con un paso de tiempo A t = 0,005, se utilizan 300 elementos
cuadraticos lagrangianos y 601 nodos. Las flechas en la figura sefialan la direccién hacia la cual
evoluciona la respuesta hasta alcanzar el estado espacial estable. La condicién inicial corresponde
a una perturbacioén del 5% alrededor del estado temporal estable.

Figura 6.19: Solucién del modelo de Schnakenberg. Concentracién de quimico activador.

Figura 6.20: Solucién del modelo de Schnakenberg. Concentracién de quimico inhibidor.

Los resultados muestran el patrén inestable espacial del modelo. Ademss, la respuesta en desfase
de 1807 del activador respecto al inhibidor muestrala accién de este tltimo sobre la produccién del
primero. El modelo permite confirmar ademés que pequefias perturbaciones son determinantes
en la formacién de patrones espaciales. Los resultados mostrados estan en completa concordancia
con los resultados reportados utilizando para la implementacién el método de diferencias finitas.
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6.6. Modelo de Glucdlisis.

Un segundo modelo que predice la formacién de patrones de origen biolégico es el modelo
de glucolisis. La glucélisis o glicdlisis es el proceso de sintesis de la molécula de glucosa para
proporcionar energia al metabolismo celular. A través de una secuencia de reacciones, la glucosa
es transformada en piruvato y en ATB unidad de intercambio metabélico en el organismo vivo. En
su forma adimensional, el modelo estd dado por las ecuaciones:

2
ou
E:DuVLH&—ku—uzv
ov 2

_ 2
T —DVVV—i-ku—i- uv-—v

En las ecuaciones el término parcial representa flujo, D, VZ uy D, Vz representa difusién, § y
ku representa produccién, ku representa degradacién, u?v representa consumo no lineal, uv?
representa activacion no lineal, y v representa consumo. La interpretacion biolégica es similar
al modelo de Schnakenberg, siendo u la concentracién de glucosa, v la produccién de piruvato,
D, y D, los coeficientes de difusién, el término u?v representando consumo no lineal de u y
el término uv? representando la activacién no lineal de v. § es un pardmetro positivo que re-
presenta la constante de formacién de glucosa. El pardmetro k, también positivo, representa en u el
consumo natural de glucosa, mientras que en v representa la produccién, en la misma proporcién,
de piruvato. Este modelo representa la heterogeneidad de un tejido para la transformacién de
glucosa en piruvato simulando la realidad del fenémeno.

El modelo descrito por las ecuaciones fue solucionado en el dominio bidimensional [0, 7] x [0, 7]
utilizando los siguientes parametros: D, = 1,0, D, = 0,0518, 6 = 1,75, k = 0,05. Se realizaron 25,000
iteraciones con un paso de tiempo A t =0,1. Se utilizaron 2,500 elementos cuadrilateros bilineales.
Las condiciones de flujo en el contorno se consideran iguales a cero. Las figuras muestran los
resultados obtenidos donde a) es la condicién inicial, dada por un nivel de perturbacién del 5%
alrededor del estado temporal estable, b) respuesta en t = 750, c) respuesta en ¢ = 1,500, y d)
respuesta en ¢ = 2,500.

05%0

0580
0575
osn

0655
0550

Figura 6.21: Solucién del modelo de glucélisis. Concentracién de glucosa.
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Figura 6.22: Solucién del modelo de glucélisis. Concentracién de piruvato.

Se observa el patrén inestable espacial del modelo y la respuesta en desfase de 180t entre las
dos concentraciones debido a la relaciéon consumo-produccién entre los agentes quimicos. Las
diferencias de intensidad se deben a que el consumo de glucosa es mayor que la produccion de
piruvato.

Utilizando un dominio bidimensional [0,57] x [0,57] con una malla de 2,500 elementos
cuadrildteros bilineales, los pardmetros antes usados, y manteniendo las condiciones de la
simulacién del caso anterior, se obtiene el patrén de puntos mostrado en la figura , con a) la
condicidn inicial, dada por un nivel de perturbacién del 5% alrededor del estado temporal estable,
b) respuesta en t = 750, c) respuesta en t = 1,500, y d) respuesta en ¢ = 2,500.

Figura 6.23: Patrén de puntos en la concentracién de glucosa.
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6.7. Modelo de Quimiotaxis.

El cuarto modelo corresponde a un modelo de movimiento celular que describe la formaciéon
de una onda viajera en virtud de un quimico o quimiotaxis. Aunque este modelo no
produce especificamente patrones espacio-temporales, si proporciona una solucién que bien
describe el fenémeno biolégico, variante en el tiempo y en el espacio. La quimiotaxis es el
fen6meno de migracién celular en el cual las células dirigen su movimiento de acuerdo a
gradientes de concentracidn en ciertos quimicos presentes en el entorno celular denominados
quimioatractantes. De acuerdo con Painter, el modelo de quimiotaxis mds simple consiste en
una poblacion celular que responde a gradientes de quimioatractante. Un primer acercamiento
al modelo desprecia el crecimiento celular, esto es, considera que el movimiento celular se lleva a
cabo mas rapidamente que la divisién celular. El modelo con esta condicion esté descrito por:

a_n: (D, \/ n—na\/ u]
ot

2
% =DuVLt+g(n) +Bnu—ou

Enlas ecuaciones 7 es la densidad celular, u es la concentraciéon de qui mioatractante,D, y D, son
los coeficientes de difusidn, a es la sensibilidad al quimioatractante, 8 es la tasa de degradacién
quimica celular, 4 es la tasa de degradacién natural celular, y g(n) es una funcién de la produccién
de quimioatractante por parte de las células. En las ecuaciones, el término parcial representa flujo,
D,\{nyD, VZ u representa difusion, na'\/ u representa quimiotaxis, g(n) representa produccién
dependiente, fnu representa consumo, y 6 u representa degradacion.

Teniendo en cuenta que el desplazamiento celular puede ocurrir conjuntamente con procesos de
divisién mit6tica y pérdida celular, situacién mds semejante a la realidad biolégica, el modelo sufre
algunas alteraciones y es descrito por:

on n
T :V[Dnvn—naVu]+rf(u)n(1—n—0)—5nn
2
ou
T _DuVu+g(n)—6uu

En las ecuaciones los pardmetros se corresponden con los del modelo anterior. El término
rfunl - nio) en la ecuacién de n corresponde a una variacién del modelo logistico para
considerar la mitosis. El término 6, n representa pérdida por consumo. 6, corresponde a pérdida
celular por migraciéon hacia zonas distintas a las demarcadas por la accion del quimioatractante.
En la siguiente seccién se presenta la técnica de solucién numérica utilizada para implementar los
modelos anteriores mediante el método de los elementos finitos.

El modelo de quimiotaxis con crecimiento celular despreciable, dado por las ecuaciones, fue
implementado utilizando un dominio bidimensional de dimensiones [0,10] x [0,10] y un mallado
de elementos cuadrilateros bilineales de 200 x 20, es decir, un total de 4,000 elementos. Los
pardmetros utilizados son: D, = 0,001, D, = 0,005, 8 =2, f =0,1, § = 0,01. La funcién g(n) es
un escalén unitario que ha sido aproximado por la expresion:

=y
n) =
B=7

En la siguiente ecuacion ny es el valor umbral de densidad celular. Los valores utilizados son:
ng =0,01, y =0,001 y p = 20. Las condiciones de flujo en el contorno se consideran iguales a cero.
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Se realizaron 500 iteraciones con un paso de tiempo A ¢ = 0,015. Las figuras 10 y 11 muestran los
resultados obtenidos donde a) es la condicién inicial, b) respuesta en t = 0,75, c) respuesta en
t =3,0, yd) respuesta en ¢ = 7,5. La condicién inicial en a) estd dada por:

n; six<x;
n(x,0) = .
Six=x;

En la ecuacioén anterior, los pardmetros utilizados son: n; = 1,0, x; = 1,0,y u; =0,2.

05
04
032
0z
01
on

Figura 6.25: Solucién del modelo de quimiotaxis con crecimiento celular nulo. Concentracién de
quimioatractante.

Por su parte, el modelo de quimiotaxis que tiene en cuenta el crecimiento y la pérdida celular,
descrito por las ecuaciones, fue solucionado utilizando un dominio bidimensional de dimensiones
[0,1] x [0,1] y el mismo mallado que en el modelo anterior. Los pardmetros usados son: D,, = 0,001,
D, =0,005a=2,f=0,1,5,=0,028, =0,057=0,001, p=30,r =4, n; =0,01, x; = 1,0,y u; = 0,2.
La funcién f(u) es un escalén unitario que ha sido aproximado por la expresion:
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p
flw) = 4

uf + ug

En ésta ecuacion, uy = 0,0195 y p = 20. Las condiciones de flujo en el contorno se consideran
iguales a cero. Se realizaron 800 iteraciones con un paso de tiempo A ¢ = 0,01. Las figuras 6.11
y 6.12 muestran los resultados obtenidos donde a) es la condicién inicial, b) es la respuesta en
t=2,5,c) eslarespuestaen t =5,0,yd) es larespuestaen ¢ =8,0.

Figura 6.26: Solucién del modelo de quimiotaxis con mitosis celular. Densidad celular.

Las dos implementaciones del modelo de quimiotaxis se ajustan a los resultados obtenidos
mediante el método de diferencias finitas reportado mas adelante. Se comprueba ademaés la
formacién del patréon de onda viajera que representa el llamado quimico que el quimioactractante
ejerce sobre las células.

Figura 6.27: Solucién del modelo de quimiotaxis con mitosis celular. Concentracién de quimioatractante.

Solucionando el modelo de glucdlisis que lleva al resultado de la figura 6.8 conjuntamente con el
modelo de quimiotaxis con mitosis celular que lleva al resultado de la figura 6.11, se obtiene la
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formacién de tejido producido por las células en migracién mostrado en la figura 6.13. En ella
se muestra la aparicion del patrén espacio-temporal del modelo de glucélisis a medida que la
densidad de células avanza desde el extremo derecho (x = 1) hacia el extremo izquierdo (x = 0)
del dominio. La ecuacién que gobierna este resultado estd dada por la expresion:

0q

Frin i Bnqg
En ésta ecuacién y y f§ son pardmetros positivos, g es la densidad del tejido en formacién, n es
la densidad de células del modelo de quimiotaxis y v es la concentracién de quimico inhibidor
del modelo de glucdlisis. La solucién de la ecuacion se realiza en un dominio bidimensional
de dimensiones [0,1] x [0,1] usando 2,500 elementos cuadrildteros bilineales. Los pardmetros
utilizados son y = 0,05y = 0,05. Se realizaron 25,000 iteraciones con un paso de tiempo A t=0,1.
Las condiciones iniciales y de contorno para la variable g son todas iguales a cero.

Figura 6.28: Solucién conjunta del modelo de glucdlisis y el modelo de quimiotaxis con mitosis celular.

Aunque la ecuacién no se encuentra reportada por otros autores, su forma es similar a las
ecuaciones de reaccion-difusion con el término difusivo igual a cero y su resultado es comparable
cualitativamente con resultados reportados por otros trabajos en el drea de morfogénesis y
recuperacion tisular.

6.8. Solucién por el método de los elementos finitos.

El método de los elementos finitos es un método numérico para resolver problemas complejos
que utiliza como principio la simplificacién y subdivisién del problema. Si se divide el dominio
de solucién del problema en pequefias unidades discretas no intersectantes llamadas elementos,
compuestos de puntos extremos denominados nodos, y se obtiene la respuesta al problema
en cada elemento, es posible construir una respuesta general a partir del conocimiento de las
respuestas de todos los elementos. El método que se presenta se implementa mediante una rutina
de usuario programada en Fortran, de forma particular para cada modelo, cuyo fundamento
matemadtico se encuentra en el método de ponderacion de los residuos.

Sea un dominio Q divido en cierto numero NE de elementos, cada uno definido en un subdominio
Q¢ de Q, como muestra la figura.
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Figura 6.29: Divisi6n del dominio Q en NE subdominios Q°.

Para cada Q° existe un residuo R® o error entre la solucién numérica local y la solucién exacta. Si se
toma la suma de los residuos locales, es posible obtener un residuo global R€ y una solucién global
del problema definido en el dominio Q. Para el caso unidimensional de la ecuacién de reaccion-
difusioén, se quiere que el error en el dominio Q cumpla con la relacién:

f Réwdx=0
Q
donde R¢ es el residuo en Q definido como:
ou _0°u
Rg =——-D——f=0
ot 0x? !

En ésta ecuacion u := u(t,x), f := f(t,x,u) y w es una funcién de ponderacién. A partir de esta
formulacién es posible obtener la siguiente ecuaciéon como la forma residual ponderada de la
ecuacion de reaccion difusion:

(Ou Dazu
q Ot 0x2

Resolviendo la integral para cada uno de los términos, y haciendo integracién por partes en el
segundo término, se obtiene:

- flwdx=0

auz,udx+[Dauw] + ou ow ffwdx—o
0 0t ox " Jaorox  Jo B

En ésta ecuacion T es el contorno del dominio Q. La evaluacion de la integral en cada subdominio
Q. o elemento da lugar a la expresion:

ou 0udw
feEWdX'F Qeaa_ QefLde—O

La solucién de ésta ecuacién requiere la introduccién del concepto de funciones de forma. Las
funciones de forma son funciones de interpolacién definidas para cada elemento y constituyen
la base para la construccién de una solucién continua. Para el caso lineal y unidimensional de
un problema con elementos de dos nodos, las funciones de forma normalizadas, definidas en el
intervalo —1 < ¢ < 1 se expresan como:

1
Ni(¢) = 55(1 —¢)

1
No(¢) = 55(1 +¢)
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La figura muestra una representacion gréafica de estas funciones de forma, donde los nodos
corresponden, en el dominio T del elemento, alos puntos 1y 2, mientras que en el dominio general
Q los mismos nodos son denotados como i e i + 1 ya que pueden corresponder a los nodos de
elementos adyacentes. La solucién de las ecuaciones anteriores es valida en un tinico elemento,
razén por la cual es necesario aplicar el mismo procedimiento a todos los elementos en Q.

-1 1

| == Dominio del Elemento () ——== 2
1 =—— Dominio General ((0) ——= i+]

Figura 6.30: Representacion gréfica de las funciones de forma.

Si u; y up son los valores de u(¢, x) en los nodos 1y 2 de un elemento cualquiera, la variacién lineal
o interpolacion entre estos dos valores a lo largo de dicho elemento estd dada por:

u(&) = [N1N2]

6.9. Conclusiones.

Los modelos matematicos implementados muestran cémo las ecuaciones de reacciéon-difusion
son de utilidad para representar la formacién de patrones en sistemas biolégicos. Se ha
evidenciado la existencia de inestabilidades espaciales debido a pequenas perturbaciones del
estado temporal estable y las variaciones de dichas inestabilidades conforme a los pardmetros de
cada modelo.

La implementacién unidimensional del modelo de Schnakenberg permite visualizar esta
formacién de patrones espaciales y la evolucién en el tiempo de esta formacién. Un andlisis de
los pardmetros podria hacerse para identificar caracteristicas de la formacién del patrén, el modo
de la onda, y el valor de estado estable. Por ser similares en formulacion, la implementacién
unidimensional de los modelos de Gierer-Meinhardt y Schnakenberg es complementada con la
implementacién bidimensional del modelo de glucélisis, con lo que se comprueba la validez
del método para la soluciéon de problemas de dimensién superior. En el modelo de glucdlisis
se hace mds evidente la variacién del patrén espacial inestable conforme a los valores dados
a los parametros del modelo, como bien puede apreciarse en las figuras 6.6 - 6.8. Se observa
ademas el efecto de la dimensiéon del dominio en la formacién del patrén, especialmente en
relacién con el dominio bidimensional [0,7] x [0,7] de las figuras 6.6 y 6.7, y el dominio
bidimensional [0, 15] x [0,15] de la figura 6.8, hecho que ha sido ampliamente analizado por. En
términos computacionales, estas variaciones del dominio, en conjunto con las dimensiones del
mallado utilizado, hacen que la solucién requiera de pasos de tiempo ajustados y un ntmero
de iteraciones que permita obtener el patrén espacial inestable adecuado, como el caso de los
patrones mostrados en las figuras 6.6 - 6.10, visibles s6lo después de efectuar 15,000 iteraciones.

El modelo de quimiotaxis, por su parte, se presenta como un ejemplo de fenémenos de
movimiento y transporte celular. En particular, los resultados permiten evidenciar la obtencién
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de un patrén espacial que semeja la conformacion del frente de onda celular en respuesta a una
concentracion de quimoatractante. Estos frentes de onda son apreciables en las figuras 6.9 y 6.11.
El resultado de este movimiento celular es el marcado consumo de quimioatractante de la figura
6.10, y el regulado consumo que se aprecia en la figura 6.12, consecuencia del quimico producido
por las células afiadidas al sistema por el término de crecimiento celular. Es apreciable ademas la
homogeneidad de la formaci6n del patrén a lo largo de todo el dominio, al conservarse siempre su
caracteristica ondulatoria.

La implementacion de estos modelos utilizando la formulacién matemadtica y el método numérico
por elementos finitos presentados ha permitido reproducir los resultados obtenidos por otros
métodos reportados. La técnica empleada permite solucionar modelos complejos con menor
costo computacional y mejor aproximaciéon numérica, siempre que el dominio, el mallado
y las caracteristicas temporales sean bien especificados. Se espera que la evidencia de los
resultados presentados y la técnica de soluciéon empleada sean de utilidad en la formulacién
e implementacién de modelos matematicos bioldgicos complejos de crecimiento y desarrollo
celular y tisular, de manera similar al resultado mostrado en la figura 6.13 donde se describe la
formacidn de tejido por parte de las células que migran a lo largo del dominio.
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