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INTRODUCCION

En muchos casos précticos de las ciencias el estudio del cédlculo integral resulta ttil para mostrar
diversas aplicaciones interesantes y faciles de observar en nuestro entorno. En éste trabajo de
grado se presentaran: aplicaciones a los momentos y centros de masa; los Teoremas de Pappus
para calcular dreas de superficies y volimenes de s6lidos de revolucion y la fuerza hidrostética.

Se iniciard presentando los conceptos bdsicos; los hechos y técnicas relacionadas con el
célculo de Integrales Definidas e Indefinidas luego, se expondran las aplicaciones mencionadas
anteriormente. También se incluirdn datos histéricos, ejemplos sencillos, gréaficas ilustrativas de
cadauno de los ejemplos, definiciones y demostraciones y las bibliografias de Pappus de Alejandria
y Blaise Pascal.

La finalidad que se desea conseguir con la realizacién de éste proyecto es profundizar, aclarar y

servir como una guia para el estudio de éstos temas de manera que cualquier lector logre una
aprehension de una manera mads sencilla de cada uno de los temas propuestos en el trabajo.
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JUSTIFICACION

La matematica, ademds de ser una ciencia de cardcter abstracto, ha sido utilizada por el hombre
como una forma de lenguaje para expresar y modelar los aspectos cualitativos y cuantitativos del
mundo que lo rodea. Un lenguaje del que se valen otras ciencias, como por ejemplo, la Fisica y otras
dreas de la actividad humana, tales como la ingenieria, las ciencias sociales como la economia o la
administracion.

Algunas situaciones de nuestro medio se pueden explicar por medio de las integrales de funciones,
como por ejemplo los momentos y centros de masa, los Teoremas de Pappus y Fuerza Hidrostatica
donde las cantidades que queremos calcular puede ser expresada como integrales y a la vez
relacionando asi su modelo propio. A lo largo del desarrollo de los capitulos que se mostrardn a
continuacion se pretende ofrecer al lector no sélo un estudio sencillo y claro sobre las aplicaciones
delas integrales, sino que la facilidad de acceder de una manera més sencilla a éstos conocimientos
sin tener la necesidad de consultar en numerosos libros que quizd no puedan ser de facil
adquisicion.

13
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Justificacién




OBJETIVOS

Objetivo general

= Presentar un material sencillo que permita mostrar algunas de las aplicaciones que tienen
las integrales de funciones especificamente para el cdlculo de los momentos y centros de
masa, los Teoremas de Pappus, el cdlculo de volumenes y éreas de sélidos, igualmente una
aplicacién a la mecdnica de fluidos.

Objetivos especificos

= Poner en evidencia la importancia y las aplicaciones que tienen los momentos y centros de
masa en nuestro medjio.

= Aplicar los teoremas de Pappus a la solucién de problemas de drea bajo una grafica en
situaciones de aplicacién de las ciencias en la Ingenieria y la Fisica; a partir del conocimiento
de las propiedades de la integral definida; mostrando una actitud analitica, reflexiva y
colaborativa.

= Mostrar al estudiante diversos modelos que permiten aplicar las integrales de distintas dreas
del conocimiento y desarrollar la capacidad de plantear y resolver problemas relacionados.

15
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En éste primer capitulo se realizard una introduccién de conceptos que proporcionan al lector las
herramientas bdsicas para calcular integrales, las cuales nos permitiran llevarlas a las aplicaciones
en los momentos y centros de masa, los Teoremas de Pappus y la Fuerza Hidrostética. Iniciamos
el capitulo presentando las definiciones, propiedades y ejemplos sencillos correspondientes al
Teorema del Sdndwich, Funcién Primitiva o Antiderivada, Integral Indefinida y posteriormente
Integral definida.

1.1. Teorema del Sandwich
. p 1
Si ay b son niimeros reales talesque a< b < a+ - paratodo neN, n= N entonces, b = a.

Este hecho se hace evidente en el siguiente enunciado: sean {a,}, {b,} v {c,} tres sucesiones tales

que a, < ¢, < b, a partir de un N € N, es decir n = N. Se cumple que, si lim a, = lim b, =L,
n—oo n—oo

entonces, lim ¢, =L
n—oo
Demostracion

Supongamos que lim a, = L= lim b,. Sea e > 0, entonces, existen Nj, N, € N, tales que si n = N
n—oo n—oo

y n= N, entonces |a, —L| <ey|b,—L|<e.
. . . € €

Tomemos N = max{Nj, N,}. Asi que, si n = N entonces, |a, — L| < 5, Y, |b,—L| < 5
D t €< L<€ €<b L<€
eesto,—— < a;— -, , —— - —

2 " 2 Y 2 " 2
3 € €
A81que,L—§<anScnsbn<L+§

) €
de aqui que ¢, — L| < >
Por lo tanto,

lim ¢, =1L

n—oo

17
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1.2. Funcion Primitiva o Antiderivada:

Sea f una funcion definida en un intervalo I. Una funcién F(x) se llama primitiva o antiderivada
de f(x) en I si F es diferenciable y F(x) = f(x) para todo x en I, también son primitivas las
funciones F(x) + ¢ para todo c € R, (F(x) + c)/ - F (x)+0= F (x) = f(x). Esto significa que si una
funcién f(x) tiene primitiva esta no es tnica.

Ejemplo 1: Si f(x) = 4x3 +8x% —4x +5, entonces, algunas primitivas de f(x) son las funciones:
Fi(x)= X+ gx?’ —2x°+5x—-6 y F(x) = e+ gx?’ —2x*+5x+4
Porque,
F,(x) = Fy(x) = 4x° +8x° —4x+5 = f(x)
Note que en general, si k € R, la familia de funciones
F(x) =433 +8x*—4x+5+k

son primitivas 6 antiderivadas de f(x).

Ejemplo 2: Si f(x) = secx, son primitivas de f(x) las siguientes funciones:
F(x) =In(secx+tanx)+m, v, F>(x) =In(secx+tanx) — V2

Pues si, F;(x) =In(sec x + tan x) + 7, entonces,
sec x(secx + tan x)

-(secx-tanx+ sec? X) =

= _ =secx = Fé(x)
(secx +tanx) (secx +tanx)

Fy(x)

De la misma manera, la familia de funciones g(x) = In(sec x + tan x) + k (donde k es una constante
real) también es primitiva de f(x).

1.3. Integral Indefinida

Si F(x) es una funcion primitiva de f(x), la expresion F(x) + ¢, representa la familia de todas las
primitivas o antiderivadas de f(x). A ésta familia F(x) + ¢, se denomina integral indefinida de la

funcién f(x) y se denota por el simbolo f f(x)dx. Esto es:
ff(x)dx =F(x)+c¢

e Elsimbolo f se llama “signo de integral” y la ecuacién f f(x)dx = F(x)+cselee “Laintegral

de f(x) con respecto a x es F(x) més c¢”. La funcién f es el integrando de la integral, y c es la
“constante de integracion”. El factor dx expresa que la variable de integracion es x.

Algunas veces no es posible encontrar directamente la integral indefinida o primitiva de una
funcién f y por esta razén se deben aplicar unos métodos o técnicas que permitan determinar
funciones primitivas para estas. La derivada de una integral indefinida es igual al integrando; es
decir:

d o [ 4
aff(x)dx—f(x)—F(x)—fdxf(x)

Dado que nuestro objetivo es la aplicacién de las integrales en algunos campos del saber
necesitaremos las técnicas de integracion y para ello daremos a continuacién una tabla de
antiderivadas.
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1.3.1. Tabla de Integrales Indefinidas

D f[af(X)‘*'ﬁg(x)]dx:aff(x)dx+ﬁfg(x)dx, SiaypBeR

2) fdx=x+C

un+l

3)fu”du={n+1 ,sin# -1

Inju|+C ,sin=-1

4) fexdx:ex+C

1 u
1 —mn‘l(—)+C , aeR*
5)f s zdu=1Y o
as+u ——cot‘l(—)+C
a a
ax
6) faxdx=—+C
Ina
u
sen‘l(—)+C ,acR*

1
D [ =
vVa?—u? {—cos‘l(g)+c
8) fsenxdxz—cosx+C

1 u
—sec‘l‘— +C ,aeR*

1
9) f—du= a, a,
uvu? - a* ——csc_1|— +C
a a

10) fseczxdx=tanx+C

11) f\/az—uzdu:%Zsen_lg+g\/a2—u2+c
12) fcosxdx=senx+C

13) fcsczxdxz—cotx+C

14) fsecxtanxdxzsecx+C

15) fcscxcotxdx =—-cscx+C

1.3.2. Lanotaciéon sumatoriay propiedades

Sean f una funcién, m, ny k enteros tales que m < k < n pertenecientes al dominio de f, entonces

n
el simbolo ) f(k) se define por:

k=m

s

f=fm+fm+)+...+f(n-D+f(n)
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Donde k se denomina indice de la sumatoria, m es el limite inferior y n es el limite superior. El
indice k se puede sustituir por cualquier otro indice i, y esto no altera el valor de la sumatoria.

Propiedades

Sean f y g dos funciones y m, n, k y p enteros pertenecientes al dominio de f y g tales que
m < k < n, y ¢ una constante real.

1y

2)

3)

4)

5)

6)

Propiedad aditiva

Y If+gl=) fl+ ) gk
k=m k=m k=m

Propiedad distributiva

n

Y cftk)=c i fk)
k=m

k=m

Sumatoria de una constante
n

Y c=(m-m+1)c

k=m

Simsnym<ks<p<p+1<n,entonces
Propiedad aditiva de los limites

n p n
Y fo=)Y fo+ Y [k
k=m k=m

k=p+1

Desplazamiento del indice
n+p

ff(k)z Y. flk-p)
k=m

k=m+p

Propiedad telescopica

Y [f (k) - flk=D] = f(n)— fim—1)
k=m

Demostracién

n
)Y If(k)+gh)]

k=m

[fm)+gm)]+[fm+D)+gm+1)+---+[f(n)+gn)]

[fm)+ fm+1D)+---+f(M]+[gm+gm+1)+---+ g(n)]

= ) fo+ ) gk
k=m k=m
2) Y cfk) = cfm+cfm+1)+-+cf(n)

k=m

clfm+fm+1)+---+ f(n)]
¢y fk)
k=m
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3) Y. ¢ = ct+ctc+-+c=(m-m+1D-c

n—m+1 veces

4) Z fk) fm+ fm+D+---+f(p+f(p+1)+---+ f(n)
k=m

[f(m)+f(m+1)+---+f(p)]+[f(p+1)+---+f(n)

n

f fo+ ) [k

k=m k=p+1

n
5 Y fk fm) + fm+1D+-+ f(n=1)+ f(n)
k=m

= fm+p-p)+fm+l+p-p)+---+f(n-1+p-p)+f(n+p-p)

n+p

= ) flk-p

k=m+p

n
6) Y [flk)—flk—1] [fm)—fm-DI+[f(m+1) - fm)]+[f(m+2)- f(m+1)]
k=m

+o+[f(n=-D = f(n=-2)1+[f(n) - f(n-1)]
= —fm-D+[f(m) - fm]+[f(m+1) - fim+1)]
+if(n-1)-f(n-Dl+ f(n)
= fm-fim-1)

A partir de las propiedades anteriores pueden deducirse las siguientes igualdades, las cuales

pueden probarse haciendo induccién sobre n € R*
n(n +1) 1 5, 1

1 k= —n“+--n
)Z 2 2
+1)2n+1) 1 1 1
2) Zkzzwz_.ng_F_.nz_{__.n
6 3 2 6
+1)? 1 1 1
C%)Zk3 n(n ) —entt -t -n?
! 2 4
+1)61r3+9n7%2+n-1 1 1 1 1
4) Zk4=n(n 6" +9n + )=—-n5+—-n4+—-n3——-n
30 5 2 3 30

1.3.3. Particién de un segmento:
Definicién

Dado unintervalo [a, b] en R, lamaremos una particién P de [a, b] ala coleccién de ntimeros reales
Xo, X1, X2, ..., Xp; tales que:

Aa=X0<X1<X2<.<Xp1<Xp,=b
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1. 2 X3 *n-1

Xp=a b=Xn

Figural

[xg, x1] U [x1, X2] U [x2, X3] U+ -~ U [Xg—1, Xg] U -+ U [Xp—1, X5 ] = [a, D]

Lalongitud del intervalo k—ésimo es Iy = [x}_1, Xx], y lo notamos por

AXy = Xg — X1

Hay tres conceptos bdsicos en las particiones de un segmento o de un intervalo: Consideremos P
una particion [a, b]. La norma de la particién, denotada por || P|, se define como el maximo entre
los siguientes valores:

Ax1,Axp, -, AXy

Pero si se tiene que
b—a
Ax;=Axp=Axg=---=Axp = ——
entonces, la particion se llama regular, con base a lo anterior se cumple que:

1) Axy>0,paratodo k=1,2,3,---,n, puesto que x; > xr—1. En consecuencia, | P|| >0

2) Axi<|P| paratodo k=1,2,3,---,n

n
3) Y (Axg—Axp_1) = (X1 —X0) + (X = X1) + -+ + (Xp_1 = Xp_2) + (X —Xp_1) = —Xo+ X, =b—a
k=1

Ejemplo 3: Una particion regular P en n—subintervalos de [1,9]; se obtiene de la siguiente manera:

b—-a 9-1 8 3
Axy, = = —— = —, Entonces la particiéon P de [1,9] sera:
n n
X0 = 1
8
X1 = 1+Ax=1+1-—
n
8
Xp = 14+2Ax=1+2-—
n
8
x3 = 1+3Ax=1+3-—
n
8
X1 = 1+(k—1)Ax:1+(k—1)-;
8
X = 1+kAx=1+k —
n
8
X, = l+nAx=1+n-—=9
n
En donde,
8 8 8 8 8 8 8
1,1+1-—|u|l+1-—14+2-—|U|1+2-—,1+3-—|U---U|1l+(n-1)-—,1+n-—| =[1,9]
n n n n n n n
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1.3.4. Areabajo una curva a través de sumas superiores e inferiores

Sea P = {xo,x1,X2,...,Xs}, una particién de [a,b]. En cada uno de los subintervalos [x;_1, x;],
levantamos un rectdngulo R; cuya base es Ax; = x; — x;_; y su altura el valor minimo de la funcién
en [x;_1,x;], el cual existe ya que f es continua en [a, b], en un intervalo cerrado y acotado. Si m;
es el valor minimo de f en [x;_1, x;], entonces el 4&rea de R; es m; - Ax; paratodoi =1,2,3,...,n,yel
drea de todos los rectdngulos es:

n
miAxy + maAxy +...+ myAx, = Z miAXx;
i=1

En este caso, la suma de las 4reas de los rectangulos es menor o igual al 4rea de la regién R, o sea:

n
Y miAx; < A, donde Aes el drea de la region R
i=1

y=f(¥)

a b X
of T XiXo ¥ -
12 )N Xn-1

Figura 2

Tomando como altura de cada rectdngulo el valor médximo M; de la funcién f en [x;_1,x;], se
obtiene que la suma de las dreas de los rectdngulos es mayor o igual que el drea de la regién R,
es decir,

n
A< Z M;Ax;, yse puede concluir que:
i=1

n n
E:IniAAﬁfEflﬁ }:_th&xi

i=1 i=1

y=f(¥)

a b X
0 T X1Xy
1Xe xf )Y, Xn-1

Figura 3
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Ejemplo 4: Sea f(x) = x* definida en [0,2] y P = {xg, X1, X, ..., X} una particién regular. Si M; es el
valor maximo de f en [x;_1, X;] y m; es el valor minimo de f en [x;_1, x;] con i € R*, Hallemos

n n
ZMl-Axi, Y, Z miAxi
i=1 i=1

Figura 4

Solucién: Como la funcién f(x) = x2 es creciente en [0,2], entonces también es creciente en cada
subintervalo [x;_1, x;], en los cuales P divide al intervalo [a, b], y por lo tanto:

M;=méx f([x;i-1,x))=x7 'y,  m;=minf(xi_1,x]) =x7_,

.. . 2-0 2
Por otro lado, como la particién es regular, se tiene: Ax; = — = —
n n

I
1
[\

2 . 2 .2
X():O, xlzl' » x2:2'_)"') xi—l:(l_l)'_» Xi=1-—y", Xp=n-
n n n

S|

Por lo tanto,

n n _ n ) n 2in2
D Midxi = ) xpp=5) =50 (%)

i=1 i=1 i=1 i=1

8 n(n+1)(2n+1) _ 4(n+1)(2n+1)

nd 6 3n2

Hallando el valor minimo de la funcién:

n n n
_ZlmiA'xi = Zx?—l'%:%zx?—l
i=

4(n-1)2n-1)
3n?
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n n
Teniendo en cuenta que el drea bajo la curva estd entre Z miAx;, y, Z M;Ax;, tenemos que:
i=1 i=1
4(n-1)2n-1) 4(n+1)2n+1)
— <A —M——
3n? 3n?

Tomando limites en los lados de la desigualdad y teniendo en cuenta que A es un ntamero fijo
obtenemos:

. 4n-1)@2n-1) . 4n+1D)(@2n+1) 5
lim ———— <A< lim —————, de aqui,
n—oo 3n2 n—oo 3n2
. 4((n-1D\((2n-1 o 4 ((n+D)[(2n+1) .
lim — <A< lim - , y esto equivale a,
n—oo 3 n n n—oo 3 n n

4 4 3
g(l)(2) <A sg(l)(Z), asi que,

por el teorema de comparacion tenemos que, A = 3

Note que si elegimos como altura del rectdngulo R; el valor que asume la funcién en un punto ¢;
cualquiera del intervalo [x;_1, x;], la suma de las areas de éstos rectangulos es:

n

Y fE)Ax;

i=1
y

(t;, f(£;))
y=1(x)
a ]L X
0 - AT
Xi-1 X
Figura 5

1.3.5. Sumas de Riemann:
Definicién
Sea f una funcién definida y acotada en [a, b] y tal que | f(x) |< M para todo x de [a, b] y cierto
M real posititvo, sea P = {xg, X1, X2, ..., X}, una particién de [a, b] y sean fy, t1, fp, ..., t;, puntos tales
que x;_1 < t; < xj,paracadai=1,2,..,n

n
La expresion Z f(t;)Ax;, se llama suma de Riemann, para f en [a, b]

i=1
Ejemplo 5: Si f(x) = ¢, es la funcién constante (¢ € R). Halle la suma de Riemann para f(x) en
[a, bl < R.

Solucién: Consideremos una particion P = {xy, x1, X2, ..., X} cualquiera de [a, b], entonces:
Ax;=x;—xj—1y f(t;) = ¢, para todo i € R*; Luego,

n n n
Y ft)Ax;i=) cAxi=c) Ax;=c(b-a)
i=1 j

i=1 i=1
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Esto quiere decir que para la funcién constante f(x) = ¢, todas las sumas de Riemann son iguales
acb—a)

Ejemplo 6: Si f(x) es una funcién mondétona creciente en [a, b] y si P = {xy, X1, X2, ..., X} €s una
particion del intervalo [a, b] entonces:

n
fl@b-a)<) ft)<fb)(b-a)
i=1
Solucién: Si t; estd en [x;_1,X;] , entonces por ser f creciente f(a) < f(t;) < f(b) y puesto que
Ax; > 0 se concluye que:
f(a)Ax,- < f(t,')Ax,' < f(b)Ax,' (1.1)
Si en (1.1) efectuamos la suma variando i desde 1 hasta n, obtenemos:
n n n
Y f@Axi <) ft)Ax; <) f(b)Ax;
i=1 i=1 i=1
Como f(a)y f(b) son constantes
n n n
fl@) Axi<) fuddxi<f(b) ) Ax;
i=1 i=1 i=1
Luego,
n
flab-a) <) f(t)Ax; < f(b)(b-a)

i=1

1.4. Integral Definida

Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b]. Se dice que f es integrable en [a,b] (segiin
Riemann) si existe un nimero real L que satisface la siguiente propiedad: Para cada € > 0, existe
un 6 >0 tal que:

.)Axi_

Para toda particion P de [a, b] parala cual || P| < 6 y cualquiera que sea la eleccién de t; en [x;_1, x;]
coni=1,2,---,n

Cuando una funcién f satisface la definicién anterior, diremos que L es el valor de la
integral definida de f entre ay b. Esto se puede notar asi:

Iim
|P|—0

Zf(rl)Axl

b
Denotando a L como f f(x)dx, lallamaremos la integral definida de la funcién f en el intervalo

a
desde a hasta b. Es decir,

f f(x)dx— 1 [Zf(tl)Axl
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b
En la expresion f f(x)dx, ay b se llaman limite inferior y limite superior, respectivamente, de la

a
integral definida; f(x) se llama integrando y dx indica que x es la variable independiente que toma
valores desde a hasta b. Es importante indicar ademds que cuando existe el valor de la integral
definida, es tnico.

Ejemplo 7: A partir de la definicién de la integral definida (segiin Riemann) vamos a calcular

f xdx, haciendo una particién regular y tomando rectdngulos circunscritos.
a

Solucién: En este caso f(x) = x, y consideremos la particién regular P = {xg, x1, X2, ..., X5} para la

a
cual: Ax,=——,y
n

b—a) . (b—a)
yt )xi—1:a+(l_1)' )yttt
n

. (b
...,xi:a+(1).(

b-a
Xo=a, x1=a+1-|——]|, xo=a+2-
n

Figura 6

También,

M;=max f([x;-1,x;]) = x; = a+ (i)

b—a)
n

Luego,

b n
faxdx = ’}ggo[igMiAxi

Lt | - i=1
b-a | ¥ - b (b-a) n(n+1)
— z. —a —a | — 17 —a —a) n(n+
= Mm | Lar TR | = Jim e na s SRR
i= i=

2 2
= ’}iggo(b—a)a+(b;“) 1+ =w-aa+ 2
- 2a+b-a) _ (b—a)(a+b) _ b*—a® _ b

(b-a)(2ape) = (mfeet) S o

aZ
2
De ésta forma,
b 2 a2 1
f xdx=———==(b*-a*
a 2 2 2

4
Ejemplo 8: Calcular f (x+1dx.
3
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Solucién: En este caso f(x) = x + 1, y consideremos la particién regular P = {xg, X1, X2, , X5} para

la cual:
b—-a 4-3

Axn =

n n n

)

1 1 1 1
Xx0=3, x1=3+1-—, xp=3+2-—,--,x;1=3+((-1)-—, x;=3+i-—,---x,=4
n n n n
Luego,
1 i
M; :méxf([xi_l,x,-]) =x;+1=3+(i) (—)+1=4+—
n

S

Por lo tanto,

4 n
f(x+l)dx = lim [ZM,--Ax,-
3 .

n
= lim Y [4+i-3]5=1
i=1

n—’OO.: —00 i=1
1 & 1 1 1 (n+1)
= 1lim 1 1 - lim L . n(n+1)
= Jim | LA X = fim s
i=1 i=1
- i 1 1 1_39
= Jima+3(1+3)=4+5=73

De ésta forma,
4 9
f (x+1dx=-=
3 2

3
Ejemplo 9: Calcular f xdx.
1

Solucién: En este caso f(x) = x3, y consideremos la particion regular P = {xg, x1, x2,---, X} parala
cual:

-a 3-1 2
Axn = =— =,

n n n

2 2 . 2 . 2
Xo=1, x1=1+1-—, xXp=1+2-—,-+- , xj1=1+(-1)-—, x;=1+i-—,---,x,=3
n n n n

wofgf

M; = méx f([x;—1, xi]) = x3 =

n—oo i=1
o 2132
= lim » [1+i-3]°%
i=1
2 v 2i 4i? i3
= lim 2 3 .12.2t L1 A A
_ nh—r»?oni_zl[l +3-12.2043.1.40 1 g.
zm . .2 .3
— lim 2 L L L
_ ,}EEOH.ZI[HG Li12.2 18 n3]
1=
2 | v 6 v 12 v 8 v
- 1 2 6 po 12 2,8 3
- ,}1_{20 Zl+nzl+n Zl+ngzl
i=1 i=1 i=1 i=1
_ L2 6  nn+l) | 12 nn+)@2n+l) | 8  n?(n+l)?
= lim Sint 75+ 6 T )
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De ésta forma,

3
f x3dx =20
1

1.4.1. Propiedades de la Integral definida

Sean f 'y g dos funciones integrables en [a, b], k una constante real y a < ¢ < b, entonces:

a
1) f fx)dx=0
b a
2) f f(x)dx:—f fx)dx
a b
b b
3) kf esintegrable en [a, b] yf kf(x)dx= kf flx)dx
a a
b b b
4) (f + g) esintegrable en [a,b]y[ [f(x)+g(x)]dx:f f(x)dx+f gx)dx
a a a
b
5) Si f(x) =0 paratodos x de [a, b] entoncesf fxX)dx=0
b c b
6) f esintegrableen [a,c]yen [c,b],y,f f(x)dx=f f(x)dx+f gx)dx
b b
7) Si f(x) = g(x) paratodo x de (a, b) entonces[ f(x)dx:f gx)dx
a a

b b+c
8) Propiedad de traslacién del intervalo de integracion: f fx)dx= fx—c)dx
a

a+c

9) Propiedad de dilatacién o contraccién del intervalo de integracion:
b 1 bk x
dx=— —|dx, siendo k #0
faf(x) X kL-k f(k) x, siendo k #

b
10) Sfa ’f(x)|dx

b
f fx)dx

1.4.2. Teorema del valor medio para Integrales

Si f es continua en [a, b], entonces existe al menos un c tal que a < ¢ < by tal que:

b
f fdx=f(c)(b-a)
a
Al valor f(c) se le conoce como valor medio de la funciénen [a, b].
Geométricamente, cuando la funcién es no negativa, se puede interpretar el teorema de la manera

siguiente: el valor de la integral entre a y b es igual al drea del rectdngulo cuya base es (b —a) y su
alturaes f(c)
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O — -
13 ———

Figura 7

Demostracién

() Si f es constante, el teorema se cumple trivialmente.
(ii) Si f no es constante, como f es continua en el intervalo cerrado, entonces f alcanza un

maximo absoluto y un minimo absoluto en [a, b].

Sea f(c1) = M el maximo absoluto y f(c2) = m, el minimo absoluto de f en [a, b]. Entonces,
m< f(x) < M, se tiene:

b
m(b—a)sf fx)dx<M(b-a) (1.2)

de donde, )
f fx)dx
<da

"=

Como f es continua en [a, b], entonces por el teorema del valor medio f toma todos sus valores
entre my M. Por tanto,
b
f flx)dx
a

(b-a)

corresponde a uno de dichos valores funcionales. Es decir, existe c en [a, b] tal que,

b
f fx)dx

f(c):—(b—a)

De donde, )
f fx)dx=f(c)(b-a)
a

1.4.3. Primer Teorema Fundamental del cdlculo: Derivada de una Integral

Preliminar: Si f es integrable en [a, b] y F esta definida por:

X
F(x) :f fndt
a

con x en [a, b], entonces F es continua en [a, b]
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l/_\ f(t

al - —
O
Sq— —
o — —
X

Figura 8

Demostracién

Sea c € (a, b) y sea ademads h tal que a < c+ h < b. Demostraremos que F es continua en c, es decir,
que }lir%F(c + h) = F(c).

En efecto, por hipoétesis se tiene que

F(c+h) :f
a

c+h

Cc
fwdt, vy, F(c):f fodt
a

Luego,

c+h a c+h
F(c+h)—F(c)=f f(t)dt—f f(t)dtzf f(ndt

Puesto que f es acotada en [a, b] (por ser f integrable), entonces existe M = 0 tal que |f(¢) |[< M
paratodo ¢ de [a, b].
De ésta manera,

-M=sf(t)sM
y
ct+h
f fodre
C
(//r—j7z\\\\;gl//4
I I
[ I |
| | |
of& X cth D X

Figura 9

O bien,

c+h c+h c+h
f (—M)dtsf f(t)dtsf Mdt
Cc Cc Cc

c+h
—Mhsf fydt=Mh
Cc
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Si tomamos limite a esta expresién cuando /4 tiende a cero por la derecha, obtenemos:

lim (-Mh) < lim [F(c+ h)—F(c)] < lim (Mh)
h—0* h—0* h—0*

Puesto que lim+(—M h)=0= lim+ (Mh), se concluye, por el teorema de comparacién (sandwich),
que h—0 h—0
hlirg [F(c+h)—F(c)] =0

asi que
lim F(c+h) = F(c)
h—0*

Si h <0, entonces C+ h < C, se tiene:

c

—~M(=h) 5[ fdt<M(-h)
c+h

Entonces

c+h
Mhs—fc fydt<-Mh
Al multiplcar la desigualdad por (—1) resulta:
—Mh=F(c+h)-F(c)=Mh
Tomando el limite por la izquierda y por el teorema de comparacién (sandwich) se tiene:
hli_}rgf [F(c+h)—-F(©)]=0

Luego,
lim F(c+h)=F(c)
h—0-

De los limites tanto por la izquierda como por la derecha se tiene:

Iim F(c+ h) = F(c)
h—0

Asi se ha probado que dada una funcién f(x) integrable en [a, b] la funcién F es continua en todo

c de (a, b), es decir
X
f fdte
a

con a < x < b siempre es continua en [a, b]

Teorema :

Sea f una funcién continua en [a, b] y F la funcién definida por
X
F(x) = f fodre
a

con x en [a, b]. Entonces F es derivable en todo x de [a, b] y F(x)= fx).



1.4. INTEGRAL DEFINIDA 33

Demostracion

Sea x un punto en el que f es continua y supuesta x fija, se forma el cociente:

A(x+h)—-A(x)
h

Para demostrar el teorema se ha de probar que este cociente tiende a f(x) cuando h — 0. El
numerador es:

x+h X x+h c x+h
Alx+ h)—A(x)=f f(r)dt—f f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dtzf f(ndt
c c c X X

Si en la ultima integral se escribe f (1) = f(x) + [f(£) — f(x)] resulta:

x+h

[f(t)—f(X)]dt=h-f(X)+f [f(O) - fx)lde

X

x+h

x+h
A(x+h)—A(x):f f(x)dt+f

de donde,

x+h

A h)—A 1
Aber b= A0 =f(x)+ﬁf [f() - foldt (1.3)
X

h

Por tanto, para completar la demostracién es necesario probar que

1 [rx+h
lim — t)— dt=0
hl—r%hfx [f(D) - fx)]
En esta parte de la demostracién es donde se hace uso de la continuidad de f en x.

Si se designa por G(h) el dltimo término del segundo miembro de (1.3) se trata de demostrar que
G(h) — 0 cuando h — 0. Aplicando la definicién de limite, se ha de probar que para cada e > 0 existe
un 6 >0 tal que

G(h) <€, siempreque 0< h <9 (1.4)

En virtud de la continuidad de f en x, dado un € existe un niimero positivo ¢ tal que:

< L (1.5)
—€ .
2

’f(t)—f(x)

siempre que:
X—0<t<x+90 (1.6)

Si se elige i de manera que 0 < i < §, entonces cada ¢ en el intervalo [x, x + h] satisface (1.6) y por
tanto (1.5) se verifica para cada ¢ de ese intervalo. Aplicando la propiedad

x+h x+h
f gndte S[
X X

relacion:
x+h
f [£(0) - fldr
X

g(t)‘dt, cuando g(t) = f(#) — f(x), de la desigualdad en (1.5) se pasa a la

x+h
<f
X

Dividiendo por h se ve que (1.4) se verifica para 0 < h < 4. Si h < 0, un razonamiento analogo
demuestra que (1.4) se verifica siempre que 0 < |h| < §, lo que completa la demostracién.

x+h1 1
dts[ —edt=—he< he
X 2 2

fFO-fx)
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Figura 10

1.4.4. Segundo Teorema Fundamental del cdlculo: Derivada de una Integral
Teorema 1:

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y F una funcién tal que F (x) = f(x) para
todo x en [a, b] entonces,

b b
f fde= F(t)|a = F(b) - F(a)

Demostracién

X
Como f esintegrable en [a, b], sea G(x) :f f)dt, a< x < b, entonces, G )= f(x), y como por
a

hip6tesis F (x) = f(x), entonces F y G difieren en una constante, es decir, G(x) = F(x) + C. Esto es,
X
G(x) =f fdt=Fx)+C
a

Por tanto,
G(a)=f fdt=0=F(a)+C
a

de donde F(a) = —C; Ademas
b
G(b) =f fydt=Fb)-F(a)=Fb)+C
a

Luego,

b
f F(dt = F(b) - F@)

Observacion:

1) Si f esuna funcién par (f(—x) = f(x)), si f es simétrica con respecto al eje y, entonces
a a
F)dx=2 f Fodx
—-a 0

2) Si f esuna funciéon impar (f(—x) = —f(x)), si f es simétrica con respecto al origen, entonces

fx)dx=0
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Demostracion

0-(-1)

a 0 a
1) fx)dx f(x)dx+f f)dx=(-1)
—-a —-a 0

f(—x)dx+f fx)dx
) 0

—a-(-1

0 a a a
—f f(—x)dx+f f(x)dx:f f(—x)dx+f fx)dx
a 0 0 0
f f(x)dx+f f(x)dszf fx)dx
0 0 0

a 0 a
2) f)dx = f(x)dx+f flx)dx
—a —a 0
0-(-1) a
= (-1 Fl=x)dx+ f Fodx
—a-(-1) 0

0 a
= (-1 f flex)dx+ f Fodx
a 0
ff(—x)dx+f fx)dx
0 0
fo[—f(x)]dx+fo fodx
a a
—f f(x)dx+f fx)dx=0
0 0

5
Ejemplo 10: Calcule el valor de la siguiente integral f xdx.
0

2

Solucién: f(x) = x,y, F(x) = x?

Luego por el primer Teorema fundamental del célculo se tiene que:

5 X255 52 0% 25
fxdxz—’ =———=—
0 210" 2 27 2

3
Ejemplo 11: Calcule el valor de la siguiente integral f x*dx.
1

5
Solucién: f(x) = x,y, F(x) = %

Luego por el primer Teorema fundamental del calculo se tiene que:

f3 . i3 3 1° 243 1 242
x*dx= ——' = =
1 5h 5 5 5 5 5
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CAPITULO 2

MOMENTOS Y CENTROS DE MASA

Muchas estructuras y sistemas mecdnicos modelados en ingenieria se comportan como si sus
masas estuviesen concentradas en un solo punto, llamado centro de masa. Cuando las masas de
los objetos son puntuales (caso discreto), el centro de masa es un cociente de sumatorias, pero
en el caso de cuerpos s6lidos, que tienen una distribucién continua de materia (caso continuo),
las sumatorias se reemplazan por integrales y el propésito en este capitulo es usar la integral para
calcular el centro de masa de s6lidos con alta simetria como los casos de: las varillas delgadas, las
laminas planas delgadas y los sélidos de revolucién. Acerca de tales problemas se puede decir en
forma general que:

1. Si un cuerpo es homogéneo (densidad constante) el centro de masa estd en el centro
geomeétrico.

2. Siun cuerpo tiene un eje de simetria, el centro de masa esta sobre dicho eje.

3. En ocasiones el centro de masa de un cuerpo no esta localizado dentro del cuerpo. Por
ejemplo, el centro de masa de un sélido toroidal esté en el agujero. De otro lado, por ejemplo,
el centro de masa de un alambre en forma circular estd fuera de éL

2.1. Conceptos Basicos

Densidad de un cuerpo: La densidad se define como la relacion de la masa del cuerpo por unidad
de longitud, 4rea o volumen segtn la geometria del objeto estudiado. En la practica se utilizan
unidades que pueden medirse de manera mds apropiada. Asi por ejemplo:

m m m
Densidad de: Longitud; A = T Superficie; o = " Volumen; 7 = v

Los conceptos anteriores se deben especificar en las integrales, para calcular el centro de masa de
solidos con alta simetria:

= En el caso de alambres y varillas delgadas el elemento de masa es: dm = AdL
= Cuando se trata de hojas planas y ldminas delgadas el elemento de masaes: dm=0d A

= Cuando se trabaja con sélidos el elemento de masaes: dm =1dV

37
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Célculos y Unidades: Para cada uno de los centros de masa (alambres y varillas delgadas, hojas
planas y laminas delgadas y s6lidos de revolucion) se realizardn en su secuencia célculos para
hallar: masa total, momentos y centros de masa o centroide del sistema.

En los resultados es importante destacar las unidades de cada uno de los pardmetros empleados:

Unidades Basicas

‘ Magnitud | Nombre | Simbolo |
Longitud metro m
Masa Kilogramo Kg
Tiempo Segundo s
Intensidad de corriente eléctrica | Ampere A
Temperatura termodindmica kelvin K
Cantidad de sustancia mol mol
Intensidad luminosa Candela Cd

Unidades SI derivadas expresadas a partir de unidades basicas

Magnitud Nombre Simbolo | Otras unidades SI | Unidades SI basicas
Frecuencias hertz Hz 51
Fuerza Newton N m-Kg-s2
Presi6n Pascal Pa N-m? m.Kg-s?
Energia, trabajo,
cantidad de calor Joule ] N-m m?-Kg-s2
Potencia watt \%% J-s71 m2. Kg- 3
Momento de fuerza | newton metro N-m

Conversion a unidades SI de unidades que no forman parte del SI

‘ De/a | A/de | Multiplicar por/dividir por |
Pulgada (in) m 2,54 x 1072
Pie (ft) m 0,3048
Pulgada cuadrada (i n?) m? 6,4516 x 10~
Pie cuadrado (ftz) m? 9,2903 x 1072
Pulgada ctibica (in® m3 1,63871 x 107°
Pie ctibico (f £°) m3 2,83168 x 1072
Libra (Lb) Kg 0,453592
Gramol/cm3 (g-cm™3) | Kg-m™3 10°
Dina N 107°

2.2. Centro de masa de una varilla o de un alambre
i) Caso discreto:

Supongamos un conjunto de n masas m, my, ms, ..., M, situadas sobre el eje x en los puntos
de abscisas xi, x2, X3, ..., X;. El momento de cada masa m; con respecto al origen sera m;x; y su
momento total serd

n
Z m;Xx; (2.1)
i=1
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Se llama centro de masa al punto P de abscisa X dada por:

X= = (2.2)

n
Y mix;
miXxXy+mpXo+m3xs+---+myXy i=1
m;+m;+msg+---+my L
2. mi
i=1

El centro de masa P tiene la siguiente propiedad fisica: si las masas son puntuales, o sea que
ocupan solamente un punto y estdn colocadas sobre una varilla ideal de peso despreciable, el
sistema queda en equilibrio cuando se le suspende de P.

Ejemplo 1: Cuatro masas de 3, 5, 6 y 8 gramos estdn colocadas sobre el eje x en las abscisas -2, 3,
5y —4 respectivamente. Halle el centro de masa del sistema.

s
L £\ o~ [ .22 o~ 7~ >X
U V' 1 U A4
—4 -2 0 3 5
Figura 11

Solucién: De acuerdo a la ecuacién (2.2) tenemos que:

4
m;x

; ' 3(-2)+5-3+6-5+8(-4) —6+15+30-32 7

X =

3+5+6+8 22 22
mj

1
4
=1

1

ii) Caso continuo

Consideremos ahora una varilla rigida cuyo didmetro es muy pequefio en comparacién con su
longitud L colocada sobre el eje x de tal modo que uno de sus extremos coincide con el origen 0 .
Supongamos ademas que su densidad lineal § = (x) es una funcién de la distancia 6§ (x), integrable
en[0,L].

Si hacemos una particién P de la varilla en n segmentos de longitud Ax; = x; — x;—;, la masa
del i-ésimo intervalo serd 6(¢;)Ax; , en donde #; es un punto de [x;_1, x;] y Ax; su longitud, una
aproximacién a su momento con respecto al origen serd ;0 (¢;)Ax;.

y
l
Yi-1
Figura 12

La masa total m estd dada por:

n L
m= lim Y &§(t;)Ax; :f 5(x)dx 2.3)
IPI=0/=} 0
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El momento de masa total M es:

n L
M= lim ) ;6(t;)Ax; = f x6(x)dx (2.4)
IPI—0 /= 0
y el centro de masa estd dado por:
L
f x6(x)dx
= (2.5)
f O(x)dx
0

Note que si 6 = k entonces, el centro de masa sera:
L

L L '
fx6dx fx-kdx kx*
2 L

}: 0 = 0 = = —
L L L 9
fadx fkdx kxﬂo
0 0

Este resultado confirma la propiedad que si una varilla de densidad uniforme se suspende de su
punto medio, queda en equilibrio.

Ejemplo 2: Una varilla de longitud 60 cm tiene una densidad lineal que varia proporcionalmente
al cuadrado de su distancia a uno de los extremos. Si la densidad en el extremo mds pesado es de
7200 g/cm, halle su masa total y el centro de masa.

Solucién: Si colocamos la varilla sobre el eje x con su extremo més liviano en el origen, entonces, la
densidad lineal serd & (x) = Rx?, de tal modo que cuando x = 60, P(60) = 7200, luego R-60% = 7200,
de donde obtenemos R = 2, y por tanto 6 (x) = 2x% .

y
dL
-—— é. 60 X
0
Figura 13
Asi que:
60 %3160
m=f 2x dx=2[—] = 144000g
0 310
y
0 5[ 2 60
2 ), x-x“dx &
P = 0 =45¢m
m 144000

Este tltimo resultado nos indica que para que la varilla quede en equilibrio debe suspenderse de
un punto a 45 cm del extremo mas liviano.
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2.3. Centro de masa de una regién plana o de una lamina delgada

i) Caso discreto

Consideremos n particulas de masas m;, my, ms, ..., m, situadas sobre el plano xy en los puntos
(x1,y1); (X2, ¥2); (X3, ¥3);5 +.0; (X, Ya)-

Los momentos de estas masas respecto a los ejes x e y denotados por M, y M, respectivamente,
se definen asi:

Momento respecto al eje x

n
M=) yim;
i=1
Momento respecto al eje y
n
My =) x;m;
i=1
y
(xn,yn)
r (x3,¥3)
1 - (x4,¥4)
1 (xl,yl)(__)| 1
- X,
1 - 3— -'y | |
1 (x2,¥2) 1
L I [
1 hl | | 1
| L1 L1 1 X
Figura 14

Las coordenadas X e jy del centro de masa se definen por:

El punto (X, ) tiene la propiedad de que si las masas estdn colocadas sobre una placa sin peso y
dicha placa se suspende de €él, debe entonces quedar en equilibrio.

Ejemplo 3: Se tienen masas de 5, 10 y 20 kg situadas en los puntos (1, 1), ( =3, 1) y (0, 3),
respectivamente. Halle los momentos de masa respecto a los ejes coordenadosy el centro de masa.

Solucién:
3
M, = Zyimi:1-5+1-10+20-3 =54+10+60="75kg
i=1

3
My =Y x;m;=5-1+10(-3)+20-0 =5-30 = —25kg
i=1
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3
m=) m; =5+10+20 =35kg
i=1

Coordenada x del centro de masa

f=—L=-—=-=
m 35 7
Coordenada y del centro de masa
M, 75 15
Y=m T35 7

ii) Caso continuo

Consideremos ahora una placa delgada con densidad superficial constante §(x, y) = k en todos sus
puntos y limitada por las curvas y = f(x) , y = g(x); integrables en cierto intervalo [a, b].

Supongamos ademés que f(x) = g(x) para todo x en [a, b]

(t;, (7))

y=f(x)

Fiep+gin|
)

11
1 ol =g(x)
I i (t;,g(t;)) I
] L1l ] X
a AL b
Xi—1 Xj
Figura 15

La masa Am; del i-ésimo rectdngulo que resulta al efectuar una particion P sobre [a, b] serd el
producto de la densidad k por el area, esto es,

Am; = k(f(t;) — g(t)]Ax;

en donde ¢; es un punto cualquiera de [x;_1, x;] .

El momento de masa correspondiente al i-ésimo elemento, respecto al eje y, estard dado
aproximadamente por
ti-Am; = tk[f(t) — g(t)]Ax;

y el momento de masa total por:
n b
My = |11>i|r—r»10 Zi kt;[f(t;)— g(t)]Ax; = fa kx[f(x)—gx)]dx (2.6)
i=
Para calcular el momento Mx respecto al eje x, basta colocar toda su masa en el punto medio. El
i-ésimo rectdngulo de nuestra particién P se puede asimilar muy bien a una varilla delgada, asi

que su momento respecto al extremo que se apoya sobre el eje x estard dado por:

1
E[f(ti) - g(t)]Am;
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Es decir, ) )
S L)+ gUIKLf (1) — gt Ax; = S KI(f(1)* — (8(6) ] Ax;
Entonces, el momento total podrd escribirse asi:
k
Mx_lllf’llm Z [f (t;) — g (1) Ax; = f [f?(x) - g*(x)ldx 2.7)
La masa total m estard dada por
= lllpllrilo Z Am; = hm kZ [f(t;)— g(t)]Ax; = kf [f(x)—g(x)dx (2.8)
Las coordenadas X e y del centro de masa se pueden obtener asi:
b
x[f(x)—gx)dx
. My _ fa f g(x)]
X=—=— (2.9)
f [f(x)—gx)]dx
a
b
) f [ (x0) - g*(0)dx
y= —.=4 (2.10)

b
f [f(x) - g(x)]ldx

= Alas coordenadas x e y del centro de masa en las ecuaciones (2.9) y (2.10) se llama también
el centroide de la regiéon y la masa total en la férmula (2.8), coincide numéricamente con el

drea de laregion.

= De la misma manera, si en las férmulas (2.6) y (2.7) la densidad k = 1, los valores resultantes

los llamaremos los momentos de la regién respecto a los ejes coordenados.

Ejemplo 4: Encuentre el centroide de la region limitada por la rama de parabola y = \/x, el eje x y

la recta x = 4.

y
y=Vx
2__
(ti, V1) |
I |
l’.
L)
o | |
| |
| |
] ] X
0 L 4
Figura 16

Solucién En la Figura aparece el i-ésimo rectdngulo indicando el punto medio en el cual se asume
que se concentra la masa total. El momento respecto al eje x del i-ésimo rectdngulo es el producto

de su drea por la distancia del punto medio al eje x. Esto es,

1
5\/7i'\/7iAxi
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Entonces, el momento total M, sera:

4
M, = lmz L /i Tibx = fxdx—l

|P|—=0;

[___ 104

El momento total respecto al eje y, My, sera:

4 4, 2 51 (25 2 s 64
M, = lim Zt,\/_Axl—f xﬁdx:f xzdx=|=x2| =|=42-202 (1024) —32——
|Pi— 0 571, |5 5 5
El area de la regi6n estd dada por:
4 2 3" 12 5 2 2 2 16
f\/}d_x—— % = —4%——-0%]:—64%:—8:—
0 37 |, I3 3 3 3 3
Las coordenadas X e y del centroide serdn entonces
64
goMy_5_ 12 . My 4 3
I G V=4 T8
3 3

Ejemplo 5: Halle el centroide de la regién limitada por la curva y = x* ylarecta y = x +2

Y, y=x+2

(tj,t;+2)

Figura 17

Solucién: Los puntos de interseccion de la pardbola y la recta se obtienen igualando la ecuaciones

que representan dichas curvas:
x’=x+2, esto equivale a0 = ¥-x-2=(x-2)(x+1)

de donde x =2y x = —1. Luego los puntos de corte son: (-1,1) y (2,4).

Entonces el momento total sera:

1 (2 1 (2
M, = 5[ ((x+2)+x2)((x+2)—x2)dx=5[ (x® +4x+4-x")dx
-1 -1
1 2 2 2 2 x3 X
= = f xzdx+4f xdx+4f dx—f ddx|==|=+2-x*+4x- =
2 [Ja -1 -1 3 5
1[23 13 -1)°
= |5+ 22 +4. 2——— CD o2 s -y - Y ]
1[8 32 1 1] 36
= - |z+8+8—-—+--2+4—=|=—
213 5 3 5] 5
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El momento respecto al eje y es:

2 2 2 2 B ox2 A2
M, = f(x2+2x—x3)dx=f xzdx+f Zxdx—f Bdx="—+=" -2
1 1 1 -1 32 4,
23 24 -1)3 -1 8 1 1 9
= |[Z+22-= - k) +(—1)2—( ) ]:—+4—4+——1+—:—
3 4 3 4 3 3 4 4
El area de la region es:
2 2 2 2 £ 32
A = f(x+2—x2)dx:f xdx+2f dx—f XPdx="—+2x-—
-1 -1 -1 -1 2 311
22 2% [(-D? (-1)3 8 1 1 9
= —42.2——-— +2(-1) - =244———— 42— —=—
2 3 3 2 3 2
Por tanto las coordenadas del centroide seran:
9 36
_ M_y 1 1 _ My F 8
X=—==-=-, y:—:—:—
A %2 A 35

Ejemplo 6: Si la figura plana A de la siguiente gréfica respecto al eje x, entonces su centroide se
encuentra también sobre el eje x.

y=f(x)

y:

Figura 18

Solucién En la Figura 18, la region A estd limitada por arriba con la curva y = f(x), entre x = ay
x = b. Por simetria la curva que la limita inferiormente debe ser y = — f(x), entre las mismas rectas

verticales.
Para calcular la ordenada y del centroide utilicemos la férmula (2.10), en donde g(x) es la funcién

y = —f(x). Por tanto,

b
) f[fz(x)—(—fz(x))]dx
_.za =0

=3 5
f [f(x)—gx)]dx

y en consecuencia el centroide estd sobre el eje x, o sea que estd localizado sobre el eje de simetria.
De manera similar puede demostrarse que si la regién plana es simétrica con respecto al eje y, su
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centroide estard localizado sobre dicho eje.

Ejemplo 7: El centroide de un circulo se encuentra en su centro, pues cualquier didmetro que se
trace es un eje de simetria en el circulo, en consecuencia, el centroide se debe encontrar localizado
sobre dicho eje. Si trazamos dos didmetros diferentes, el centroide pertenece simultaneamente a
los dos, luego pertenece a su interseccién, que en este caso coincide con el centro.

Ejemplo 8: Determine el centro de masa de un alambre delgado de densidad constante d y que
tiene forma de una semicircunferencia de radio a.

2

Solucién: Supongamos que el alambre tiene la forma de la semicircunferencia y = v'a? — x> como

aparece en la primera figura.
y

y

ds

Figura 19

Como el alambre es homogéneo, la distribucién de masa es simétrica con respecto al eje y; en
consecuencia, X = 0.

Pero
. (=2x) _ X
2vVa? - x? Va2 - x2
asi que,
dm=6ds=0 1+ dx 0 dx
\/ \/ \/ Vaz =12
Luego

a

=da

\/az—dx 6a[_a aﬁ sen‘l(g)

da [sen_1 (g) —sen”! (—;)] =6a [sen_l(l) - sen_l(—l)]

—a

b2 b2 T o7
oa [E — (—5)] =da [E + E] =nda
También, si denotamos por d M, el diferencial de momento con respecto al eje x, del diferencial

ds, entonces:
dM,=dds-y=6V a?—-x%ds
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Luego

Mx:f oV a? — x?

_ _ 5.2
ﬁdx aéf_adx aé[] =ad(a—(—a))=2a°d

Reemplazando en jy = % se obtiene:

__ My _2a°5 _2a
r= m  7wad 7

Por tanto, el centroide (X, j) del alambre esta localizado en el punto (0, 27“)
Note que el centroide no esté sobre el alambre sino sobre el eje de simetria.

Ejemplo 9: Determine el centro de masa de la lamina delgada de densidad constante § y que tiene
la forma de un semicirculo de radio a.

Solucién: Supongamos que la ldmina tiene la forma de la region plana limitada por y = Va? — x? y

el eje x (figura a)
y y

a (xy) a

Figura 20

Como la ldmina es homogénea, la distribucién de masa es simétrica con respecto al eje y, y en
consecuencia X = 0. Ahora

'—% (2.11)
y= " .
Pero
dm=6dA=05[f(x)ldx=06V a?—-x*dx
Luego

a

3
I

f&\/az—xzdx 5f —/1 dx 5[—sen = +g\/a2—x2
= 6[?sen_l(g)+g a’—a®- (?sen 1(—;)+(—g)\/ - (= a))

—a

a? a?
= 4 ?sen_l(l) 5 —sen '(- 1)] [sen 1(1)—sen_1(—1)]
_ oa z_(_z”_@i[Lz]_”aZ@
2 12 2/ 2 L2 21 2

Si denotamos ahora por d M, el diferencial de momento con respecto al eje x, del diferencial de
drea d A, entonces:
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o 1)
dez(SdA-%/ = Ey-ydxz E(az—xz)dx

6. 5 T 5 2 2 [ “ o, nga 3 a|_ 2.3
szf —(a“-x )dxzéf (a“—x)dx =0 a/ dx—f x“dx| =906 |a -x——] =6|a°-—|==0a
—a? 0 0 0 3 o (2312) 3
Reemplazando en (2.11) se obtiene:
3
__Mx_z? _4a
7

2
Por tanto, el centroide (X, ) de la ldmina semicircular y homogénea estd localizado en el punto
0, 39).

’ 3n

2.4. Centro de masa de un solido de revolucion

El procedimiento que seguiremos para encontrar el centro de masa de un sélido de revolucién es
andlogo al utilizado para encontrar el centro de masa de una ldmina homogénea.

Dado que para un sélido de revolucidn el eje de giro es un eje de simetria, el centro de masa estd
sobre dicho eje; por tanto, si el eje de revolucién fuera el eje x, las coordenadas j, z del centro de
masa serian cero y en tal caso la tinica coordenada que se debe buscar seria x. Si el eje de revolucién
fuera el eje y, las coordenadas X y Z son cero y la tinica coordenada que se necesita buscar es j .

Caso continuo
Supongamos ahora que f(x) = 0 es una funcién continua sobre [a, b]. Tomemos una particién de

[a, b] tal que,
Aa=X)<X1<Xp<X3<:-<Xp,=b

yun f; en [x;_,x;] paracadai=1,2,3,...,n.
y

(£, f(7))

(t;, f(£;))

o] xa xll \X x=b

Figura 21

Como se nota en la gréfica (21.a) se formaran n rectdngulos con altura f(¢;) y ancho Ax; . Si se rota
la regién definida por y = f(x), el eje x y las rectas x = a y x = b alrededor del eje x, se genera el
solido de revolucion de la Gréfica (21.b) y cada rectangulo i-ésimo generard un disco.

El volumen de cada disco estd dado por

AV; = w[f(t)]*Ax;
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Si el solido de revolucion es homogéneo de densidad de volumen constante § = k, la masa para
cada disco esta dada por:
mi = kn[f(t)]? - Ax; (2.13)

El centro de masa de cada disco esta sobre el eje de revolucién y en el centro del disco, o sea
aproximadamente en el punto (¢;,0,0) .

Como el momento con respecto a un plano es el producto de la masa por la distancia al plano,
entonces el momento de cada disco con respecto al plano yz estd dado por:

AiMyz = t;(wk[f()])*Ax;) (2.14)

De (2.13) La masa total m esta dada por:
n b
m= lim Y kxl[f(t)]°Ax; = f k[ f(x))?dx
|P|—0 i=1 a
Similarmente de (2.14) el momento del s6lido con respecto al plano yz esta dado por:
n b
My, = lim Y knt;[f(t)1*Ax; =f knx[f(x))*dx
IPI=0;5 a
El centro de masa del sélido es el punto (%, 0,0) tal que

b b
M knf x[f(x))*dx fx[f(x)]zdx
yZ= a _Ja

X =
m

b - b
kn f [ 01%dx f FO012dx
a a

Para estos s6lidos en los cuales la densidad de la masa es constante el centro de masa se llama
centroide.

Método de la Corteza Cilindrica:

Consideremos una region limitada por el eje x, las rectas x = a, x = b y una funcion f(x) =0
continua sobre [a, b]. Al hacer rotar alrededor del eje y ésta region segtin la Figura 22; el rectdngulo
i—ésimo da origen a la corteza cilindrica de la Figura 23.

y /
y=f(X

. (t,-éf(ti))

0 x=a Xj—1 X X=b

Figura 22

El centroide del solido resultante esta en el punto (0, y,0); y que ademés el centroide de cada
corteza cilindrica estd en el centro de la corteza, el cual es el punto (0, % f(t),0)
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<SSSSSSTILTSINNNY
Py

e = = |

777177

Figura 23
Por tanto, el momento de cada corteza con respecto al plano xz segtn la Figura 23 est4 dado por:
1
AiMy, = Ef(ti)Zkﬂtif(ti)Axi
El momento total del sélido es
n ok b
My, = lim Y = f(tp)2nt; f()Ax; = f kmx(f(x))*dx
IPI-0;= 2 a

y la masa del s6lido es:

n b
m= lim Y 2knt; f(t;)Ax; =f 2knxf(x)dx
PI~0 /5 a

De donde,

b b
knf x[f(x))*dx f x[f(x))*dx
- _ MXZ _ a _ a
y= = b =T
2knf xf(x)dx 2[ xf(x)dx
a a

Cuando el cuerpo es homogéneo, esto es, de densidad constante, el centro de masa coincide con
el centroide o centro geométrico

Ejemplo 10: Encuentre el centro de masa del s6lido de revolucién generado al rotar alrededor del
eje x la region limitada por la parébola y = %xz, el eje x ylarecta, x = 4.

Solucién La Figura (24.a) muestra la region y el elemento rectangular de 4rea y la Figura (24.b)
muestra el sélido de revolucién y el elemento de volumen.
y

y

Figura 24



2.4. CENTRO DE MASA DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 51

Como la region gira alrededor del eje x, el centro de masa es de la forma C(%,0,0), donde

My,
m

X=
El momento con respecto al plano yz estd dado por:

b 4 4 k 4 kma® ke x®
Myz:f knx[f(x)]zdx:f kn-x-xzdx: Tﬂ Bdx=-L2 2
a 0

Y kma® kw05 45 512
0 46 46 -

=—————=—kn=—"11%kn
v 46 46 6 3

La masa del sélido es:

km 4° knx54_kn45 km 0° kn44_256

b 4 4
m:f kn[f(x)]zdx=f kn—dx=——=——| =¥—— - —— =—4"=— - kn
a 0 4 4 5 4 5 4 5 4 5 5 5
De donde
512 r
My, 3 n_ﬂ
Y= T 256 . 3
=~ kn

Asi que el centro de masa esta localizado en el punto (£,0,0)

Ejemplo 11: Encuentre el centro de masa del s6lido de revolucién del ejemplo 10, tomando el
elemento rectdngular de drea paralelo al eje x.

Solucién La Figura (25.a) muestra el elemento rectdngular de 4rea y el centro del mismo. El
centroide del sélido estd en el punto (x,0,0) (Figura (25.b)).
y

y
(48)

P (Suevem.a) ‘AG x

(_O _—,
PAy

Figura 25

Para calcular X se requiere conocer el momento con respecto al plano yz. Puesto que se va a utilizar
el método de la corteza cilindrica, el centroide de cada corteza estd en el centro de ella, o sea en el
punto (0, 3 (4 + v27;),0). Luego,

My,

8 k
fo S Va2nya- \2y)dy

8 8 2.83
16[ ydy—Zf yzdy]zkn
0 0

2 318
gyz_L] =8.82_2-"
3 1y 3

8
kﬂf (16-2y)ydy =kn
0

kn8®  512kn
3 3




52 2.4. CENTRO DE MASA DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Ahora, la masa del s6lido esta dada por:

8 8 8
m = fk-27ry(4—\/2y)dy:k-27r 4f ydy—f \/Zy-ydy]
0 0 0
2v2 58 2V2 - 512 128] 256-k
= 2km|2)?- \/_yi =2kn[2-82——\/_8%]=2kn[128—— :an[— - d
5 0 5 5 5 5
Por tanto,

12
. Myz 22
xX= = =
m 2565-kn 3

Ejemplo 12: Encuentre el centroide del s6lido de revoluciéon del ejemplo 10, si la regién gira
alrededor del eje y.

Solucién La Figura (26.a) muestra el elemento rectdngular de drea y el centro del mismo. La Figura
(26.b) muestra el elemento de volumen, el cual es una corteza. El centroide del sélido esta en el
punto (0, y,0).

Figura 26

Para calcular j es necesario encontrar el momento con respecto al plano xz.
El centroide de cada corteza esté en el punto (0, %ti, 0). Luego,

4 2

6

X

- T-dx=
2

Y kw4 1024
= = -kn
o 12 3

4
sz=f Exz-anf(x)dx=knf
0 2 0

12

Ahora, la masa del sélido es:

4 41 knx44
mzf k-2n-x-f(x)dx=27rkf —x3dx= =kn-4°=64-kn
0 0o 2 0
Luego
1024 K
My, 3 % 16

y= m - 64 kn zg



CAPITULO 3

TEOREMAS DE PAPPUS

A finales del siglo III a.C. Pappus de Alejandria descubri6 dos férmulas que relacionan las dreas
de superficie con los volimenes de sélidos de revolucién. Dichas férmulas simplifican y agilizan
notoriamente los célculos que de manera usual serian largos y tediosos.

3.1. Pappus de Alejandria

Fué el dltimo gran matemadtico griego de la escuela alejandrina, vivié aproximadamente entre
los afios 350 y 290 a.c.; Pappus escribié6 comentarios a los Elementos de Euclides y a la Gran
sintaxis matemadtica de Ptolomeo, llamada por los 4rabes “El Almagesto”. Su obra principal llamada
“Coleccién Matemadtica”, escrita hacia el 340 a.c., reviste una particular importancia desde el
punto de vista histérico porque, ademds de ser una exposicion completa y sistemética de los
conocimientos de su época, recoge fragmentos, a veces integros, de las obras que constituian los
fundamentos de la ensefianza de las matemadticas en la ciudad de Alejandria, hoy en gran parte
perdidas.

La Coleccion, compuesta por ocho libros, casi todos conservados (excepto el primero y parte del
segundo), contiene una serie de problemas que introducen nociones geométricas importantes,
como el foco de una pardbola o la directriz de una cénica, y los enunciados de muchos teoremas,
entre ellos el que expresa la superficie y el volumen de las figuras de revolucién.

En geometria existen varios teoremas que son conocidos con el nombre genérico de “Teorema de
Pappus”, atribuidos a él. Entre ellos estd el “Teorema del centroide de Pappus”, que dice que el drea
de una superficie de revolucién generada mediante la rotacién de una curva plana C sobre un eje
externo es igual a la longitud de C multiplicada por la distancia recorrida por su centroide. Por
ejemplo, el drea de la superficie de un toroide de eje menor r y eje mayor R es

A= Q2nr)(2nR) = An’Rr

En la actualidad, podemos observar como la naturaleza nos ofrece una variedad de nociones y
aplicaciones geométricas con respecto al drea y un ejemplo de ello es la forma en que las abejas
forman su colmena; ellas lo hacen en celdillas individuales, de tal manera que formen un mosaico
sin huecos ni salientes entre las celdillas; la forma que las abejas optan para guardar su miel en su
colmena es hexdgonal; ya que esto les permite aprovechar el espacio al maximo.

53
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Los matemadticos de la época denominaron esta situacién como un problema Isoperimétrico,
una situaciéon en donde a una figura como la circunferencia se pueda embaldosinar o cubrir
completamente con otro poligono, (sin dejar espacios y sin que ese poligono se salga del limite de la
circunferencia). Pappus demostrd que, entre todos los poligonos regulares con el mismo perimetro,
encierran mds area aquellos que tengan mayor nimero de lados.

Es por esto que, la figura que encierra mayor 4rea para un perimetro determinado es el circulo, que
posee un ntimero infinito de lados. No obstante, un circulo deja espacios cuando se rodea de otros
circulos. Asi, de todas las figuras geométricas que cumplen la condicién “mayor nimero de lados
y adyacencia sin huecos”, matemdticamente es el hexdgono la més 6ptima.

3.2. Teoremal:

Teorema de Pappus para dreas de superficie
El area que genera una curva s cuando gira alrededor de un eje es igual a la longitud de la
circunferencia que recorre su centro de gravedad multiplicado por la longitud de la curva. Es decir,

Ag=27rSs (3.1)

donde Aj; es el drea de superficie, r es el radio de la circunferencia que recorre el centroide y s es la
longitud de arco. En particular, si el eje de rotacion es el eje x, entonces:

Ag=277s (3.2)

()4 /’%
fa) T I |
|

X Ejedegiro

X))
o

Figura 27

= Donde la funcién y = f(x) debe ser continua y con primera derivada continua pues la
longitud de arco determinada por la funcioén y = f(x) estd dada por

b
=| \1+[f (0%d
s fa [f (x)]“dx

Demostracion:

Supongamos que el arco de curva es el determinado por la funcién positiva y con derivada
continua y = f(x) desde el punto A(a, f(a)) al punto B(b, f(b)).
Sabemos que el drea de superficie A viene dada por:
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b b
As =f 2nyds = 271[ yds (3.3)
a a

De otro lado, la coordenada j del centroide del arco viene dada por

y:?: “b = (3.4)

De (3.2) se deduce que
b
f yds=73-s (3.5)
a

Sustituyendo (3.3) en (3.1) se obtiene:
Asg=2mys

Como 27y es la distancia recorrida por el centro de gravedad de la regiéon, queda probado el
teorema .

Ejemplo 1 Calcular el drea de la superficie de una esfera de radio a.

Solucién: En el ejemplo 8 del Capitulo 2, mostramos que el centroide de un alambre delgado
homogéneo en forma de una semicircunferencia de radio a se encuentra en el punto sobre el eje y
0,29

Como, el drea de la superficie de una esfera puede generarse al rotar alrededor del eje x la parte

superior de la circunferencia cuya longitud es s = ma. De ésta manera, de acuerdo al teorema de
Pappus, la superficie de la esfera es:

_ 2a 5
Ag=2mys= Zn(—)na =4na
b4

3.3. Teorema 2
Teorema de Pappus para sé6lidos de revolucion
El volumen que genera una superficie cuando gira alrededor de un eje coplanar es igual a la

longitud de la circunferencia que recorre su centro de gravedad multiplicado por el 4rea de la
figura. Es decir,

V=2nr-A (3.6

donde r es el radio de la circunferencia que recorre el centroide y A es el drea de la regién R.
En particular, si el eje de rotacion es el eje x, entonces:

V=2njy-A 3.7)
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Figura 28

Demostracion:

Supongamos que la regién R de la figura gira alrededor del eje x. Sea w(y) la longitud del elemento
diferencial de 4rea. Al girar dicho elemento alrededor del eje x genera una corteza cilindrica de
radio yy altura w(y). El diferencial de volumen dV de la corteza viene dado por:

av =2ryw(y)dy
Asi que:
d
V:27rf ywydy (3.8)
Cc

De otro lado, la coordenada j del centroide es:

d
%_fc ywydy

V= m A
Por lo tanto,
d
f ywydy=yA (3.9)
c
y sustituyendo (3.9) en (3.8) se tiene:
V=2njA

Ejemplo 2: Una forma alternativa para calcular el volumen de una esfera de radio a es utilizando
el segundo Teorema de Pappus.

Solucién: En el ejemplo 9 del capitulo 2 encontramos que, el centroide de la ldmina homogénea y
semicircular de radio a estd en el punto (0, g—)‘;)

Como, el volumen de la esfera se genera al rotar alrededor del eje x un semicirculo como el de
2
a

dicho ejemplo; y cuya drea es A = %5-, ademds como, el centroide recorre una circunferencia de
s 4a : : 4a\ _ 8
radio 3., €ntonces, la longitud que recorre el centroide es 27 (5) =gzay por lo tanto.
8 ma® 4
V=-a-—=-ma
3 2 3

que corresponde al volumen de una esfera de radio a.

Ejemplo 3: Determine el volumen del s6lido de revolucién generado al rotar alrededor de la recta
y = x— 2 laldmina homogénea limitada por la semicircunferencia y = v4 — x2 y el eje x.

Solucién En la siguiente figura aparece sombreada la regioén y el eje de giro escrito en su forma
general
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Figura 29

Retomando el ejemplo 9 del capitulo 2, el centroide de la ldmina estd en el punto (0, %), ahora, al
girar la region semicircular sombreada alrededor de la recta x — y — 2 = 0, el centroide recorre una
circunferencia de radio d. Por lo tanto, si / denota la longitud de dicha circunferencia, entonces

l=2nd (3.10)

Pero d es la distancia del punto (0, =) ala recta de ecuacién: x— y —2 = 0; y como la distancia del

punto Py = (xg, yo) alarecta Ax+By+C=0es:

d= |Ax0+By0+C|
VA? + B?
entonces,
1-0+ (D2 +(=2 |-2-2| 8+6n
d= - = (3.11)
V12 +(-1)2 V2 3V2n
Es decir,
=9 8+6n) 4 4+37)
=27 = — T
3v2n 3v2

También el 4rea del semicirculo de radio r =2 es A= 2.

Por tanto, de acuerdo con el segundo Teorema de Pappus, el volumen del sélido viene dado por:

4 4+/2
V:l-A:2n-—(4+3n):—\/_n(4+3n)
3v2 3

Ejemplo 4: Un soélido toroidal o simplemente "toro"se genera al rotar un circulo de radio a,
alrededor de unarecta / situada en su mismo plano a una distancia b de su centro (b > a). Podemos
utilizar el segundo Teorema de Pappus para calcular su volumen.

Solucién: La siguiente figura ilustra la situacién en la cual asumimos que el circulo de radio a gira
alrededor del eje y.
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= o — -
e -

-~ -
Il R

Figura 30

Segtin ejemplo 7 del capitulo 2 el centroide del circulo que estd en su centro, al girar alrededor del
eje y, recorre una circunferencia de radio b. Entonces la longitud recorrida por el centroide es

I=2nb (3.12)

De otro lado, el area del circulo es
A=nad’ (3.13)

De acuerdo con el segundo Teorema de Pappus:
V=I-A (3.14)
Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.14) se obtiene finalmente:
V =2n%a’b

que corresponde al volumen pedido.



CAPITULO 4

PRESION DE LIQUIDOS

Si se sumerge horizontalmente una placa dentro de un liquido, éste ejerce una fuerza constante en
todos los puntos de ella. Al cociente de dividir la magnitud de la fuerza por el 4rea de la placa se le
llama presion del liquido.

_l_ — 1Fy
h Ny
J_ Figura 31

La direccion de la fuerza es normal a la superficie de la placa y la magnitud estd dada por w-h-a, en

donde w es el peso por unidad de volumen del liquido, & es la profundidad de la placa sumergida

. . L . , wha
y a es el drea de la misma. La presion P estard entonces dada por la férmula P = =wh
a

Si tenemos una placa sumergida en un liquido y su posicién no es horizontal, entonces la presién
ya no es uniforme, y es mayor en los puntos que estdn sobre la misma horizontal. Estamos
interesados en calcular la fuerza total que ejerce un liquido sobre una placa vertical sumergida
en él.

4.1. Blaise Pascal

Fisico, matematico y fil6sofo francés naci6 el 19 junio de 1623 en Clermont y falleci6 el 19 de
agosto de 1662 en Paris. Su padre, Ftienne, tenia una educacién ortodoxa y decidi6 educarlo él
mismo. Decidi6 que no estudiara matemadticas antes de los quince afios y todos los textos de esta
ciencia fueron sacados de su hogar. Pascal, sin embargo, sinti6 curiosidad por todo esto y comenzo
a trabajar en geometria a la edad de doce afios. Pronto descubrié que la suma de los dngulos de un
tridngulo correspondia a dos dngulos rectos, y cuando su padre lo comprobé, se enternecié tanto
que le regal6 un texto de Euclides.

A la edad de catorce anos Pascal acudia a las reuniones con el monje y matemaético jesuita
Mersenne, cuyo cuarto en Paris era lugar frecuente de reuniones de Fermat, Gassendi y otros

matemadticos famosos de la época. A los dieciséis afios presentd, en una de las reuniones de

59
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(Clermont-Ferrand, Francia 1623 - Paris, Francia 1662) Figura 32

Mersenne, un escrito que contenia algunos teoremas de geometria proyectiva y que incluian
lo que se ahora se conoce como el hexdgono mistico de Pascal. En afios posteriores trabajo
en las secciones conicas y desarroll6 importantes teoremas en la geometria proyectiva. En su
correspondencia con Pierre de Fermat dej6 establecida la creacién de la teoria de la probabilidad.

Pascal invent6 la primera calculadora digital en el afio 1642. El aparato, llamado “pascalina’, se
asemeja a una calculadora mecdnica de la década de 1940. También invento la jeringa y llevo a
cabo estudios en geometria, hidrodindmica, hidrostética y presién atmosférica.

Su mds famoso trabajo en filosofia es “Pensées”, una coleccién de pensamientos personales del
sufrimiento humano y la fe en Dios. “Si Dios no existe, uno no pierde nada al creer en él; mientras
que si existe, uno pierde todo por no creer”, dijo alguna vez. Su ultimo trabajo fue la “cicloide”,
la curva trazada por un punto en la circunferencia de un rollo circular. Pascal murié a la edad
de 39 afos, después de sufrir un dolor intenso debido al crecimiento de un tumor maligno en su
estébmago, que luego se le propago6 al cerebro.

El principio de Pascal y sus aplicaciones

La presi6én aplicada en un punto de un liquido contenido en un recipiente se transmite con el
mismo valor a cada una de las partes del mismo. Tal enunciado, obtenido a partir de observaciones
y experimentos por este genial matematico, se conoce como “principio de Pascal”, y puede ser
interpretado como una consecuencia de la ecuacién fundamental de la hidrostatica y del caracter
incompresible de los liquidos.

La prensa hidraulica constituye la aplicacion fundamental del principio de Pascal y también un
dispositivo que permite entender mejor su significado. Consiste, en esencia, en dos cilindros de
diferente seccién comunicados entre si, y cuyo interior estd completamente lleno de un liquido
que puede ser agua o aceite. Dos émbolos de secciones diferentes se ajustan, respectivamente,
en cada uno de los dos cilindros, de modo que estén en contacto con el liquido. Cuando sobre el
émbolo de menor seccion se ejerce una fuerza la presion que se origina en el liquido en contacto
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con él se transmite integramente y de forma instantdnea a todo el resto del liquido; por tanto, seréd
igual a la presién que ejerce el liquido sobre el émbolo de mayor seccion (esto significa que si, por
ejemplo, una seccién es veinte veces mayor que la otra, la fuerza aplicada sobre el émbolo pequefio
se ve multiplicada por veinte en el émbolo grande).

(Prensa Hidraulica) Figura 33

4.2. Fuerza Hidrostatica

Consideremos la placa que se muestra en la Grafica 34 y que esta limitada porlasrectasx=a, x=b
y por las curvas y = f(x) y y = g(x) que supondremos integrables en [a, b] y tales que f(x) = g(x)
paratodo x en [a, b], sumergida en un liquido de densidad de peso w.

(t;, f(t) |
|

209 (1;,8(1))

Figura 34

La presion sobre todos los puntos del i-ésimo elemento de 4rea variard entre wx;_; y wx;, y si se
toma t; tal que x;_; < t; < x;, wt; varid un valor intermedio entre los dos anteriores.

Un valor aproximado de la magnitud de la fuerza ejercida por el liquido sobre el i-ésimo elemento
de drea serd AF; = wt;[f(t;) — g(t;)]Ax;, en donde los dos tiltimos factores representan el drea AA;
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del elemento.

Un valor aproximado de la magnitud de la fuerza ejercida sobre toda la superficie estard dada por:

n n
F=Y wt;NA; =) wt;[f(t;)— g(t)]Ax;
i=1 i=1
La fuerza total es:

n b
F= |11>i|moz wt;[f(t;) — g(t)]Ax; =f wx[f(x)—gx)]dx
—VYi=1 a

Ejemplo 1: Calcular la fuerza total ejercida por el agua cuando se sumerge verticalmente una placa
en forma de tridngulo isésceles de base 6 m y altura 5 m de tal modo que su vértice superior queda
a 3 m por debajo del nivel del agua.

,G,-8)
1

I 6(m

Figura 35
Solucién: La recta que pasa por los puntos (0, -3) y (3, —8) tiene por ecuacién:

- -3+8 5

X2 — X1 0-3 3

Luego,

5 , 3
y+3= —gx es decir, x= —g(y+3)
y la que pasa por (0,—3) y (-3, —8) tiene como ecuacién
- -3+8
m= 7')/2 yl = — =

5
X2 — X1 0-3 3

Luego,
+3 > i 3 (y+3)
=-xasi, x=—-
y 3 5 y
La fuerza sobre el i-ésimo elemento de area sera:

AF; = wti[(—g)(ri+3)—(§)(ri+3) Ayi

y la fuerza total:
n

lim Z wti[(—g)(ti-i—?))

IPI=0;23

F

dy

Ayi=f_j[wy(—g)(y+3)
3

6wy (& , 6wy [ 8, 8 (6w [y 3y2]8
5 - (25

6w\)[8 3.8 (3% 3.32 6w [512 192 27 27
— = = L T T | =293w
3 2 5 | 3 2 3 2

5

+
3 2
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Como para el agua w = 1ton/m3, F = 293ton.

Ejemplo 2: Un depésito limitado en sus extremos por dos semicirculos de radio 20 cm estd lleno
con un liquido cuyo peso w es de 3 g por centimetro ciibico. Calcule la fuerza total ejercida por el
liquido sobre las paredes semicirculares.

20

Ain -] =
(t73\/400- £2)

Figura 36

Solucién: La ecuacién de la circunferencia de radio 20 cm y centro en el origen es x? + y? = 202, asi

que x? = 400 — y?, de donde:
X =#+1/400 — y?

La fuerza del liquido sobre el elemento de 4rea es:

wt;-\/400 - t2Ay;

entonces la fuerza total es:

20 20 .
2wy4/400 — y2d :2wf 2y(400 — y*)2dy.
fo yy yedy . y)zdy

Hagamos u =400 - y?, asi du=—-2ydy;

F

si y=0 u =400 ycuando y =20 u =0 por lo tanto
20 20
= 2wf 29400 - yA)2dy=—2w | (-2y)400-yH2dy
0 0

0 uz|° Aw s 3
= —2w| uidu=-2w5- =——[02—4002]
400 5 laoo 3

32000

4w w
——[0-400(20)] = 5 -8000 = Tw
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CONCLUSIONES

A través de diversos ejemplos pudo mostrarse que el centro de masa de un sistema es el
punto donde convergen todas las cargas que se aplican al mismo; y éste punto no depende
de la posicion del plano cartesiano sino de la masa total del sistema y de los momentos que
acttian sobre él.

Los Teoremas de Pappus son de gran utilidad para calcular dreas superficiales y volimenes
de solidos e involucran regiones cuando la funcién matemadtica que las describe se pone a
rotar alrededor de un eje de giro.

Por medio de las integrales se model6 un aspecto de la mecanica de fluidos como la presion
hidrostatica, de gran aplicacién en la ingenieria en dispositivos como la prensa hidraulica.

Através de los diferentes ejemplos presentados se ha tratado de desarrollar una herramienta
que permita a los estudiantes observar algunas aplicaciones de las integrales en aspectos
como momentos y centros de masa, calculo de dreasy volimenes y la mecdanica de fluidos a
través de la realizacién de ejercicios sencillos, pero a la vez clarificadores de los contenidos
tedricos.

Se ha utilizado el lenguaje de programacion para la presentacién de textos cientificos en
LaTeX; para obtener una mejor presentacion de éste trabajo.
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