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INTRODUCCION

En la antigua Grecia la geometria ecludiana inspir6 algunas nociones fundamentales en la
Matemadtica, como el concepto de las magnitudes inconmensurables, consecuencia de la
imposibilidad de relacionar, a través de nimeros enteros, la diagonal y el lado de una cuadrado
o la longitud de la circunferencia y su radio. Asi mismo, en el siglo XVII el Calculo se desarroll6 a
partir de las exigencias de la geometria analitica de determinar dreas y volimenes de figuras nunca
antes realizadas.

La invencién del Célculo es uno de los grandes logros de la humanidad. Ha sido, y sigue siendo,
una herramienta fundamental para la comprension cientifica de la Naturaleza. En el tltimo tercio
del siglo XVII, Newton (en 1664 - 1666) y Leibniz (en 1675), de forma independiente cada uno,
inventaron el Calculo. Esto quiere decir que:

1 Unificaron y resumieron en dos conceptos generales, el de integral y derivada, la gran
variedad de técnicas diversas y de problemas que se abordaban con métodos particulares.

2 Desarrollaron un simbolismo y unas reglas formales de cdlculo que podian aplicarse a
funciones algebraicas y trascendentes, independientes de cualquier significado geométrico,
que hacia fAcil, casi automaético, el uso de dichos conceptos generales. Reconocieron la
relaciéon inversa fundamental entre la derivacion y la integracion.

En el trabajo que desarrollaremos se mostrardn ejemplos de aplicacion del célculo integral en
diferentes areas de la ciencia, se contara también con la ayuda de gréficas, e ilustraciones, con
ello se busca que el lector tenga una mejor visién del trabajo y lo pueda comprender facilmente.
Ademads éste serd de ayuda para estudiantes de Licenciatura en Matemadticas, Matemadticas
aplicadas, Ingenieria, Economia o de todo aquel interesado en el desarrollo, estudio y aplicacién
de integrales.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Utilizar el cédlculo integral para resolver problemas presentes en ramas como la fisica,
astronomia, ingenieria, quimica, geologia, biologia y en otros campos.

Objetivos Especificos
= Mostrar algunas de las aplicaciones del método de exhaucion para resolver problemas sobre
célculo de areas.

= Mostrar las aplicaciones de la integral definida al cdlculo de areas, volumenes de revolucién,
determinacion de centroides, aplicaciones del concepto fisico del trabajo y aplicaciones ala
probabilidad entre otros.

11
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JUSTIFICACION

El origen del célculo integral se remonta a mdas de 2000 afios, cuando los griegos intentaban
resolver el problema del 4rea ideando el procedimiento que llamaron método de exhaucién. Parala
investigacion cuantitativa de los distintos procesos de cambio, movimiento y dependencia de una
magnitud respecto a otra, constituye un fundamento necesario e indispensable en la biisqueda y
desarrollo de destrezas, aptitudes y habilidades, para la solucién de problemas matemadticos y la
creacion de modelos para la aplicacién de la matematica en las distintas ramas del saber.

Son muchas las razones que nos llevan a desarrollar este trabajo de grado, pero el mas importante
es mostrar algunas de las aplicaciones de la integral en los diferentes campos del conocimiento.

Ademas en el trascurso de la Licenciatura en Matematicas, el tema de las aplicaciones de la integral,
se le da muy poca importancia, y los estudiantes quedan con algunos vacios referentes a éste,
por esta razén este trabajo servird de ayuda para llenar los vacios que puedan quedar en los
estudiantes.

13
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

En el presente trabajo de grado se tratardn algunas de las aplicaciones de la integral definida
al calculo propiamente como en otros campos del saber. Presentaremos areas entre curvas,
volimenes de sdlidos, longitudes de curvas, el trabajo realizado por una fuerza variable,
aplicaciones a la: biologia, economia y estadistica entre otras.

A continuacién presentaremos un breve repaso sobre antidiferenciaciéon y algunos conceptos
bésicos sobre técnicas de integracién. De la misma manera haremos una presentacion de los
teoremas fundamentales del célculo integral que seran titiles para el desarrollo de nuestro trabajo.

1.1. Laantiderivada

Definicién. Una funcién F se denomina antiderivada de una funcién f definida en un intervalo
[a, b] si F'(x) = f(x) para todo valor de x en el intervalo [a, b].

La funcién que se pide se le conoce como integral de la diferencial dada y al procedimiento
utilizado para encontrar la integral se le conoce como integracion. Al igual que el simbolo de

derivada, el simbolo de integracién, cuyo operador nos indicara la operaciéon mencionada, ha
tenido toda una evolucién que fue acompafado de rasgos historicos hasta llegar a simbolo J.

Ejemplo 1.Si F(x) = 2x3+x%2+3 entonces F'(x) = 6x2+2x. De modo que sillamamos f(x) = 6x%+2x,
entonces F(x) = 2x3 + x? + 3 es una antiderivada de f. En general, cualquier funcién G(x) de la
forma G(x) = 2x3 + x% + ¢, donde c € R es una antiderivada de f pues G'(x) = 6x%+2x

d
En general, escribimos f f(x)dx = F(x) + C siempre que d_F (x) = f(x).
X

1.2. Repaso sobre algunas técnicas de integracién

Los métodos de integracidon son las diferentes técnicas elementales usadas para calcular una
antiderivada o la integral indefinida de una funcién.

15
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1.2.1. Integracion directa (Antidiferenciacién)

Si deseamos calcular

ff(x)dx

y conocemos de antemano una funcion F(x) tal que F'(x) = f(x), entonces tal funcién es el
resultado directo de la antiderivada.

Ejemplo 2: Calcular la integral
f sec’ xdx

d
Solucién: Puesto que d_ tanx = se02 X, entonces
X

fseczxdx: tanx+c

1
f—dx
X
dinx 1

1
Solucién: Como = —, entonces f —dx=In|x|+c.
dx X X

Ejemplo 3: Calcular la integral

1.2.2. Método de integracién por sustitucién

Elmétodo de integracién por sustitucion o por cambio de variable se basa en realizar un reemplazo
de variables adecuado que permita convertir el integrando en una antiderivada simple. Este
método realiza lo opuesto a la regla de la cadena en la derivacion, y se formula de la siguiente
manera:

ff’(u)u'dx:F(u)+c

El método se basa en identificar una parte de lo que se va a integrar con una nueva variable ¢, de
modo que se obtenga una integral mas sencilla.

En efecto, si deseamos calcular la integral
f flwu'dx
Hacemos la sustitucion ¢ = u, dt = u'dx , sutituyendo en la integral:

ff’(u)(u’)dx=ff’(t)dt=f(t)+c=f(u)+c

Ejemplo 4. Calcular
fx Cos(2x2 +3)dx

Si hacemos u = 2x? + 3, entonces, du = 4xdx. Luego

1 1 1 1
Zf4xcos(2x2 +3)dx = chos udu= Zsenu+c: Zsen(Zx2 +3)+c¢
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1.2.3. Método de integracién por partes

El método de integracion por partes se basa en la derivada de un producto y se utiliza para resolver
integrales que incluyen productos de funciones.
Dado que si u = u(x), y v = v(x) son funciones de variable y valor real, se tiene que

wv) =v.v+uv

f(u.v)’zfu’.v +fu.l/,
fu.v'dx:u.v—fu'.vdx

Tenemos que derivar u e integrar v/, por lo que serd conveniente que la integral de v’ sea inmediata
o por lo menos mas sencilla que la integral inicial.

asi que

luego

Ejemplo 5. Calcular la integral:
f xsen(x)dx

Si hacemos u = x y dv = senxdx entonces du = dx, v = —cosx. Reemplazando en la integral
obtenemos:
fxsenxdx = —xcosx+fcosxdx =—-Xxcosx+senx+c

Ejemplo 6: Calcular la integral

flenxdx

1 X3
Sihacemos u=Inx,y, dv= x%dx, entonces du= —dx, y, U= 3 luego
X

3 2 3
X X X 1
flenxdx=—lnx—f—dx=—lnx——x3+c
3 3 3 9

Ejemplo 7: Calcular la integral

X
f 5 dx
sen? x

fxcsc2 xdx

La integral propuesta es equivalente a

2

Poniendo u = x,y, dv =csc” x, entonces du = dxy v =—cotx asi:

X
5 dx —xcotx+ | cotx
sen® x

COS X
—xcotx+ dx
senx

—xcotx+In|senx|+c
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1.2.4. Integrales de funciones trigonométricas

A continuacién veremos algunas reglas de reduccién para integrar cierto tipo de funciones
trigonomeétricas, que posteriormente se utilizardn en el método de sustitucién trigonométrica.

I. Potencias de senos y cosenos

Integrales del tipo fsen" xdxy fcos" xdx
Se resuelven teniendo en cuenta lo siguiente :
» Sinesimpar, es decir si n =2k + 1, factorizamos el integrando, por ejemplo

2k+1

sen” xdx =sen xdx= (senzx)ksenxdx = (1 - cos? x)ksenxdx

Haciendo u = cos x, du = —sen xd x, por lo tanto,

fsen”xdx:f(l—uz)kdu

De igual manera en el caso de las potencias del coseno, tomando el cambio de variable
u=senx.

= Si n es par, es decir n = 2k, factorizamos el integrando, por ejemplo sen” x = sen®* x =

(sen®x)¥ 6 en el caso del coseno cos” x = cos?* x = (cos? x)¥ y utilizamos las identidades
. Lo 9 1-cos2x | 9 1+cos2x
trigonométricas: sen” x = — 6, cos“ x = — 5

Ejemplo 8: Calcular la integral [sen3 xdx

Solucién: [ sen® xdx = senzxsenxdx:f(l—cos2 X) senxdx=fsen(x)dx—fcosz(x) sen(x) dx.

Si en la dltima integral hacemos u = cos x, entonces du = —sen x, y asi

3

3
fsengxdx=f(1—coszx)senxdx=—f(l—uz)du:%—u+c=

COS™ X

—CoSX+¢C

Ejemplo 9: Resolver la integral

f cos® xdx
.l - ., 2 1+cos2x
Solucion: utilizamos la sustituciéon cos“ x = — entonces tenemos
1—-cos2x
fcoszxdx = ff dx

1
Ef(l—COSZx)dx
1( 1 )
= —|x+—=-sen2x|+c

2 2

1 1
= —x+-sen2x+c
2 4
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II. Productos de potencias de senos y cosenos

fsenm xcos" xdx

= Si my nson pares, se utilizan las identidades:

P 1—cos2x 2 1+cos2x
sen"x=———— Yy Cos"x=——"—

= Si m 6 n es impar, utilizaremos la identidad sen?x+cos?x=1

Ejemplo 10: Resolver la integral

fsen5 xcos® xdx

Soluciéon:

fsen5 xcos® xdx = fsen4 xsenxcos’ xdx = f(l - cos? x)2 senxcos®xdx

Hagamos u = cos x, entonces du = —sen xdx ,por lo tanto

I:fsen5xcoszxdx: —f(l— u>)?u’du
3 5 7

u 2u u

f(—u2+2u4—u6)du=——+———+c

3 5 7

y al reemplazar el valor de u se obtiene

cosx® 2cosx® cosx’
I=- + - +c
3 5 7
II1. Productos de potencias de tangentes y secantes
ftanm xsec" xdx

= Si n es par, utilizamos la identidad: sec? x = 1 + tan® x.
= Si m es impar, utilizamos la identidad: tan? x = sec? x — 1.
= Sin esimpary m par usamos algtiin otro método como por ejemplo integracién por partes.

Ejemplo 11. Resolver la siguiente integral
ftan6 xsec* xdx

Solucién:

sztanﬁxsec4xdx=ftan6xsec2xsec2xdx=ftanGx(1+tan2x)sec2xdx

hacemos u = tan x, entonces, du = sec’ xdx, luego

u7 u9
f“6(1+u2)du=f(u6+u8)du:7+?+c:

tan’x tan’x
+
7 9
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1.3. Laintegral definida

Uno de los mayores logros de la matematica, que permitié muchas aplicaciones a otras ramas del
conocimiento como la fisica, la quimica , la ingenieria, y la economia entre otras es el cdlculo de la
integral definida.

Definicién de integral definida: Sea f una funcién continua definida para cada x € [a,b].

b—a
Dividimos ahora el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho Ax = ——. Sean xp = a 'y

Xn, = b y ademaés xy, x1,...., X, los puntos extremos de cada subintervalo. Elegr{mos un punto t;
en estos subintervalos de modo tal que t; se encuentra en el i-ésimo subintervalo [x;_1, x;] con
i =1,..,n. Entonces la suma estos n rectdngulos es igual, aproximadamente, al drea bajo la curva;
y el limite de esta suma cuando 7 tiende a infinito y cada parte tiende a cero es, precisamente, el
drea bajo la curva. De estas consideraciones vemos que la integral definida puede mirarse como es
limite de una suma.

Aty

Figural.l

Los nameros a y b se llaman, respectivamente, limite inferior y limite superior de la integral. El
segmento [a, b] se llama segmento o intervalo de integracion, la letra x, se le llama variable de
integracién. Notemos que si la funcién y = f(x) es continua en el segmento [a, b], es integrable en
el mismo segmento, entonces la integral definida de f entre a y b es el ntimero

b n
f fydx=Hmf(xo) + f(x1) + f(x2) + -+ flxp-1)]Ax = lim 3 f(x)Ax
a Rl ®i=1

Aunque esta definicion bdsicamente tiene su motivacion en el problema de cdlculo de éreas, se
aplica para muchas otras situaciones. La definicién de la integral definida es valida atn cuando
f(x) tome valores negativos (es decir cuando la grafica se encuentre debajo del eje x). Sin embargo,
en este caso el niimero resultante no representa el area entre la grafica y el eje x.

Observacion: La suma
n

Y ft)Ax

i=1
que aparece en la definicion de integral definida se llama suma de Riemann en honor al
matemadtico alemédn Bernahrd Riemann. En la seccién 4.4.3 incluiremos ejemplos para ilustrar este
concepto.
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1.4. Teorema fundamental del Calculo

El teorema fundamental del cdlculo se fundamenta intuitivamente en la afirmacién de que la
derivacién e integracién de una funcién son operaciones inversas. Esto significa que toda funcién
continua e integrable en una regién de la recta real verifica que la derivada de su integral es igual
a ella misma. Este teorema integra el célculo aproximado de las dreas utilizando el método de
exhaucion de Arquimedes con el célculo diferencial desarrollado por Isaac Newton, Isaac Barrow
y Gottfried Leibniz en el siglo XVIII y que posteriormente dio lugar a conceptos como el de las
derivadas.

En un principio el estudio de la integral se limitaba al cdlculo de 4reas y volimenes, hasta que
logré demostrarse que el estudio del drea bajo una funcién, estaba relacionada con el célculo
diferencial, resultando la integracién. Una consecuencia directa de este teorema es la regla de
Barrow, denominada en ocasiones segundo teorema fundamental del célculo es una propiedad
de las funciones continuas, que permite calcular la integral de una funcién utilizando la integral
indefinida de la funcién al ser integrada.

1.4.1. Regla de Barrow

Si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una primitiva de f en [a, b], entonces

b
f f(x)dx=F()—-F(a)

Ejemplo 12. Calcule el valor de la integral definida:
/8
f senxdx
0

n b4
f senxdx = —cosx‘o = —(cosm—cos0) =2
0

Solucién.

3
Ejemplo 13. Calcular el valor de la integral definida: f x?dx

2
3 1
f xdx==-x°
2 3

1.4.2. Particién de un Intervalo y su Norma

Solucion.

3
1 5 1 5 8 19

=-3)°--@%=9--=—
3() 3() 373

2

Sea [a, b] un intervalo cerrado en R. Entonces una particién de [a, b] es un subconjunto finito
P=xy=a,x,,.. x,=btal que x; > x;_1, coni=1,2,...,n. Lanorma de la particién es el intervalo
mads grande: es decir, ||P|| = max[x; — x;—; :i = 1,..., n] Lo que estamos haciendo en pocas palabras
es cortar al intervalo en subintervalos disjuntos, cuya unién forma el intervalo original, la norma
simplemente es la longitud del intervalo de mayor longitud. P = {xg, x1, X2, ..., Xn—1, Xn}
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[

a X1 X2 X3 . . . Xn-1

Figura 1.2

1.4.3. Sumas de Riemann

Sea f una funcién definida en el intervalo cerrado [a, b] y sea una divisién (particién) arbitraria de
dicho intervalo

P={a=xosx1£x25x35 ......... an_lsxn:b}

donde Ax; indica la amplitud o longitud del i-ésimo subintervalo. Si f; es cualquier punto del
i-ésimo subintervalo la suma

n
Y f)Ax;
i=1
X;_1 < t; < x; se llama suma de Riemann de f asociada a la particién P.
Aunque el concepto de la integral definida ya habia sido usado con mucha anterioridad a la época
de Riemann fue éste quien generaliz6 el concepto para poder incluir una clase de funciones mas

amplia. En la definicién de una suma de Riemann, la tnica restriccion sobre la funcién f es que
esté definida en el intervalo [a, b].

I Ny” /

/ 7
£)

‘ B

a X Xo St Xp—1 b a Xy Xo 553 Xp—1 b

(a) (b)

Figura 1.3 (a) Suma inferior asociada a una particién. (b) Suma superior asociada a una particién.

Ejemplo 14: Expresa el drea encerrada por las funciones y = x> —4x+4 y y = x mediante una
integral definida. Calcular aplicando el método de Barrow.

Los puntos de corte de las funciones los encontramos asi: x*> —4x +4 = x, de donde
0=x2-5x+4=(x—-4)(x—1)de aquix=1,0,x=4.Six=1,y=1,y,si x =4,y =4 porlo tanto los
puntos de corte son (1,1) y (4,4).
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l\y

Figura 1.4

4

1 5
—— x>+ x*—4x
3 2

4 4
Azf [x—(x*—4x+4)]dx f (-x*>+5x—4)dx =
1 1 1

1 5 1 5
= [——43 +24% —4(4) - (——13+ =1 —4(1))] =4,5u°
3 2 3 2

1

Ejemplo 15: Calcule f Bdx
-2

Figura 1.5
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3

Como f(x) = x> es continua en el intervalo [-2,1] sabemos que es integrable. Dividimos el

b-a 1-(-2
intervalo en n subintervalos de igual longitud Ax; = =2 _3 y para el célculo de la
n nn
3i
integral consideramos el extremo derecho de cada subintervalo ¢; = -2+ —.
n
L 3i 3 & 360 54i* 2703
Pdx= t)Ax; = 2+—| —=— ———+—
f— Zf(l) l ,Zi( n) ng‘( n? n3
Dado que
LN n(n+1 L n(n+1)(n+2 n n*(n+1)?
R
i=1 i=1 i=1
entonces
L, ) 54 27 -, 81 , 15
x’dx=1lim |24+ —(n+1)-—=@2nr°+3n+1)+-—m"+2n+1)| =——
o o0 n n? 4n? 4

Como el valor de la integral definida es negativa. Este resultado no corresponde al 4rea de la region
sombreada en la figura (més adelante se ilustrard este hecho en las aplicaciones del calculo de
areas).



CAPITULO 2

APLICACIONES

2.1. Calculo de areas planas por integracién

Refiriéndonos nuevamente a la historia, el cdlculo integral se dio a la luz gracias al problema
geométrico de hallar dreas de regiones no poligonales, es decir de regiones con aspecto curvo.
Como podemos calcular dreas haciendo uso de la integral, comencemos dando una primera
definicién de la relacién que existe entre la integral y el drea de una regiéon no poligonal:
simplemente esta consiste en el drea bajo una curva y = f(x) por encima del eje x y en el intervalo
[a, b].

2.1.1. Areas bajo una curva simple

Si f es continua y no negativa en un intervalo cerrado [a, b], el drea de la regiéon limitada por la
grafica de f, el eje x y las rectas verticales x = a y x = b viene dada por:

b
Area = f fx)dx

l\y

A
=

Figura 2.1

Ejemplo 1: Hallar el 4rea de la region rectangular acotada porlasrectas y=4yx=-3yx=2yel
eje x (recta y =0).

25
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Solucién:

La region a la cual se pide calcular el drea satisface las condiciones dadas en la definicién 2.2 (ver
figura), pues f es positiva y continua para cada x € [-3,2]

y

'S

Figura 2.2

2
Luego A= f 4dx=4x|* 3=4(2)-4(-3) =20 u’. Obsérvese que esta region es rectangular, por lo
-3

cual podemos directamente su 4rea a partir de la geometria elemental, A = b.h = (5u)(4u) = 20u?
Ejemplo 2: Hallar el 4rea de la regién acotada por la curva f(x) = x> + x para x € [-5,5]

A Y
200 A

150 A
100 A

50 A

Figura 2.3

Solucién: Como f(x) = x% + x es continua en [-5,5] entonces el 4rea de la regién viene dada por:

4 2y 10 (x4 xZ)
+| —+—
s |4 2

0 5
A:—f (x3+x)dx+f (x3+x)dx:(—xz—x?)

-5 0

> 675 ,
0 2
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2.1.2. Areas negativas

Si la funcién es negativa en un intervalo [a, b] entonces la gréfica de la funcién esta por debajo del
eje de abscisas. El drea de la funcién viene dada por:

b a
A:—f f(x)dx=f fx)dx
a b

Ejemplo 3: Calcular el 4rea del recinto limitado por la curva y = x> —4x y el eje OX.

Ay
4

\J

Figura2.4
Solucién: Puesto que x? —4x = 0 ,implica x = 0,6, x = 4 entonces el 4rea buscada esta dada por

4 P o83 64 32
A:—f (K -4x)dx= - +2x*| =-— +2(4°-09) = —— +32="47
0 3 0 3 3

Ejemplo 4: Hallar el 4rea limitada por larecta y = %x —3, el eje de abscisas y las rectas verticales a

x=0yx=4.

l\y

4

3<

2

1 Ao

> X

1 1 /2 3 4
—1<A1

_2<

-3

/]

Figura 2.5
2(3x—6 1 3 ,]%
A1=—f( )dx=— 6x——x*| =3

0 2 2 2 o
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4(3x-6 1
2 2 2

A=A +Ay=3+3=6u°

4
=3
2

3
Zx%—6x
2

2.1.3. Areas entre dos curvas que no se cortan

Definicién: Sea f(x) y g(x) continuas en el intervalo, [a, b] de forma que f(x) > g(x) Vx € [a, b].
Como lo indica la figura 2.6

y

N
S —-=

Figura 2.6

Entonces b
A=f (f(x)—gx)dx

Ejemplo 5: Determinar el drea de la region determinada por las graficasde f (x) = x2, y, g(x) =2x-1
ylasrectas x =—6,y, x = -2

Solucién: La region correspondiente a la situacion del ejemplo se observa en la figura 2.7:

Y
f
§
: > X
2 4 6
Figura 2.7

El area de laregion R, es:

-2
A:f ((xz)—(Zx—l))dx:f
-6

-2 B
(x2—2x+1)dx: (——x2+x)
6 3
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Ejemplo 6: Hallar el 4rea de la regién acotada por las gréaficasf(x) = sen(x) g(x) = —sen(x) en
-3

— < < 24
2T<x< >

Solucién: La region a la cual le vamos a hallar el 4rea se muestra en la figura:

2y
f=senx
1
R
> X
-27 3
2
-1
g=—senx
Figura 2.8
El area de la region R viene dada por
31 —3n =3n
2 2 e
A = f senx—(—senx)dx = 2senxdx=-2cosx| °

-2 -27 —2n

—2cos (_73”) +2¢08(—27) = —2(0) +2(1) = 21>

2.1.4. Areas de regiones generadas por dos curvas que se cortan

Para estas regiones en particular, los limites de integracion quedan determinados por los puntos
de corte entre las dos gréficas, los cuales se obtienen haciendo f(x) = g(x) y resolviendo esta
ecuacion.

Definicién: Dadas f y g positivas y continuas en un intervalo cerrado [a, b] con, f(x) > g(x), el area
de la region R estd dada por:

b
A= f (F(x) - g(x) dx
a

Donde x = ay x = b los puntos para los cuales f(x) = g(x)
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Figura2.9
Ejemplo 7: Hallar el 4rea de la regién determinada por las curvas f(x) = /Xy g(x) = x?

Solucién: La region la cual necesitamos medir el 4rea se muestra en la figura.

Figura 2.10
Luego f(x) = g(x),x2 = /x obtenemos xt=x y esto equivale a x(B-D=xx-Dx*+x+1) =0,
asi que los puntos donde las gréficas de las funciones f(x) y g(x) se cortanson x =0,y x =1

220 ' 2 1B

1
—Uu
3 3, 3 3 3

1
A=f(\/}—x2)dx=
0

2.1.5. Areas encerradas por curvas paramétricas

Sabemos que el drea debajo de una curva y = f(x) desde x = a hasta x = bes A = fff(x)dx,
donde f(x) = 0. Si la curva se traza una vez por medio de las ecuaciones paramétricas x = f(¢),
y, ¥ = g(t), a < t < B, entonces podemos utilizar una férmula aplicando la regla de sustitucién para
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las integrales definidas, como sigue:

b p
A:/ ydx:f g fl(ndt

Ejemplo 8: Encuentre el drea debajo de uno de los arcos de la cicloide

x=r@-senf) y=r(l-cosh)

(0,0) (27mr,0) X

Figura 2.11

Solucién:
0 <6 <27 dauno de los arcos de la cicloide. Si usamos la regla de sustitucién con y = r(1—-cosfy
dx =r(1-cos0)df,tenemos:

S
Il

2nr 21
f ydx=f r(1—cos@)r(l—cosB)db
0 0
21
= rzf (1—0039)2d9
0
2r
= rzf (1—2cosH+c0329)d0
0
2m 1
= rzf [1—2cos(9+5(1+c0329)]d9
0

3 1 2n
= r? [—0—Zsen9 + —sen20
2 4

0

3
= r? (— -Zn) =3nr?
2

2.2. Volumenes

Uno de los tipos mas sencillos de soélido es el cilindro. Un cilindro esté limitado por una region
plana B; conocida como base, y una regién congruente B, en un plano paralelo. El cilindro consta
de todos los puntos sobre los segmentos rectilineos perpendiculares a la base y que unen B; con
B,. Si el area de la base es A y la altura del cilindro (la distancia desde B; hasta B» es h, su volumen
V se define como V = Ah
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En particular, si la base es un circulo con radio r, entonces el cilindro es circular con volumen
V = nr?hysilabase es un rectangulo con largo ! yancho w, entonces el cilindro es una rectangular
(o paralelepipedo rectangular) con volumen V = lwh

Figura 2.12

Para un s6lido S que no es un cilindro, primero dividimos S en n partes y efectuamos una
aproximaciéon para cada una de ellas mediante un cilindro. Hacemos una estimaciéon del volumen
de S sumando los volimenes de los cilindros. Llegamos al volumen exacto de S a través de un
proceso consistente en determinar limites en el cual el nlimero de partes sea mds grande.

Consideremos el sdlido de la figura siguiente, al hacer una intersecciéon de S con un plano
perpendicular al eje x que pasa por el punto x; se obtiene una regién donde a < x; < b llamada
seccion transversal de S. Sea A(x) el area de la seccion transversal.

Figura 2.13

Dividimos ahora la region a < x < b en n partes iguales por medio de los planos Py, ,Py,, Py,...
para rebanar el solido. Si eligimos los puntos muestras x; en [x;-1,x;], podemos hallar una
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aproximacion de la i-ésima rebanada s; por medio de un cilindro con drea de la base A(x;) y altura
Ax.

Figura 2.14

El volumen de este cilindro es A(x})Ax, de modo que una aproximacién para nuestra concepcion
intuitiva del volumen de la i-ésima rebanada S; es

V(S = A(x;-k)Ax

Si se suman los volimenes de todas las rebanadas, se obtiene una aproximacién para el volumen
total es decir:

n
V) Alx])Ax
i=1

Definimos el volumen como el limite de estas sumas, cuando n — oo, lo cual da origen a la
siguiente.

Definicién: Sea S un s6lido que se encuentra entre x = ay x = b, Si el 4rea de la seccién transversal
de S en el plano Py, que pasa por x y es perpendicular al eje x, es A(x), donde A es una funcién
continua, entonces el volumen de S es

n b
V=1lim ) A(x])Ax =f A(x)dx
o0 ;07 a
Es importante recordar que A(x) es el drea de una seccion transversal movil, obtenida al efectuar

un corte a través de x, perpendicular al eje x.

Ejemplo 1: Hallar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades de radio sabiendo que
toda seccién plana perpendicular a un didmetro fijo es un tridngulo equildtero

Solucién:

Tomando el circulo, como en la figura con el eje x sobre el didmetro fijo, la ecuaciéon de la
circunferencia sera x? + y? = 16. La seccién ABC del s6lido es un tridngulo equilatero de lado 2y y
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area A(x) = V3 y> = V/3(16 - x?)

Figura 2.15

4
x3

256
16x——| ==-
3

I

i 4
v=f A(x)dx = \/§f (16-x>)dx=3 3
a —4

2.2.1. Solidos de revolucion

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo [a, b]. Recibe el nombre de sélido de revolucién, el
sélido generado al girar alrededor del eje x, la regién limitada por la gréfica de y = f(x), el eje x
y las gréficas de x = ay x = b. El eje x es un eje de simetria de dicho sélido y una seccién recta
perpendicular al eje x es un circulo.

Figura 2.16

Para determinar el volumen de este tipo de sélidos, seguiremos un procedimiento similar al
utilizado para el drea de una region, aproximando el “volumen"del s6lido por medio de una suma
de voliimenes de s6lidos més elementales, en los que el volumen ya ha sido definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los sélidos elementales, cuyo volumen es,
por definicién, el producto del drea A de la base por el espesor Ax.

En particular, el volumen de un sélido de revolucién engendrado al girar en torno al eje x en la
regién comprendida entre la grafica de f(x) = 0y el eje x en [a, b]. El drea de cada seccién circulo
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de radio f(x) es A(x) = [ f(x)]2. Por tanto,

b
V= nf [f(0))°dx
a

Ejemplo 2: Hallar el volumen generado en la rotacién del area en el primer cuadrante limitada por
la pardbola y? = 8x y la ordenada correspondiente a x = 2 con respecto al eje x.

Solucién:

|(2, '4)

Figura 2.17

Dividiendo el 4rea mediante las franjas verticales, cuando el rectdngulo genérico gire alrededor del
eje x se produce un disco de radio y, de altura Ax y de volumen 7 y?Ax. La suma de los volimenes
de los n discos, correspondientes a los n rectangulos, es }_ yzAx, y el volumen pedido sera:

b 2 2 )
sz dV:f nyzdxznf 8xdx = 47rxz|0=167ru3
a 0 0

2.2.2. Método de las arandelas

Este método consiste en hallar el volumen de un sélido generado al girar una regién R que se
encuentra entre dos curvas como se muestra en la figura 2.18:

y

QF—-
S —-=

Figura 2.18

Si la regidon que giramos para formar un sélido no toca o no cruza el eje de rotacion, el sélido
generado tendrd un hueco o agujero. Las secciones transversales que también son perpendiculares
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al eje de rotacién son arandelas en lugar de discos. Lo anterior lo podemos apreciar el la siguiente
figura 2.19.

P

,, EE/’

Figura 2.19

R

Ahora hallemos las dimensiones de la arandela (Radio exterior R y radio interior r) usando la figura
anterior. El radio exterior (radio mds grande) lo determina la funcién f y el radio interior (radio més
pequerio) lo determina la funcién g. Hallamos el drea de la arandela asi:

Figura 2.20

Area de la arandela: A = 7R?> — nr? donde R = f(x) y r = g(x), entonces, A(x) = w(f(x))? -
Jt(g(x))2 ==7n((f (x)2 - (g(x))z). Por lo tanto el volumen del sélido generado al girar la regién R
sobre el eje x (o algiin eje paralelo a él) viene dado por:

b
V= f nlf(x)* - g(x)*1dx
a

Si el eje de rotacion es el eje y (o un eje paralelo a el) tendriamos que

d
1% :f nlf(y)? - g(y*dy
c

Ejemplo 3: Encontrar el volumen del sélido obtenido al rotar la region limitada por y = y/x, y,
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y = x? alrededor del eje x.

Figura 2.21

Solucién: Radio exterior va a estar dado por la curva y = \/x que es la mayor en ordenada.
Radio interior por la curva y = x? que es la menor en ordenada .

1 1
V=f ﬂ[(ﬁ)z—(xz)z]dx:f n(x—x4)dx:i”u3
0 0 10

2.2.3. Método de los casquillos cilindricos

Este método es tal vez més efectivo que los dos estudiados anteriormente .

Consideremos una regién R acotada por una funcién f continua y positiva por las rectas x = ay
x = b. Se desea hallar el volumen del sélido generado al girar esta region alrededor del eje y. Si
usamos el método de las arandelas, tenemos que determinar con la ayuda del segmento trazado
sobre R, los radios exterior e interior r; = f(y) y r2 = f(y). Como ambos radios resultaron ser la
misma f, no se puede aplicar el método de Arandelas tampoco el método de los discos. Luego
tenemos que generar una expresion que nos permita hallar el volumen de este s6lido. Como el
segmento trazado es perpendicular al eje de rotacién, consideremos ahora ese mismo segmento
pero paralelo al eje de rotacién (eje y), como se muestra en la figura 2.22:

y l\y

A

Figura 2.22

Ahora si giramos R alrededor del eje y, se forma un solido como se muestra en la figura2.23.
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Para determinar el volumen del sélido, tomamos un elemento con forma de cilindro (en vez de
arandela o disco) con altura h (longitud del segmento) y radio x (distancia del segmento al eje y).

Figura 2.23

El procedimiento a seguir ahora es el de hallar el volumen de este casquillo, el cual viene dado
por: V. = 2Ax, donde Ax representa el grosor del casquillo y la suma de todos los voliimenes de los
casquetes cilindricos tomados del s6lido, generan aproximadamente el volumen del sélido.

Notemos en la figura que la altura # del cilindro se expresa por medio de la funcién h = f(x). Por
dltimo si integramos V, con respecto a x obtenemos una expresion matemadtica aceptable para el
volumen de este sélido,

b
%4 :f 2rnxf(x)dx
a

Nota: dx también representa el grosor del casquillo. La ecuacién anterior es para ejes de rotacion
verticales. Para ejes horizontales, reemplazamos x por y y se obtiene

d
V=f 2nyf(y)dy
c
Para f(y)=z0yc=sy<d.

Ejemplo 4: Halla el volumen del sélido generado al girar la regién acotada por y = 2x, y = g, Y,

x =1, alrededor del eje y.

ry y=2x
X
R/
=
.V—2 .
Ax x=1‘ JE

Figura 2.24
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Solucién: Como vamos a usar el método del casquillo cilindrico, sobre la regién R trazamos un
segmento que sea paralelo al eje de rotacién, como se muestra en la figura 2.24.

El radio r del casquillo es x; la altura & del casquillo es, como se puede ver en la figura 2.24,
h = 2x - 5.Los limites de integracién son x = 0y x = 1. Y asi el volumen del sélido generado es:

1 1 % 1
V=f 2nxhdx:f 2nx(2x——)dx=2nf 3x%dx =2nu’®
0 0 2 0

2.3. Longitud de arco

Vamos a definir la longitud de una curva general apréximandola con un poligono y entonces
tomando un limite cuando el nimero de segmentos del poligono aumenta. Este proceso es bien
conocido para el caso de la circunferencia, en el que la circunferencia es el limite de las longitudes
de los poligonos inscritos.

NN NN
\ [ \ e W f
| { N | ) \
/| I\-‘_\ J_,r:l. |I‘I|II i\ !
Wy 'Ir ) W II_J-
\\\“‘r__.--"'{'-j ‘;""‘-‘?::\_._ _,_»-_'.':j'f \, o j

Figura 2.25

Supongamos ahora que una curva C estd definida por medio de la ecuacion y = f(x), donde f es
continua en a < x < b . Obtenemos una aproximacion poligonal a C dividiendo el intervalo [a, b]
en n subintervalos con los extremos a = xo y b = x5 todos de la misma longitud Ax. Si y; = f(x;),
entonces, el punto P;(x;, y;) estd enla curva Cy el poligono con vértices Py, Py, ...P, . Lalongitud L
de la curva C es aproximadamente igual a la longitud de este poligono y la aproximacién es mejor
cuando crece n. Definimos la longitud, L, de la curva C, cuya ecuacioén es y = f(x), a < x < b, como
el limite de la suma de las longitudes de esos poligonos inscritos si existe el limite:

Figura 2.26

Para los célculos necesitamos una expresién mds sencilla para L. Si hacemos Ax; = x; — x;_1 V
Ay; = y; — ¥i—1, entonces la longitud del i-ésimo segmento rectilineo del poligono es

|P; = Pi_1l =/ (Axi)? + (Ay;)?
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Pero, de la definicién de derivada, sabemos que si At — 0, entonces

Ax;
f(tl)~ al

Por tanto, Ax; = f'(t;)At,y, Ay; = g'(t;)At asi que,

1P = Piotl = /(M) + (Ayp) = \J I () ALI2 + (g (6D AL =/ (LF (1)) + [/ (1)12) A2

luego

L Y (/@2 + g (12)At
i=1

Esta es una suma de Riemann para la funcién /[ f(£;)]2 + [g'(£;)]1?, de donde se deduce que

f\/f’(tl +[g'(t)*dt

El andlisis hecho anteriormente permite formular lo siguiente.
Definicién: (Férmula de la longitud de arco): Si una curva suave C, con ecuaciones paramétricas

x = f(t),y =g(t), a <t < b, que se recorre exactamente una vez cuando ¢ aumenta de a a b,
entonces su longitud es

Ejemplo 1: Encuentre la longitud del arco de la curva x = ¢, y, y = t3 entre los puntos (1,1), y, (4,8).

Solucioén: A partir de la ecuaciones x = 2 yy= 3, desde (1,1) hasta (4, 8) corresponde al intervalo
paramétrico 1 < t <2, de modo que la férmula queda:

2 2 2 2
%) dt:f (2t)2+(3t2)2dt:f \/4t2+9t4dt:f tVA+9r%dt
1 1 1

Si hacemos u = 4 +9¢2, entonces tdt = 1—18du. Ademadssi t =1, u=13;ysit =2, u=40.Porlo tanto

2 1 40 1
=f t\/4+9t2dt=1—8 \/ﬂdu:E(BO\/IO—l?)\/IS)
1 13

En el caso que se tenga una curva con ecuacién y = f(x), a < x < b, entonces podemos considerar
x como un pardmetro. Luego, las ecuaciones paramétricas son x = x, y = f(x) y la férmula se

convierte en:
b dy 2
= 1+|—1] d
fa\/ (dx) *

De la misma manera si una curva tiene la ecuacién x = f(y), a < y < b consideramos y como el

pardmetro y la longitud es:
b | (dx)?
= 1+(—] d
fa (dy) Y
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AY

|
—
—
™
w
~
=y

Figura 2.27

Ejemplo 2: Hallar la longitud del arco de curva y = x% en el intervalo [0, 1].

. 3
Solucién: Puesto que y = x2 entonces y' = % x. Entonces

1 3 2 1 9
L:f 1+(—\/}) dx=f 1+ =xdx
0 2 0 4
al hacer el cambio de variable 2 =1 + %x, entonces dx = gtd t.

13
cuandox=0,f=1ycuandox=1,¢= 5 luego

o [ G- a1 -2

2.4. Valor promedio de una funciéon

El promedio de un conjunto de ntimeros reales yi, y2, ¥s, ..., ¥n, €std dado por

Nty2+ys+..+yn

Yprom =Y = n
Si queremos calcular el valor promedio de la funcién y = f(x), a < x < b, para esto dividimos
el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno con longitud Ax = b;n“, si f; es un punto

cualquiera del i-ésimo subintervalo, entonces el promedio aritmético de los valores de la funcién
en los f(t;) viene dado por:

1 14
an=—1ft)+ f(t) +.c+ f(t)] ==Y f(1)
n n i=1

Si multiplicamos y dividimos por (b — a) # 0 tenemos:

b—a 1

1

1 b-a L L
an = ;i:ZIf(ti)b_a = > f(&) > flras

n b-a;
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La expresion Y. | f(#;)Ax es una suma de Riemann para f en [4, b]. Amedida que incrementamos
la cantidad de subintervalos Ax — 0y a partir de la definicién de integral definida obtenemos:

an = lim ——
" n_’oob_ i

n 1 n 1 b
ft)Ax = lim f(ti)sz—f fx)dx
= b ; b-al,

—a "N

Asi que el valor promedio de f sobre el intervalo [a, b] es
1 b
=— d
fprom b_afaf(x) X

2.4.1. Teorema del valor medio para integrales
Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b], existe un ntimero ¢ en este intervalo tal que

fOb-a= [ fudx.

Este teorema garantiza que una funcién continua en un intervalo cerrado alcanza su valor
promedio al menos en un punto de dicho intervalo:

Demostracion

Si f es constante en [a, b] el resultado es trivial puesto que ¢ puede ser cualquier punto que
pertenezca a dicho intervalo.

Si f no es constante en [a, b] sean m y M respectivamente el menor y mayor valor que toma f en
el intervalo. Dado que m < f(x) < M para cada x € [a, b], entonces

b
mb-a) Sf fx)dx< M- a)
a

asi que
1 b
m< —f fx)dx< M.
b—al,
El valor de ¢ no necesariamente es tnico. Note que el teorema no especifica como determinar
¢, solamente garantiza la existencia de al menos un nimero c en el intervalo [a, b] que satisface

b
la condicién. De otro lado, para el caso en que f es no negativa en [a, b], entonces f fx)dx
a

representa el drea bajo la grafica de f entre ay b, y asi el teorema asegura que existe un valor ¢
del intervalo al que esté asociado f(c) que corresponde a la altura del rectdngulo de longitud de la
base (b — a) y su drea coincide con la de la regién,esto es:

b
A= f Fdx=f©)(b-a)

Dado que f es continua el teorema del valor intermedio asegura que f alcanza cada valor
entre su minimo y su mdaximo. Por lo tanto permite deducir que debe alcanzar el valor

1 b
—a f f(x)dx en algin punto c del intervalo. [a, b]. Queda demostrado que existe algtin c tal
- a
1 b
que f(c) = m[ fx)dx.
- a

Ejemplo 1: Halle el valor promedio de f(x) = 3x? —2x en el intervalo [1,4].
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AV

40 e

30 - y=3x?-2x

20 -

101 }I Promediol =16

///
/ .
1 2 3 4 X
Figura 2.28

Solucién: En este caso a=1,b =4 asi que

4
=16
1

1 (3x3 2x2)
3 2

f _ ! fbf(x)dx—1f4(3x2 2x)dx =
Prom =" b—aJa 34 3

El 4rea de la region es igual al drea del rectdngulo cuya altura es el valor promedio. Como puede
observarse graficamente.

Ejemplo 2: Suponga que la poblacién mundial actual es de 5 mil millones de habitantes y que
la poblacién dentro de t afios estd dada por la ley de crecimiento exponencial p(t) = %9237,
Encuentre, la poblacién promedio de la tierra en los préximos 30 afios.

Soluciéon:

Para resolver este problema debemos hallar el valor promedio de la poblacién P(t) desde t = 0,
hasta t =30

30 1 [5¢9:02330) 5

0,023 0,023

f _ 1 f305eor023[dt:i(SeO'OZSt)
Prom=—30-0Jo 30\ 0,023

o 30
= @(eo"*’—l) ~7,2

la poblacién mundial en los préximos 30 afios serd aproximadamente de 7,2 miles de millones de
habitantes.

Ejemplo 3: Se inyecta una dosis de 2 miligramos de cierta droga en el torrente sanguineo de
una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre después de ¢ horas estd dada por
f(t) = 2e7%32%, Encuentre la cantidad promedio de la droga en el torrente sanguineo durante la
segunda hora.

Solucién:
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Debemos encontrar el valor promedio de f(¢) en el intervalo desde t=1a ¢ =2.

2
~1,24
1

La cantidad promedio de la droga en el torrente sanguineo es de aproximadamente 1,24
miligramos.

e—0,32t

rom = 1 22e_0’32tdt =2
P 2-14

’

2.5. Aplicaciones a la fisica

A pesar de la amplia gama de aplicaciones del cdlculo integral a la fisica, s6lo vamos a considerar
tres aplicaciones: Trabajo Mecdnico, la Fuerza debida a la Presién del agua y los Centros de Masa.
La estrategia consiste en dividir la cantidad fisica considerada en un nimero grande de partes
pequefias, obtener una aproximaciéon de la parte pequena, sumar los resultados, tomar el limite y
evaluar la integral resultante.

2.5.1. Espacio recorrido en un movimiento rectilineo

Para un objeto con movimiento rectilineo la funcién posicién, s(¢), y la funcion velocidad, v(t), se

relacionan por s(t) = f v(dt

De este hecho y del teorema fundamental del célculo se obtiene:

%)

= s(t1) — s(t2)
5]

[2)
f v()dt = s(t)

h

Distancia recorrida

S(f) S(t)

Figura 2.29

Laposicién del objeto en el instante t; estd expresada por s(t1) y s(f2) esla posicién en el instante t,,
la diferencia s(#,) — s(t1) es el cambio de posicién o desplazamiento del objeto durante el intervalo
de tiempo [#1, f»] escribimos As = s(t1) — s(£2).

Un desplazamiento positivo significa que el objeto estd mds hacia la derecha en el instante , que
en el instante f;, y un desplazamiento negativo significa que el objeto estd mds hacia la izquierda.
En el caso en que v(f) = 0 en todo el intervalo de tiempo [13, £2], el objeto se mueve en la direccién
positiva solamente, de este modo el desplazamiento s(f2) — s(#;) es lo mismo que la distancia
recorrida por el objeto.

En el caso en que v(f) < 0entodo el intervalo de tiempo, el objeto se mueve en la direccién negativa
solamente, por tanto, el desplazamiento s(#,) — s(#;) es el negativo de la distancia recorrida por el
objeto.

En el caso en que v(t) asuma valores tanto positivos como negativos durante el intervalo de tiempo
(11, 2], el objeto se mueve hacia adelante y hacia atrés y el desplazamiento es la distancia recorrida
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Distancia recorrida

S(t2) S(t)

Figura 2.30

en la direccién positiva menos la distancia recorrida en la direccién negativa. Si quiere encontrarse
la distancia total recorrida en este caso (distancia recorrida en la direccién positiva mas la distancia
recorrida en la direccién negativa) debe integrarse el valor absoluto de la funcién velocidad, es
decir:

123
La distancia total recorrida durante el intervalo de tiempo [, £2] = lv(t)|dt
5]

Ejemplo 4: Un objeto se mueve con movimiento rectilineo de modo tal que su velocidad en el

instante  es v(f) = t* —2¢ 2. Halle:

a) el desplazamiento del objeto durante los tres primeros segundos.

Solucién:

b) la distancia recorrida durante ese tiempo.
3
=0

3 3 t3
fU(t)dt:f(tz—Zt)dtz(——tz)
0 0 3 0

Esto significa que el objeto se encuentra en la misma posicién en el instante ¢ = 3 que en el instante
t=0

AV

Figura 2.31

La velocidad puede escribirse como v(t) = t(¢f —2) de modo que v(t) = 05si2 < ¢ < 3 yla velocidad
esnegativasi0O < <2.
La distancia recorrida es:

3 2 3
flv(t)ldtzf —(t2—2t)dt+f(t2—2t)dt
0 0 2

2 3
t
0 3
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2.5.2. Concepto Fisico del Trabajo

Desede el punto de vista de la Fisica, el trabajo W es el producto de una fuerza aplicada sobre un
cuerpo y del desplazamiento del cuerpo en la direccion de esta fuerza. Mientras se realiza trabajo
sobre el cuerpo, se produce una transferencia de energia al mismo, por lo que puede decirse que
el trabajo es energia en movimiento. Las unidades de trabajo son las mismas que las de energia y
son llamadas Joules(J). Cuando se levanta un objeto desde el suelo hasta la superficie de una mesa,
por ejemplo, se realiza trabajo al tener que vencer la fuerza de la gravedad, dirigida hacia abajo; la
energia comunicada al cuerpo por este trabajo aumenta su energia potencial. También se realiza
trabajo cuando una fuerza aumenta la velocidad de un cuerpo, como ocurre por ejemplo en la
aceleracién de un avidn por el empuje de sus reactores. Por otra parte, si una fuerza constante no
produce movimiento, no se realiza trabajo. Por ejemplo, el sostener un libro con el brazo extendido
no implica trabajo alguno sobre el libro, independientemente del esfuerzo necesario.

En general, si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcién de posicién s(z), la segunda
ley de Newton del movimiento define la fuerza F sobre ese objeto como el producto de su masa m
y su acelaracion.

d’s
dr?
La masa se mide en kilogramos(kg), el desplazamiento en metros(m), el tiempo en segundos(s)

y la fuerza en Newton (N = 8"
S

F=ma=

). Por tanto, una fuerza de 1N que actiie sobre una masa de
1kg produce una acelaracion de 1—. En el caso de aceleracion constante, la fuerza F también
s

es constante y el trabajo W realizado se define como el producto de la fuerza F y la distancia d que
el objeto se mueve: W = Fd

Si F se mide en Newton y d en metros, entonces la unidad para W es un newton-metro, el cual se
conoce como Joule (1J = 1Nm). Si F se mide en libras y d en pies, entonces la unidad para W es
un pie-libra (f¢— [b), el cual es alrededor de 1,36/.

Ejemplo 1: Suponga que se levanta un ladrillo de 1,5k g desde el piso para ponerlo encima de una
mesa que tiene 1,30m de alto. La fuerza que ejerce es igual y opuesta a la ejercida por la gravedad,
de modo que la ecuacién es:

F=mg=(1,5kg) (9,85 ) =14,7N
§2
La ecuacién proporciona el trabajo realizado como

W =Fd=(14,7N)(1,30m) = 19,11J

Pero si se levanta un peso de 30/b hasta 7t arriba del piso, entonces la fuerza estd dada como
F =301b, de modo que el trabajo realizado es

W =Fd=(30)(7)=210ft—1b

Cuando la fuerza no es constante, por ejemplo, cuando se contrae o estira un resorte, el trabajo no
se puede expresar en forma tan simple para deducir una expresion para calcular el trabajo.

Consideremos una particula P que se desplaza sobre el eje x, desde el punto (a,0) al punto (b,0)
por medio de una fuerza f = F(x), donde x € [a, b].
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Dividamos el segmento [a, b] en n partes arbitrarias de longitudes Ax;y, ..., Ax;, ..., Ax,, y tomemos
en cada subintervalo [x;_1, x;] un punto arbitrario #; como se muestra a continuacién.

X0 X1 Xi-1 X Xn-1 Xn

] ¢ 0 ¢ —f—f—t— e ¢ & |t

a n 1) I; In-1 In b
Figura 2.32

Cuando la particula se mueve de x;_; a x;j, el trabajo realizado es aproximadamente igual al
producto F(¢;)Ax;. Luego, la suma:

n
Y F(t)Ax;
i=1

nos dard la expresion aproximada del trabajo de la fuerza F a lo largo del segmento [a, b], esto es:

W= lim Zme%

maxAx;—q izl

De manera general, si el limite existe, el trabajo realizado por la fuerza f = F(x) al mover una
particula desde a hasta b, a lo largo del eje x, se define como:

b
W= lim ZF@M&-[FUMx

maxAx;—q izl

siendo F(x) la fuerza aplicada a la particula cuando ésta se encuentra en el punto cuya coordenada
es X.

Ejemplo 2: Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el
resorte % pulgada, determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11 pulgadas.

Solucién: Consideremos el resorte ubicado a lo largo del eje x, con su extremo fijo en el origen:

AAziiiiiz_EIEIEIEIzIEIEIEIEIzIEIEIIIE11151@1151!1!1.1.??‘:)))//

11

Figura 2.33

Por la ley de Hooke se sabe que F = kx. Como x = 0,5 pulgadas cuando F = 20 libras, entonces
20 = k(0,5) de donde k = 40. Luego, F = 40x. Se desea calcular el trabajo realizado por esta fuerza
si aumenta la extension de 8 a 11 pulgadas. Luego:
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3
=180 Ib- ft

3
W= f 40xdx = 20x>
0 0

Ejemplo 3: Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulgadas, y una fuerza de 30 libras lo estira
11,5 pulgadas. Determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 10 pulgadas a 12 pulgadas.
Luego encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte de 12 pulgadas a 14 pulgadas.

—
10 12 14
Figura 2.34

23 23 60
Solucién: Como F =kx,y x = > pulgadas, entonces 30 = k (?) o bien k = 73

El trabajo realizado para estirar el resorte de 10 a 12 pulgadas estd dado por:

260 30
W:f —xdx==—x"
0 23 23

2
120
== Ib-ft
23 !

0

El trabajo realizado para estirar el resorte de 12 a 14 pulgadas estd dado por:

460 30 ,

. Y480 120 360
2 23 23

- =" Ib-ft
, 23 23 23 !

2.5.3. Presiony fuerza ejercida por un fluido

La experiencia real nos ensefia que cuanto mds profundo se sumerge un objeto en un fluido
mayor es la presion sobre el objeto. Las compuertas de las represas se construyen mas gruesas
en la base que en la parte superior porque la presion ejercida contra ellas se incrementa con la
profundidad. Para calcular la presién de un fluido se emplea una ley fisica importante que se
conoce como el principio de Pascal. Este principio establece que la presion ejercida por un fluido
a una profundidad % es la misma en todas direcciones. La presiéon en cualquier punto depende
Unicamente de la profundidad a la que se halla el punto. En un fluido en reposo, la presién p a una
profundidad & es equivalente a la densidad § del fluido por la profundidad, p = 6.h. Definimos la
presién como la fuerza que actiia por unidad de drea sobre la superficie de un cuerpo.

2.5.4. Fuerza ejercida por un fluido sobre una superficie con profundidad constante

F
Dado que la presiéon de un fluido aparece en términos de fuerza por unidad de éarea, p = T la

fuerza total que ejerce el fluido contra la base en un recipiente con base plana horizontal se puede
calcular multiplicando el drea de la base por la presion sobre ella F = p.A. Teniendo en cuenta la
férmula para calcular la presion resulta el valor de la fuerza F = p.h.A
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2.5.5. Fuerza ejercida por un fluido sobre una superficie con profundidad variable

Supongamos que una placa sumergida verticalmente en un fluido de densidad 6 se desplaza desde
y = a hasta y = b sobre el eje y. La fuerza ejercida por el fluido contra un lado de la placa es
F=6 f : h(y)L(y)dy . donde h(y) es la profundidad y L(y) es la longitud horizontal medida de
izquierda a derecha sobre la superficie de la placa al nivel y.

Ejemplo 5 Una ldmina rectangular de hojalata de 8 ft por 12 ft, se sumerge en un tanque que
contiene agua a una profundidad de 10 fz. Si p % es la presion ejercida por el agua en un punto
de la cara superior de la ldmina, entonces P = 10p.

El 4rea de la lamina es de 96f 2. De este modo, si F es la fuerza debida a la presion del agua
que actiia sobre la cara superior de la ldmina, entonces F = 96P al sustituir 106 por 6§, se tiene
F =9606 =60,000/b

Figura 2.35

Ejemplo 6 Una artesa, cuya seccién transversal es un trapecio, esta llena de agua. si el trapecio
mide 3 f¢ de ancho en su parte superior, 2 ft de ancho en su parte inferior, y 2 f ¢ de profundidad,
calcule la fuerza total ejercida por la presién del agua en un lado de la forma trapezoidal de la
artesa.

{0,(-3/2)) B(0,3/2)

Figura 2.36

Solucién: la figura nos muestra el lado de la artesa junto con un elemento rectangular de drea.
Puesto que una ecuacion de la recta AB es
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Si se gira el elemento rectangular un dngulo de 90°, la fuerza sobre el elemento es de 2p6; f(5;)A;x.
Si F libras es la fuerza total sobre el lado de la artesa, entonces

2
F:pr xf(x)dx
0

:prozx(% - i)dx

1 2
_xs]

=2 [3x2
Py 127 1o

14
=—90
3
Donde 6 esla densidad 6 = 62,4 entonces la fuerza total es de 291 1b.

2.5.6. Momentos y centros de masa

El objetivo principal es determinar el punto P en el cual se equilibra, horizontalmente , una placa
delgada de cualquier forma dada, este punto se llama centro de masa o centro de gravedad de la
placa.

El caso mas sencillo entre dos masas m; y m; estan fijas en los extremos opuestos de una varilla de
masa minima o despreciable apoyada en un pivote con distancias d; y d, entonces m; *d; = my*d»

I dy |

E
oL
5

Figura 2.37

Supongamos que la varilla esta en el eje x, m; en x; y m, en x, y el centro de masa en x.

my(x —x1) = mp(x2 — X)

Mmx+myx=nmyxX;+nmyxy
mpxy+mpxo

my+ my
En general
n
Y mix;
=1
X=—
> m;
i=1
n
Y mix;
i=1
X =
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Donde n
m = Z m;
i=1

es la masa total del sistema y la suma de los momentos individuales.

n
M= Z m;x;
i=1
Ahora consideremos un sistema de n particulas como masas m;, ny, ms, ..., M, colocados en los
puntos (x1, y1), (X2, ¥2),...(x1, ¥1) en el plano xy. Decimos que el momento del sistema respecto al

eje y

n
M, = Z m;x;
i=1
y al momento del sistema respecto al eje x
n

My=) m;y;
i=1

M, M.
— Y —
entonces x = oY Y= rr;

b
m:pA:pf fl)dx
1 b
x=zfaxf(x)dx

= ljwlquﬂzdx
Y=4)i2
Ejemplo 7: Encontrar el centro de masa de una placa semicircular de radio r.
Solucidén: La funcién que describe el sector circular superior de radio r es:

y:'/rz—xz

y

Figura 2.38

En este caso no hay necesidad de calcular x porque debido al principio de simetria el centro de
nr?

masa debe estar en el eje y, asi que x = 0. El area de un semicirculo es: A = %5~

_1 "1 2 _ 1 17" > 22 _ 1 r 2 9 _41’
y—zﬁri[f(x)] dx—@'a\[_r[vr —JC] dx—mfo(r —x)dx—g
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2.5.7. Teorema de Pappus
Sea una region R plana que esta totalmente a un lado / de una recta en el plano. Si R se hace girar

en torno de [, el volumen del cuerpo resultante es el producto del drea A de R por la distancia d
recorrida por el centroide de R.

Demostracién: Usando el método de capas cilindricas visto en la seccién 2.2 ; tenemos

<
[

b
f 2rnx([f(x)—gx)ldx

b
271[ x[f(x)—gx)]dx

= 2n(xA)

2rx)A=Ad

Ejemplo 8: Un toroide se forma al girar un circulo de radio r en torno de una linea en el plano del
circulo, que esta a una distancia R( > r) del centro del circulo. Calcule el volumen del toroide.

<R,
TS e
NP Y/

-

/

Toroide

Figura 2.39

Solucién: El drea del circulo es A = nr? y d = 2nR entonces:

V = Ad = 2nR)(r?) = 2n°r*R
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2.6. Aplicaciones ala Administracion y la Economia

Entre las funciones que se utilizan en economia para hacer modelos de situaciones de mercado se
estudian las funciones de oferta y de demanda.

2.6.1. Funcion de oferta

Una empresa que fabrica y vende un determinado producto utiliza esta funcién para relacionar
la cantidad de productos que estd dispuesta a ofrecer en el mercado con el precio unitario al
que se puede vender esa cantidad. Podemos decir que, en respuesta a distintos precios, existe
una cantidad correspondiente de productos que los fabricantes estdn dispuestos a ofrecer en el
mercado en algiin periodo especifico.

Cuanto mayor es el precio, mayor serd la cantidad de productos que la empresa estd dispuesta
a ofrecer. Al reducirse el precio, se reduce la cantidad ofrecida. Esto nos permite asegurar que la
funcién de oferta es una funcién creciente. Si p representa el precio por unidad y g la cantidad
ofrecida correspondiente entonces a la ley que relaciona p y g se la denomina funcién de oferta y
a su gréfica se la conoce como grafica de oferta.

Fe
Fe
b

Figura 2.40

A esta funcion la simbolizamos P = O(gq) donde sabemos que p es el precio unitario y g la cantidad
de productos que, a ese precio, se ofrece en el mercado.

2.6.2. Funcion de demanda:

Esta funcién relaciona la cantidad de productos demandada por los consumidores, con el precio
unitario al que se puede vender esa cantidad, de acuerdo con la demanda. En general, si el precio
aumenta, se produce una disminucién de la cantidad demandada del articulo porque no todos los
consumidores estan dispuestos a pagar un precio mayor por adquirirlo. La demanda disminuye al
aumentar el precio, por eso esta es una funcién decreciente. Para cada precio de un producto existe
una cantidad correspondiente de ese producto que los consumidores demandan en determinado
periodo. Si el precio por unidad de un producto estd dado por p y la cantidad correspondiente en
unidades estd dada por g laley que los relaciona se denomina funcién de demanda. A su grafica se
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la llama gréafica de demanda.

Fy
-
-

Figura 2.41

A esta funcién la simbolizamos P = D(q) donde p es el precio unitario y g la cantidad de productos
que, a ese precio, se demanda en el mercado.

2.6.3. Superavit de consumidores y productores.

El mercado determina el precio al que un producto se vende. El punto de interseccion de las curvas
de demanda y oferta para un producto da el precio de equilibrio. A este precio, los consumidores
comprardn la misma cantidad del producto que los fabricantes quieren vender. Sin embargo,
algunos consumidores aceptardn gastar mas en un articulo que el precio de equilibrio. El total
de las diferencias entre el precio de equilibrio del articulo y los mayores precios que todas esas
personas aceptan pagar se considera como un ahorro de esas personas y se llama el superavit de
los consumidores.

El area bajo la curva de demanda es la cantidad total que los consumidores estdn dispuestos a
pagar por ¢ articulos. El d&rea sombreada bajo la recta y = py muestra la cantidad total que los
consumidores realmente gastardn en el precio py de equilibrio. El drea entre la curva y la recta
representa el superdvit de los consumidores.

pJL
curva de
slperavit dermanda
de los
consurmidores .
0 p=dfo]
‘ kL ql:l q

Figura 2.42
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El superavit de los consumidores estd dado por el rea entre las curvas p = d(q) y p = pp entonces
o
su valor puede encontrarse con una integral definida de esta forma: f [d(q) — po] dp, donde d(g)
0

es una funcién demanda con precio de equilibrio py y demanda de equilibrio gg.

X
Ejemplo 1: Se conoce que la curva de la oferta para un producto es s(x) = — + 7. Encuentre la

ganancia en dolares de los productores si la produccion asciende a diez articulos.

10
Solucién: Si la produccién asciende a 10 articulos el precio es s(10) = > + 7 = 12 doélares. La

ganancia o superavit de los productores se calcula resolviendo:

fow[lz—(gw)]dx:fow [5—§]dx=

La ganancia de los productores asciende a $ 25 si la produccién es de diez articulos.

2110
X

5x——] =25
4 1o

Ejemplo 2: Calcule el exceso de ofertay el exceso de demanda para las curvas de demanda y oferta
dadas. Funcién de demanda: p; (g) = 1000 - 0,44. Funcién de oferta:p;(q) = 42q

Solucién:
El exceso de oferta y el de demanda estan representados por las dreas que muestra la grafica:

b1 excedente cutva de oferta
de demanda
Po punto de equilibrio
excedente—1
de oferta curia de
demanda
- I:1|:| q

Figura 2.43

En el punto de equilibrio (g, po) la oferta coincide con la demanda es decir:

p1(x) = p2(x)
De aqui 1000 - 0,4g? = 424 de donde se sigue que g = —125 6 g = 20

Como el valor de g corresponde a niimero de articulos ofrecidos o demandados,el valor gy = —125
no tiene sentido asi que, g = g = 20. Con este valor se obtiene py = 840
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El excedente de demanda o superavit de los consumidores es la regién comprendida entre p;(q) y
larecta p = 840, entre 0 y 20, o sea,:

20

=2133,33
0

20

_ 3
(160-0,4¢%)dq = (160q 044 )

20
f (1000—0,4q2—840)dq=f 3
0

0

El excedente de demanda asciende a $ 2133,33
El excedente de oferta es la regién comprendida entre las rectas p = 840y p = 42q entre 0 y 20, o
sea:

20

= 8400
0

20
fo (840-424q) dq = (840g - 21¢°)

El superavit de oferta alcanza $ 8400.

2.6.4. Analisis marginal.

El andlisis marginal es de importancia para los economistas porque permite calcular el punto de
maximizacion de utilidades. En el andlisis marginal se examinan los efectos incrementales en la
rentabilidad: Si una firma estd produciendo determinado nimero de unidades al afio, el andlisis
marginal se ocupa del efecto que se refleja en la utilidad si se produce y se vende una unidad més.
Para que este método pueda aplicarse a la maximizacién de utilidades se deben cumplir las
siguientes condiciones:

= Deberd ser posible identificar por separado las funciones de ingreso total y de costo total.

» Lasfunciones de ingreso y costo deben formularse en términos del nivel de produccion o del
ntmero de unidades producidas y vendidas.

2.6.5. Costo marginal:

Es el costo adicional que se obtiene al producir y vender una unidad mds de un producto o servicio.
También se puede definir como el valor limite del costo promedio por articulo extra cuando este
ntmero de articulos extra tiende a cero.

c(x+Ax) — c(x) , dc

. ., Ac .
Costo marginal = lim — = lim c(x)=—
Ax—0AX Ax—0 Ax dx

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al incremento de la
cantidad producida.

Si c(x) es la funcién costo, el costo promedio de producir x articulos es el costo total dividido por
el nimero de articulos producidos.

c(x)

Costo promedio por articulo = —
X

2.6.6. Ingreso marginal:

Es el ingreso adicional que se consigue al vender una unidad més de un producto o servicio.

Si r(x) es la funcién de ingreso, la derivada r’(x) representa la tasa instantdnea de cambio en el
ingreso total con un cambio del nimero de unidades vendidas. Podemos decir que el ingreso
marginal representa las entradas adicionales de una empresa por articulo adicional vendido
cuando ocurre un incremento muy pequefio en el namero de articulos vendidos.
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2.6.7. Utilidad marginal:

Si la funcién de ingreso es r(x) cuando se venden x articulos y si la funcién de costo es c(x) al
producirse esos mismos articulos, la utilidad p(x) obtenida por producir y vender x articulos estd
dada por p(x) = r(x) — c(x).

La derivada p’(x) se denomina utilidad marginal y representa la utilidad por articulo si la
produccién sufre un pequefio incremento.

Ejemplo 3: Suponemos que durante los primeros cinco afios que un producto se puso a la venta
en el mercado la funcién f(x) describe la razén de ventas cuando pasaron x anos desde que el
producto se present6 en el mercado por primera vez. Se sabe que f(x) =2700y/x+900si0< x <5,
calcule las ventas totales durante los primeros cuatro afios.

Solucidn: Sillamamos V7 la venta total de los articulos producidos entonces

4
Vr = f (2700y/x +900)d x = 18000
0
Las ventas totales durante los primeros cuatro afos ascienden a 18000 unidades.

Ejemplo 4: Se espera que la compra de una nueva maquina genere un ahorro en los costos de
operacion. Cuando la maquina tenga x anos de uso la razén de ahorro sea de f(x) pesos al afio
donde f(x) = 1000+ 5000x.

= a) ;Cudnto se ahorra en costos de operacién durante los primeros seis afos?

= b) Si la maquina se compro a $ 67500 ;cudnto tiempo tardard la maquina en pagarse por si
sola?

Solucién:
a) Para conseguir el ahorro durante los primeros seis afios calculamos
6 6
f (1000 +5000x)d x = [(1000x +2500x%)] | =96000
0

0

Al cabo de seis anos el ahorro asciende $96000

b) Dado que el precio de compra es de $ 67500, el nimero de aflos de uso que se requieren para
que la maquina se pague sola es n, entonces

n n
f (1000 +5000x)d x = 67500 = [(1000x +2500x%)] | = 10007 +2500n>
0 0

luego

250012 + 10007 — 67500 = 0 lo cual equivale a 51° + 21 — 135 = 0

De donde n; = —5,4 (imposible para nuestro problema) y n, = 5 respuesta admisible. Luego se
tardardn 5 afos para que la maquina se pague sola.
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2.7. Aplicaciones a la Biologia

2.7.1. Laleyde Poiseuille

También conocida como ley de Hagen-Poiseuille, es la ley que permite determinar el flujo laminar
estacionario @y de un liquido incompresible y uniformemente viscoso (también denominado
fluido newtoniano) a través de un tubo cilindrico de seccion circular constante. Esta ecuacion fue
derivada experimentalmente en 1838, formulada y publicada en 1840 y 1846 por Jean Louis Marie
Poiseuille (1797-1869).

b
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Figura 2.44

Consideremos una tuberia horizontal de radio R constante y dentro de ella dos secciones
transversales 1 y 2 separadas una distancia L. Estas secciones delimitan un trozo de tuberia que
en la imagen adjunta queda delimitada por los puntos ABCD. Dentro de la tuberfa indicada
consideramos a su vez un cilindro coaxial delimitado por los puntos abcd con drea de tapas A = 772
y radio r. Debido a la viscosidad del fluido, sobre este cilindro acttia un esfuerzo constante que
llamaremos T provocado por una fuerza cosntante F sobre un drea longitudinal A; = 2prL. Esta
fuerza serdigual a F = p; A— p» A tendrd un sentido izquierda - derecha igual al desplazamiento del
fluido, provocado por un gradiente de presion en la que p; es mayor que p,. Integrando las fuerzas
que actiian sobre el cilindro considerado, se obtiene la expresion de la ley de Poiseuille.

De acuerdo a la primera ley de Newton, si p; y p2 son las presiones aplicadas en el centro de
gravedad del area transversal del cilindro en las secciones 1y 2 tenemos que: pyA—p, A+ F =0

En un s6lido el esfuerzo de corte es proporcional a la deformacion, pero un fluido se deforma
continuamente mientras se aplique el esfuerzo, por lo tanto el esfuerzo de corte serd proporcional
alavelocidad de corte por una constante llamada viscosidad, es decir:

p
- (R2_2
v(r) 4771( ro)

esta nos permite calcular la velocidad v de la sangre que fluye por una vena con radio R y longitud
[, auna distancia r del eje central, donde P es la diferencia de presién entre los extremos de la vena
y 11 es la visccosidad de la sangre. Ahora, para calcular la razén de flujo de sangre, o flujo (volumen
por unidad de tiempo), consideremos los radios mdas pequenos, igualmente espaciados, r1, 1o, .... El



2.7. APLICACIONES A LA BIOLOGIA 59

area aproximada del anillo (o arandela) con radio interior r;_; y radio exterior r; es 2wr;Ar donde
Ar=r;i—ri_]

Figura 2.45

Si Ar es pequefio, entonces la velocidad es casi constante en todo el anillo y se puede obtener una
aproximacién como v(r;). De este modo, el volumen de sangre por unidad de tiempo que fluye por
el anillo es aproximadamente

@rriAr)v(ry) =2nr;v(r;)Ar

y el volumen total de sangre que fluye a través de una seccién transversal por unidad de tiempo es
poco mds 0 menos

n
Y 2mriv(r)A,
i=1

ARTERIA

Tiinica E£pHciio

Tiinica Tiinica s
intima

adventicia  media

Figura 2.46

Como lo podemos observar en la figura esta ilustrada esta aproximacion. Se advierte que la
velocidad aumenta hacia el centro del vaso sanguineo. La aproximacién mejora cuando n se
incrementa. Cuando tomamos el limite, obtenemos el valor exacto del flujo (o descarga), el cual
es el volumen de sangre que pasa por una seccidn transversal por unidad de tiempo:

n R R P
F=lim ZZﬂriU(ri)Ar=f 2nrv(r)dr:f 2nr— (R* - r®)dr
T0i=1 0 0

4nl
=R
:]T_pr(Rzr_r?’)dr:ﬂ_p Rzr_z_r_4 ' :nPR4
2nl Jo 2nl 2 4],., 8nl

conocida como la ley de Poiseuille; ésta indica que el flujo es proporcional a la cuarta potencia del
radio del vaso sanguineo
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2.7.2. Gasto Cardiaco

Vena Cava g
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Figura 2.47

En la figura se muestra el sistema cardiovascular humano. La sangre regresa por las venas, entra a
la auricula derecha del corazén y se bombea a los pulmones por las arterias pulmonares para su
oxigenacion. A continuacion, fluye de regreso hacia la auricula izquierda por las venas pulmonares
y, despues, hacia afuera del resto del cuerpo por la aorta. El gasto cardiaco es el volumen de sangre
bombeado por el corazén por unidad de tiempo; es decir, es la razén de flujo hacia la aorta.

El método de la dilucidn de colorante se aplica para medir el gasto cardiaco. El colorante se inyecta
en la auricula derecha y fluye por el corazén hacia la aorta. Una sonda introducida en ésta mide la
concentracion del colorante que sale del corazén, en momentos igualmente espaciados, durante
un periodo [0, T], hasta que el tinte desaparace. Sea c(t) la concentracién del tinte en el instante .
Si dividimos [0, T] en subintervalos de igual longitud A(t), entonces la cantidad de tinte que fluye
y pasa por el punto de medicién durante el subintervalo de ¢ = ¢;_; a t = t; es aproximadamente.

(concentracion)(volumen) = c(t;)(FAt)

Donde F es el gasto que intentamos determinar. Luego, la cantidad total de colorante es mas o
menos

n

n
Y c(ty))FAt=F)_ c(tj)At
i=1 i=1

y, se hace que n — oo, encontramos que la cantidad de tinte es

AzFf c(n)dt
0
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Por tanto, el gasto cardiaco se expresa por medio de
Fe A
 Jlendt

donde se conoce la cantidad de tinte Ay se puede obtener una aproximacion de la integral a partir
de las lecturas de la concentracion.
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CAPITULO 3

CONCLUSIONES

= Con el desarrollo del presente trabajo de grado logramos presentar algunas aplicaciones de
las integrales en diferentes 4reas de la ciencia, como la fisica, la biologia, la ingenieria, y la
economia entre otras.

= Fueron expuestas las técnias de integracién mas importantes como los métodos de
sustitucién, partes y fracciones parciales, las cuales eran bdésicas para presentar las
aplicaciones del presente trabajo.

= Con el presente trabajo se logré sistematizar un documento ttil para estudiantes de la
Licenciatura en Matemadticas o de Ingenieria que busquen diversas aplicaciones de las
integrales.

= Se logré mejorar el manejo del programa Latex y a construir un documento sencillo para el
lector.
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