Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

TEOREMA DEL LEVANTAMIENTO DEL
CONMUTANTE Y FORMAS
SESQUILINEALES ASOCIADAS A
ESPACIOS DE HILBERT

Sergio Mauricio Quintero Dussan

Neiva, Huila
2013




Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

TEOREMA DEL LEVANTAMIENTO DEL
CONMUTANTE Y FORMAS
SESQUILINEALES ASOCIADAS A
ESPACIOS DE HILBERT

Trabajo de grado presentado como requisito
para optar al titulo de Licenciado en Matemdticas

Sergio Mauricio Quintero Dussan
2008173548

Asesor:
Profesor: Osmin Ferrer Villar

Neiva, Huila
2013




Nota de Aceptacion

Jefe de Programa

Asesor

Segundo Lector

Neiva, Abril de 2013






AGRADECIMIENTOS

Este trabajo no habria sido posible sin la influencia directa o indirecta de muchas personas a las
que agradezco profundamente por estar presentes en las distintas etapas de su elaboracion, asi
como en el resto de mi vida.

Le agradezco a mi hermano Jairo Andrés Quintero Dussan, también a mi papé Jairo Quintero
Gutiérrez, a mi tia Silvia Quintero y a mi abuela Adalgisa Gutiérrez Quigua, por su apoyo no solo
a lo largo de mi carrera sino a lo largo de mi vida, ya que fueron quienes me formaron como la
persona que soy.

Le agradezco al profesor Osmin Ferrer por manifestarme su interés en dirigir mi trabajo de grado,
por su confianza, colaboracion y apoyo en mi proceso de formacién profesional.

Al profesor Ricardo Cedefio cuya preocupacioén y supervision este proceso, hizo posible que mi
trabajo se desenvolviera de manera satisfactoria, a nivel personal y académico.

A todos los docentes de la Universidad Surcolombiana que compartieron sus conocimientos,
dentro y fuera de clase, haciendo posible que mi formacién profesional se resuma en satisfacciones
académicas.

A mis amigosy compafieros. A quienes trabajaron conmigo hombro a hombro durante cinco cortos
afos poniendo lo mejor de su energia y empefio por el bien de nuestra formacién profesional, a
quienes compartieron su confianza, tiempo, y los mejores momentos que vivi durante esta etapa
como estudiante de pregrado, dentro y fuera de la universidad.



Agradecimientos




Agradecimientos

Introduccion

Objetivos

Justificacién

1.

2.

3.

Resultados Previos

1.1. Espaciosvectoriales . .....................
1.1.1. Subespaciovectorial . ... ..............
1.1.2. Espaciométrico. . ... ................
1.1.3. Espaciosnormados. . . ................
1.1.4. Espacio con producto interno. . . ..........

1.2. OperadoresLineales . .. ...................

1.3. ClasesdeOperadores. . . . .. .. ... .. .........
1.3.1. Operadoracotado . ..................
1.3.2. RepresentaciondeRiesz . . . ... .. ... .. ...
1.3.3. Operadoradjunto. . .. ... .............
1.3.4. Operadorautoadjunto . . ... ............
1.3.5. Operadorisométrico . . ... ... ..........
1.3.6. Operadorunitario . ..................
1.3.7. Operadornormal . ... ................
1.3.8. Operador positivo . ..................
1.3.9. Operadorsimétrico. . ... ..............

Formas Sesquilineales Asociadas a Espacios de Hilbert

2.1. Formas Sesquilineales en Espacios de Hilbert . . ... ..
2.2. Semiacotaciones . . ... .... .. ... ...,
23. FormasCerradas . .......................
2.4. Teorema de larepresentaciondeRiesz . .. ... ... ..

Teorema del Levantamiento del Conmutante

3.1. Algunas definiciones importantes . . . . .. ........
3.2. Teorema de Levantamiento de formas de Hankel . . . ..

INDICE GENERAL

................. 18



8 INDICE GENERAL

3.3. Teorema de Levantamientodel Conmutante . . . . . . ... ... ... ... ....... 49

Bibliografia 51



INTRODUCCION

La teoria de espacios de Hilbert fue iniciada por David Hilbert (1862-1943) en 1912 con su trabajo
“Quadratic forms in infinitely many variables” que aplico a la teoria de ecuaciones integrales.
Después de muchos afios John Von Neumann (1903-1957) formulé la primera teoria axiomdtica
de espacios de Hilbert y desarrollo la moderna teoria de operadores en espacios de Hilbert. Su
remarcada contribucién a esta drea proviene de los fundamentos matematicos de la mecdanica
cuéntica.

Mientras los matemaéticos mostraban una tendencia a desdenar las ecuaciones de primer grado, la
resolucion de ecuaciones diferenciales fue un problema muy importante. Las ecuaciones lineales
se distinguieron desde el principio y su estudio contribuy6 a poner de manifest6 la linealidad
correspondiente. Lagrange, Euler y D. Alembert estudiaron esto, pero el primero es el inico que
considera 1til indicar que la solucién general de la ecuacién no homogénea es suma de una
solucién particular y de la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente; ademas,
cuando estos autores enuncian que la solucién general de la ecuacién lineal homogénea de orden n
es combinacidn lineal de n soluciones particulares, no mencionan que estas deben ser linealmente
independientes. Este punto, como tantos otros, no se aclararan hasta la ensefianza de Cauchy en
la Escuela Politécnica.

Lagrange introdujo (aunque solamente para el Cdlculo y sin darle nombre) la ecuacién adjunta
L*(y) = 0 de una ecuacién diferencial lineal L(y) = 0, la cual es un ejemplo tipico de dualidad en
virtud de la relacion

sz(y) :fL*(z)ydx

Valida para y y z anuldndose en los extremos del intervalo de integracién. Con mds precision, y
treinta afios antes de que Gauss hubiese definido explicitamente la traspuesta de una sustituciéon
lineal de 3 variables, vemos aqui el primer ejemplo de un operador Funcional L* traspuesto de un
operador L dado mediante una funcién bilineal (en este caso la integral) [ yzdx.

Posteriormente, el estudio de las formas cuadraticas y sesquilineales, de sus matrices y sus
subespacios invariantes conduce al descubrimiento de principios generales sobre la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales; principios que Jacobi no habia alcanzado por carecer de la nocién
de rango.
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Objetivos Generales

espacios de Hilbert.

Objetivos Especificos

Asociar formas sesquilineales a espacios de Hilbert.

OBJETIVOS

Estudiar la relacion histérica entre el anélisis armoénico y la teoria de operadores.

Presentar una breve resefia histérica del desarrollo de las Formas Sesquilineales asociadas a

Realizar algunas aplicaciones de las formas sesquilineales en espacios de Hilbert

= Construir a través de formas sesquilineales una prueba para el teorema del Levantamiento

del Conmutante y mostrar algunas aplicaciones de estas.

11
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JUSTIFICACION

El andlisis funcional estd dividido en dos lineas: el andlisis arménico y la teoria de operadores.
Estas resolvian sus problemas por separado hasta 1993, cuando M. Cotlar y C. Sadosky empleando
formas sesquilineales en espacios de Hilbert resolvieron indistintamente problemas de las dos
lineas anteriormente mencionadas, construyendo una prueba para el teorema del levantamiento
del conmutante, que es un importante resultado en el area de andlisis funcional, ya que permite
extender una funcién en su dominio a conjuntos més generales, con la particularidad de que dicha
funcién es conmutativa con algunos tipos de operadores.

Conocer la estructura de como se realizé dicha construccién, nos ayudara a comprender

problemas del andlisis funcional, el cual nos despierta un gran interés debido a su relevancia en
el mundo actual.

13
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CAPITULO 1

RESULTADOS PREVIOS

1.1. Espacios vectoriales

Definicién 1.1.1. Un conjunto no vacio Vsobre un cuerpo K, junto con dos operaciones +,- es un
espacio vectorial (o espacio lineal), si satisface los siguientes axiomas:

1. La operacién suma, asocia a cada par de vectores (x, y) de V x V un vector x + y de Vy ademas
tienen las siguientes propiedades.

V1) Conmutativa: x+y=y+x

Vo) Asociativa: x+ (y+z2)=(x+y)+z

V3) Existe un tinico vector 0 de V, llamado vector nulo talque x +0=0+x=x
V,4) Para cada vector x € V, existe un tnico vector —x € Vtalque x+ (—x) =0

2. La operacion multiplicacion por escalar, asocia a cada escalar a € K y cada x € V un vector
ax € Vy tiene las siguientes propiedades:

V5) 1x=x paratodo xe V
Vo) (a1a2)x = ai(azx)
V7) ax+y)=ax+ay

Vg) (a1+a)x=a1x+azx

1.1.1. Subespacio vectorial

Definicién 1.1.2. Sea Vun espacio vectorial sobre un campo K. Un subespacio vectorial de V es
un subconjunto no vacio Wde V, que con las operaciones de adicién vectorial y multiplicacién por
un escalar sobre V, es por si mismo un espacio vectorial sobre K.

Teorema 1.1.3. Un subconjunto W no vacio de un espacio vectorial V sobre un campo K, se llama
subespacio vectorial de V si, y solo si cumple con las siguientes condiciones:

i) Dadox,ye W— (x+y)eW

ii) DadoaeKyxe W— (ax)e W

15
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1.1.2. Espacio métrico
Definicién 1.1.4. Sea M un conjunto no vacio, una funcién
d:MxM—R
se dice que es una métrica (o una distancia) si para todo x, y, z € M se satisfacen:

M) d(x,y)=0
M) d(x,y)=0 & x=y
Ms) d(x,y)=d(y,x) (Simetria)

My) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (Desigualdad Triangular)

Al par (M, d) se le llama espacio métrico.

Definicién 1.1.5. Sea (M, d) un espacio métrico, y xo € M, r > 0, entonces la bola abierta en M de
centro X y radio r, que es notada como By, es el conjunto

Bps(xp,7) ={xe M: d(xp,x) <1}

Definicién 1.1.6. Sea (M, d) un espacio métrico,y Sc M, a € M, a es llamado punto interior a S en
(M, d) si existe un r > 0 tal que Bys(a,r) < S.

Definicién 1.1.7. Si (M, d) un espacio métrico, y S c M, se define el interior de S como todos los
a € Stal que a es punto interior a S, y se denota intS.

Definicién 1.1.8. Sea (M, d) un espacio métrico, y S € M, se dice que S es abierto en M si todos sus
puntos son interiores, es decir si S cintS.

Definicién 1.1.9. Sea (M, d) un espacio métrico, y S < M, se dice que S es cerrado en M si M\S (su
complemeto), es abierto en M.

Definicién 1.1.10. Sea (M, d) un espacio métrico, y S € M, se dice que S es acotado si existe una
bola en M que contenga a S.

Definicién 1.1.11. Sea (M, d) un espacio métrico, S€ My x € Mno necesariamente de S. Entonces
x se dice que es punto adherente a S si toda bola By, (x, r) contiene un punto de S por lo menos.

Definicién 1.1.12. Sea (M, d) un espacio métrico, S My x € M, entonces x se llama punto de
acumulacion de S si cada By, (x, r) contiene por lo menos un punto de S distinto de x

Definicién 1.1.13. Sea (M, d) un espacio métrico, la clausura de M es el conjunto de todos sus
puntos adherentes y se nota M.

Definicién 1.1.14. Sea (M, d) un espacio métrico, Sc M diremos que es densoen Msi Mc S.

Definicién 1.1.15. Sea (M, d) un espacio métrico, una sucesion de puntos en M es una aplicacién

f: 72" —M

n— f(n)=x,

Generalmente se denota como {x,}en-
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Definici6én 1.1.16. Sea {p,}, ., una sucesién de puntos de un espacio métrico (M, d), un punto
p € M es llamado un limite de la sucesion {pn}neN si Ve >0 Jk e Z* tal que d(p, pn) < € siempre
que n = k.

Sila sucesion {pp}, ., tiene limite diremos que la sucesion es convergente.

Definicion 1.1.17. Sea { pn}neN una sucesiéon de puntos de un espacio métrico (M, d), se dice que
es acotadasi el conjunto de puntos {p1, p2, ps, ...} es acotado.

Teorema 1.1.18. Sea (M, d) un espacio métrico y S € M entonces S es cerrado en M si y solo si S
contiene todos los limites de sucesiones de puntos de S

Demostracion. =) Suponiendo que Sc M es cerrado y sea {p,} ., una sucesion de puntos de §
que converge a p € M. Debemos demostrar que p € S, suponiendo por absurdo que p ¢ S es decir
p € M\Sy como M\S es abierto, existe un € > 0, tal que By (p,e) € M\S. Como p, — p, existe un k
tal que si n = k entonces p, € By (p,€) € M\S, lo cual es absurdo porque p, € S, luego p € S.

<) Suponiendo que S contiene todos los limites de sucesiones de puntos de S, si Sno fuera cerrado
en M, entonces M\Sno podria ser abierto, es decir se suponia que p € M\ S, que no es punto interior
de M\S, es decir que para todo n € Z*, existiria p, € S, tal que d (pn, p) < , si {pn},n converge a
py p ¢ Slo cual es absurdo, luego S es cerrado. O

Definicién 1.1.19. La sucesion de puntos {x,},cn de un espacio métrico (M, d), se dice que es de
Cauchy, si para todo € > 0 existe k € N tal que d(x,, x;;) < € siempre que n,m = k.

1.1.3. Espacios normados

Definiciéon 1.1.20. Sea Vun espacio vectorial sobre K (R o C), una norma en V, es una funcién
Il.l: V— Rla cual cumple:

Np) || x||=0;Vxe V
No) || x]|[=0<=x=0;
N3) |lax||=lal|lx||;dondeaclk, xe V

Ny lIx+yllxl+lyl,¥(x,y)eVxV

(V, I, recibe el nombre de Espacio normado

Proposicién 1.1.21. Todo espacio normado induce una métrica.
Demostracion. Consideremos la funcion d, definida por

d: VxV—R

(x1,x2) — d (x1,x2) = | x1 — x2]|

Para todo x1, x2, x3 en Vse cumple :
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M) d(x1,x2) =lx1—x0=0

M) d(x1,x) =0¢|lx;—x20=0
¢>xl—xZ:0
< X1 = X2

Ms) d(x1,x2) = llx;—x2ll
=[1(=1) (x2 = xDl
=[=1llxz — x|l
=[x —x1l
=d (x2,x1)

M) d(x1,x2) = llx;—x2ll
=[x1—x2+ 0l

= llx1 — x2 + x3 — X3l

= [l (x1 — x3) + (x3 — x2) |
< llxy — x3ll + [l x3 — X2l
<d (x1,x3) +d (x3, x2)

Por M,), M>), M3) y M,) se puede concluir que toda norma induce una métrica.

|
1.1.4. Espacio con producto interno.
Definicion 1.1.22. Sea Vun espacio vectorial sobre K. una funcién
Gy Vx VoK

se dice que es un producto interioren V,siVx,y,z€ Vy Va € K satisface:

Py) (x+y,2)=(x,2)+(y, 2

Py) {ax,y)=alx,y)

P3) (x,y)=(y, %)

Py) (x,x)=0; (x,x)=0x=0
El par (V,{.,.)) recibe el nombre de espacio producto interno
Proposicién 1.1.23. Un espacio producto interno (V,{.,.)) define una norma ||.| : V— [0,00) dada

por:

1
lull = (u, u)?

Demostracién. Paratodo uy v en Vse cumple
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ND)llul  =(uwuw?r=0
N llul  =(uwui=0cu=0
Ny) laul  ={au,au)?

= (a<u,au>)%

= (aa(u, u))%

Ny llu+vl  =(u+v,u+uv)z
= () + 1, V) + (0, U + (v, V) 2

1
< (lul+21x1 [[y] + 1v12)?
<lull+ vl

Por Ny), N»), N3) y Ny) se puede concluir que todo producto interno induce una norma.
O

Definicién 1.1.24. Un espacio metrico (M, d) se dice Completo, si toda sucesion de Cauchy en M
converge a un elemento de M (R y C son espacios métricos completos).

Definicién 1.1.25. Un espacio producto interno (V;,{.,.)) diremos que es un espacio pre-Hilbert y
lo notaremos (H,{.,.)). Se dice que (H,<.,.)) es un espacio de Hilbert, si es completo respecto a la
métrica inducida por el producto interno y lo notaremos 7.

Definicién 1.1.26. Una norma en un espacio producto interno satisface la ley del paralelogramo:

lx+yI*+1x=yl*=20xI*+ 1 yI*)

Demostracién. Por las propiedades del producto interno tenemos

lx+yl>+ 1l x=ylI?=(x+y,x+p)+{(x—y,x— )
=2(x,x) +2{y, )
=20l xII*+ 1y 1

Concluimos que si una norma no satisface la ley de paralelogramo, entonces no puede obtenerse
de un producto interno.
O

Proposicién 1.1.27. En un espacio de Hilbert 7, se verifican

i) Ladesigualdad de Schwarz:

e, pI=<lx |yl

ii) La desigualdad del tridngulo,
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lx+yl<lxl+Ilyl

Demostracién. (i) Sea y # 0. Para cada escalar @ tenemos

O<|lx—ay ||2 =(x—ay,x—ay)
={(x, %) —alx,y) —al{y,x) —aly, ]

Observemos que para @ = zy : x; obtenemos de la expresién anterior
»y
1<y, )1 . {xy)?
0=l x|*- xy)=lx|* ———5—
Iype &Y 112

de aqui,

[{x,y)?
<||y||>2 <hxl?

(e y) P llx 1Py 117

de donde obtenemos [{x, )| <[ x ||| y |

(ii) Por la desigualdad de Schwarz,

I x+y 11 =, x) + (¥ + (3, 0+ (3, 1)
<[ x I* +21x, )1+ y 12
<l xl*+20xlyl+1yl?
=l xl+1yh?

Que es lo que queriamos probar.

|

Definicién 1.1.28. Sea (H,(.,.)) un espacio pre-Hilbert, los vectores u y v en H se dicen ortogonales

si se cumple que:

(u,v)y=0

Lo cualsenota u L v.

Definicién 1.1.29. Sea (H,(.,.)) un espacio pre-Hilbert, Ay B subconjuntos de H, se dice que A es

ortogonala Bsi u | vparatodo ue A, yveB.

Lo anterior se nota A1l B

Definicién 1.1.30. Sea (H,{.,.)) un espacio pre-Hilbert, y A un subconjunto de H, el complemento

ortogonal de A es el conjunto de todos los u € Htal que u L A, y se nota como

At ={ue H/(u,v)=0 Yve A
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Proposicién 1.1.31. En un espacio pre-Hilbert, si u L v, entonces se cumple
2 2 2
lu+vl®=lul”+Ilvl

Demostraciéon. Tenemos

[z + v||2:(u+ v, u+v)
=(u, u) +{u, v) +{v, u) + (v, v)
=(u,u) +{v,v)

2 2
= lull”+Ilvl
Que es lo que queriamos probar. O

Definicién 1.1.32. Sea Vun espacio vectorial, Uy W subespacios de V, diremos que Ves la suma
directa de Uy W, notado por V=UP W, si

i) VveV, v=u+ wdemaneratnicaconue Uywe W.
ii) UNW={0}

Definicién 1.1.33. Sea (H,(.,.)) un espacio pre-Hilbert, Uy W subconjuntos de H, diremos que H
es la suma directa ortogonal de Uy Wi

iy V=UDW

ii) ULW

1.2. Operadores Lineales

Definicién 1.2.1. Dados Vy Wespacios vectoriales no vacios sobre el mismo campo K y
T: D(T)c V— R(T) c Wun operador, se dice que es lineal si

L,) Eldominio D(T)es un espacio vectorial y el rango R(T) cae sobre un espacio vectorial.

L) T(x+y) =TxX)+T(y) Vx,yeD
T(ax) = aT(x) Vxe X VaekK

Se indica como .Z (V,W) al conjunto de todos los operadores lineales de Ven W. Si V=W, se escribe
ZW.
1.3. Clases de Operadores

1.3.1. Operador acotado

Definicién 1.3.1. Sean Vy Wdos espacios vectoriales, T€ .Z(V,W) es llamado operador acotado,
si existe un ¢ > 0 tal que:

IT) lw =cllxllv

Se indica como Z(V,W) al conjunto de todos los operadores acotados de V en W, esto es:

B(V,W)={T: V— W-: Tes acotado}
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Definicién 1.3.2. Sean Vy W dos espacios vectoriales T € 4 (V,W) puesto que existe un ¢ > 0 tal
que
IT@ lIw =scllxllv

para todo x € V, entonces

T(x
w <c¢ con,x#0
I x Iy
Consideremos el conjunto
T(x
M:={w56, x;éO}clR{
I x Iy

M es un subconjunto no vacio de nimeros reales acotado superiormente por c, por lo tanto existe
el sup(M), el cual es llamado la normade T y se nota | T||, es decir

I T(x) lw

1T =supM)=su {
P Pl x 1y

so,x;éo}

Definicién 1.3.3. Sea T € .Z(V,W), el Kernel de T, notado por KerT, es el conjunto de x € Vtal que
T (x) = Oy, es decir

KerT={xeV/T (x) =0y}

Definicién 1.3.4. Un funcional lineal f; es un operador lineal con dominio en un espacio vectorial
V, y rango en el campo escalar C, esto es,

fVv-C

1.3.2. Representacion de Riesz

Teorema 1.3.5. Si fes un funcional lineal acotado definido en un espacio de Hilbert 7 , entonces
existe un tinico z en ¢ que depende de f, tal que la norma del funcional coincide con la norma de
z, ademds f se define de la forma

fx)=(x,2) VxeH

Demostracién. Para el caso en que f= 0, el elemento z = 0 cumple lo deseado:

fx)=0=(x,00 VxeZ y |fl=0=|z]

Supéngase que f # 0. El z que se busca debe estar en (Ker i pues tendria que ocurrir

(x,2)=0 Vxe Kerf

Por ser f un funcional lineal acotado, se tiene que Ker f es un subespacio cerrado de .7#. También,
H = Ker fo Kerji. Como f #0, el Kerf # 7, con lo que (Kerf)L # {0}. Con ésto se garantiza la
existencia de un elemento zq # 0 en (Ker f)*.

Sea x cualquier elemento en .77, hdgase x; := f(x)zo — f (29)x. Entonces

Fx) = f(f(x)zp = f(z0)x)
= f(f(x)z0) — f(f (20)x)
= f(x) f(z0) = f(20) f (x)
=0
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lo que implica que x; pertenece al Kerf. Por pertenecer x, al Ker fy z, al (Ker )= lo siguiente es
valido:
0 = (x1, 20)
= (f(0)z0 — f(20)x, 20)
= (f (%) 20, 20) — (f (20) x, Z0)
= [ (x){z0, z0) — f(20){x, 20)-

Como zg #0

Flx) = f(z0){x,20) _ [(20)

= (x,20) = (X, =—— 20)
| 2o 112 Iz 12 "l 2o 112

f(z0)

20
I zo 112

luego para z:=

fx)=(x,z2y VxeH

El z que se acaba de encontrar es tinico. En efecto, sea z; en 7 tal que f(x) = (x, z;) para todo x en
€, entonces (x, z) = {x, z1), de aqui (x, z) — (x, z1) = 0, es decir, (x,z—z1) =0, de donde z—2z; =0
por lo tanto z = z;, es decir que cuando (x, z) = (x, z1) para todo x, no queda mds que z = z;.

Finalmente para la igualdad en las normas observe que

lzl?=(z,2) = f2) <l fIll 2|l

Por ser z distinto de cero, || z ||<| f |I. Por otro lado, por la desigualdad de Schwarz

Ifl=Kx =l xllzl VYxe

[{x, 2)]
<l zl
x|
Kx,2)]
pero || f = el asique || f [[=] z ||, por lo que se concluye que || f [|=] z |

1.3.3. Operador adjunto

Teorema 1.3.6. Sea Te £ (7). Existe un tinico operador lineal T\ € £ (J¢) tal que:
(Tx,yy={(x,Tyy)y paratodo x, yen 5 1)

El operador T; es llamado el adjunto de T y se nota como T*. Asi que 1) queda de la siguiente
forma (Tx, y) =(x, T* y).

1.3.4. Operador autoadjunto

Definicién 1.3.7. Sea 7 un espacio de Hilbert, Te .Z(7¢) es llamado autoadjunto (o hermitico)
si coincide con su adjunto, es decir:
T =T
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1.3.5. Operador isométrico
Definici6n 1.3.8. Sea .s#’un espacio de Hilbert, Te .Z(5¢) es llamada isometria, si para x,y €
se cumple:

(Tx, Ty ={x,y)

1.3.6. Operador unitario

Definicién 1.3.9. Sea .7# un espacio de Hilbert, U € ¥ (7¢) se dice unitario, si es una isometria
sobreyectiva.

i) (Ux,Uy)y={(x,y); Yx,ye .

ii) RWU)=7

1.3.7. Operador normal

Definici6én 1.3.10. Sea (H,{.,.)) un espacio producto interno de dimensioén finita, T€ Z(H) se dice
normal si conmuta con su adjunto, es decir:

TT" =TT

1.3.8. Operador positivo

Definicién 1.3.11. Un operador Te .Z () se dice positivo si (Tx, x) = 0 para todo x € 7. El cual
se denota en este caso T= 0.

Observacion 1.3.12. Si Ty, T, € £ (J¢) son tales que ((T1 — T>)x,x) =0 Vx € S, lo cual se nota
como T7=T,.

Ejemplo 1. El operador identidad I: H— H es positivo.
En efecto:

Ix,x)={x,x)=0

por lo tanto I es positivo.

1.3.9. Operador simétrico

Definicién 1.3.13. Sea Te .Z(J7) se dice simétrico si su dominio D(T) es denso en ¢ y para (x, )
en D(T) se tiene:

(Tx,y)=<(x,Ty)



CAPITULO 2

L FORMAS SESQUILINEALES ASOCIADAS A ESPACIOS DE HILBERT

En lo que sigue 7# denotara un espacio de Hilbert, sobre el campo C de los nimeros complejos.

2.1. Formas Sesquilineales en Espacios de Hilbert
Definici6n 2.1.1. Sea .7 un espacio de Hilbert, una forma sesquilineal sobre .7# es una aplicacién

B: DB cJ x# —C

La cual cumple para todo u, v, w € ® (B) y a € C, las siguientes propiedades

Q1) B(u+v,w)=B(u,w)+Bv,w)
Q2) B(au,w)=aB(u,v)
Q3) B(u,v+w)=B(u,v)+B(u,w)

Q4) B(u,av)=aB(u,v)

Observacion 2.1.2. Notaremos B (u, u) como B (u), es decir, B (u, u) = B (u).
Ejemplo 2. sea J = lzy@ (B) = {u: (f]) € H/Z|a’]| |f]|2 <OO} y Bdefinida de la forma:
B:’xI?—C

{.Un}neN {Vntnen — B ({/’tn}nel\l »{Vn}nel\l) = Z AntnVn
=1

donde {A,},n €s una sucesion de nimeros reales. Entonces B es una forma sesquilineal.
Demostracién. sea u,v,we® (B)y a € C. De este modo tenemos:
U={lin} ey V= Walnen W= 1{0nknen

25
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3

Q)Bw+v,w) =Y Ay(tn+vn)@n

n:

8

= Y Anln@n+AuVvy0,
n=1

8

=Y Appnp,+ Zl/lnvnwn
n=

n=1
=B(u,w)+ B ((v,w)

Q2) B(au,v) I/Inap,,v_n
o0

|
R Mg

) Anlvtnv_n
n=1
=aB(u,v)

8

Q3) B(u,v+w) Anlhn(Vp +wp)

n=1

=Y Anlin (V_n+w_n)
n=1

= Z AnlnVy + Z Anlin®n

3

8

= Z AnlnVy + Z Anln®n
n=1 n=1

=B(u,w)+B((v,w)

00
Q4) B (u,av) = Y AppnQvy
n=
a

Por lo tanto B es una forma sesquilineal. O

Definicién 2.1.3. Dos formas sesquilineales B; : © (B;) — C y B, : © (B;) — C se dicen iguales
(B = By) siysolo si

i) DBN=DB) =D
ii) By (u,v) =B, (u,v), paratodo u,ve®

Definicién 2.1.4. Sean B; y B, dos formas sesquilineales tales que 2 (B;) < © (B,). Se dice que B,
es una extension de By, si para todo u, v € ® (B;) se cumple que B; (1, v) = Bs (i, v), y también B;
es una restriccion de B, (en simbolos B, > B;, B; < By).

Proposicién 2.1.5. si (.,.) : J x s — C es un producto interno entonces <.,.) es una forma
sesquilineal.

Demostracién. Sea B definida por

B: 7 x# —C

(u,v) — B(u,v) ={u,v)

Luego para u, v, we® (B) y a € C tenemos que:
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Q)Bu+v,w) =(u+uvw)
=(u, w) +<(v, w)
=B(u,w)+B((v,w)

Qo) B(au,v) ={au,v)
=al{u,v)
=aB(u,v)

Q3) Bu,v+w) ={u,v+w)
=(v+w,u
= (v, u) + (w, uy
={(u, vy +{u, w)
=B((u,v)+B(u,w)

Q4) B(u,av) =(u,av)
={av,u)
=alv,u)
=alu,v)
=aB (u,v)

Por Q1),Q2),Q3) vy Q4) la funcién producto interno es una forma sesquilineal
O

Definicién 2.1.6. Para cada forma sesquilineal B se le asocia una forma cuadrética B : © (B) — C
de la siguiente manera

B’ (1) =B (u,w) Y(u,u) €® (B)

Proposicion 2.1.7. Sea ¢ un espacio de Hilbert, B una forma sesquilineal en 7, se cumple para u
yven® (B que:

i) Bu+v)=B'"(v+u)
ii) B(u-v)=B'(v-u)
iii) —iB'(v+iu)=—iB (u—iv)
iv) iB'(v—iuw=iB (u+iv)
Demostracion.

i) B(u+v)=Bu+v,u+v)
=Bu,u+v)+B(v,u+v)
=B(u,u)+Bu,v)+B((v,u)+B(v,v)
=B(v,v)+B(u,v)+B((v,u)+B(u,u)
=B(v+u,v)+B(v+u,u)
=B(v+u,v+u)
=B (v+u)

Por lo tanto B (u+v)=B' (v+u)
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ii) B(u—v)=Bu-v,u—v)
=Bu,u—-v)—Bv,u—"o)
=B(u,u)—B(u,v)—[B(v,u)— B (v,v)]
=B(v,v)-B(u,v)—[B(v,u)— B (u, u)]
=B(v—-u,v)-B(v—u,u)
=B(v-u,v—-u)
=B (v-u)

Por lo tanto B (u—v) =B’ (v—-u)

iii) —iB'(v+iu)=—-iB(iu+v,iu+v)
=—iB(i(u—-iv),i(u—iv))
=(-D@)Bu—-iv,i(u—1iv))
=Bu-iv,i(u—iv))
=—iB(u—-iv,u—iv)

=—iB (u—iv)

Por lo tanto —iB' (v+iu)=—iB' (u—-iv)

iv) iB(w—iw=iBiu-v,iu-v)
=iB(i(u+iv),i(u+iv))
=—-B(u+iv,i(u+iv))
=iB(u+iv,u+iv)

=iB (u+iv)
Porlotanto iB' (v—iu)=iB (u+iv) O

Definici6n 2.1.8. Sea .7# un espacio de Hilbert, B, B, y B, formas sesquilineales sobre #,y a € C,
la suma y el producto esta definido como:

i) (By+B)(u,v) = By (u,v)+ By (u,v);
ii) D (B + By) = D (B1) no (B»)
iii) (aB)(u,v) =aBu,v), D@B =2 (B

Ademas la forma unitaria I es por definiciéon I(u,v) = (u,v) con D () = 7 y la forma cero
0(u,v)=0con® (0) =7
Notaremos B+ al como B+ a, por lo tanto:

B+al)(u,v) =B, v)+al(u,v), DB +a)=9 (B

=B(u,v)+a(u,v)
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Definici6én 2.1.9. Sea 7# un espacio de Hilbert, B una forma sesquilineal sobre .7 se dice que es
acotada si dk >0talque Vu,ve® (B),:

|B(u, )| < kllulllvl

Si la forma B no satisface la ecuacién anterior, se dird que no es acotada. El conjunto de formas
sesquilineales acotadas asociadas a espacios de Hilbert se notara como & ()

Definicién 2.1.10. Sea A € <7 (J¢), entonces existe un k > 0 tal que para todo u, v € D (A) < 7 se
cumple:
[A(u, V)| < kllulllvl

ademas si u, v € D (A) \ {0} € JZ se tiene que:

|A(u, v)l
—— <
lul vl
Ahora consideremos el conjunto
A(u,
U::{u,UEQ(A)\{O} , At sk}clR
el vl

U es un subconjunto no vacio de nimeros Reales acotado superiormente por k, por lo tanto existe
el sup(U), el cual es llamado la norma de Ay se nota || All, es decir

Al = sup(U) = sup {

|A(u, v)| - k}
(u,v)ED (A)\{0}

lulllvll —

Definicion 2.1.11. (Identidad de polarizacion)
Sea .7# un espacio de Hilbert, Buna forma sesquilineal sobre #’ y B’ su forma cuadrética asociada,
entonces para todo u, v € D (B) tenemos

DB (u+v)= Bu+v,u+v)
B(u,u)+B(u,v)+B(v,u)+B(v,v)

2)-B'(u-v) = —-B(u—-v,u—v)
—[B(u,u) - B(u,v)— (B (v,u) — B (v,v))]
—-B(u,u)+B(u,v)+B((v,u)—B(v,v)

3)iB (u+iv)= iBu+iv,u+iv)
iB(u,u)+iB(u,iv)+iB(iv,u)+iB(iv,iv)
iBw,u)+B(u,v)—-B(v,u)+iB(v,v)

4) —-iB'(u—iv)= —-iBu—-iv,u—iv)
—[iB(u,u)—iB(u,iv)—(iB(iv,u)—iB(iv,iv))]

—iB(u,u)+iB(u,iv)+iB(iv,u)—iB(iv,iv)
—iB(u,u)+B(u,v)—B((v,u)—iB(v,v)

de aqui se obtiene expresion

B(u,y):i[B’(LH v)-B (u-v)+iB (u+iv)—iB (u—iv)]

La cual es llamada identidad de polarizacion.
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Definicién 2.1.12. Una forma sesquilineal S se dice que es simétrica, si
S, v) =S(w,u), Yu,vedD(S)
Proposicion 2.1.13. Nétese que un producto interno, es una forma sesquilineal simétrica.

Demostracién. Sea S definida

S: H xH —C

(u,v) — S(u,v) ={u, v

Tenemos que

Por lo tanto S es simétrica. O
Teorema 2.1.14. B es simétrica siy sélo si B (u, u) € R, para todo u€® (B)

Demostracién. =] Si B es simétrica, entonces tenemos para todo u € © (B)

B'(w)=B(u) =B (u,u)=B(u,u) =B (u) =B (1)

Como B (u) = B(u), luego B (1) e R
<] usando la identidad de polarizacién tenemos que

B(v,u)=i(B’(U+u)—B’(U—u)+iB’(v+iu)—iB’(v—iu))

1 - - - -
:Z(B’(v+u)—B’(v—u)+zB’(v+zu)—zB’(v—zu))
1 I I i . ./ .
=Z(B (v+w-B' (v-w-iB' (w+iw+iB (v—-iuw)
:%(B’(u+ v)-B' (u-v)—iB' (u—iv)+iB (u+iv))

=B (u,v)

De este modo B (i, v) = B (v, u). Por lo tanto B es simétrica. O

Definicién 2.1.15. Sea 77 un espacio de Hilbert, B: © (B) c ¢ x 2 — C una forma sesquilineal,
definimos la forma adjunta de Bcomo

B : DB cH xH —C

(u,v) — B* (1, v) =B (v, u)

Proposicion 2.1.16. B es simétrica siy solo si B= B*.
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Demostracion. =] Si B es simétrica entonces B= B*

B* (u,v)=B (v, u)

=B(u,v)
=B(u,v)

Por lo tanto B= B*.

<] Si B= B* entonces B es simétrica

B(u,v)=B" (v,u)
=B(v,u)

Por lo tanto B es simétrica. O

Ejemplo 3. Dado Te .Z (), entonces se puede asociar a T una forma sesquilineal tal que:

B: 5 x# —C
(u,v) — B(u,v) =(Tu,v) DB =D

Demostracion. sea u,v,we® (B) «ae€C Entonces:

Q) Bu+v,w) =(Tu+v),w)
=XTW+T W), w)
=(T (w), w)+<(T (v), w)
=T (W), w)+<T (v), w)
=B (u,w)+ B (v, w)

Q2) B(au,v) =(T (aw),v)
={aT (u),v)
=a(T(u),v)
=aB (u,v)

Q3) Bu,v+w) =(T(w),v+w)
=(v+w, T (u))
=, T (W) +{w, T (u))
=, T (W) +{w, T (u))
=(T (u), v) +(T (w), w)
=B((u,v)+B(u,w)

Q4) B(u,av) =(T (w),av)
=(va, T (u))
=a(v, T (u))
=a(T (u),v)
=aB(u,v)

Por lo tanto B es una forma sesquilineal.
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Ademads veamos que si T es simétrico, luego B es simétrico
B(u,v)=(T (u),v)
=(u,T(v)
=(T),w
=B(v,u)
=B* (u,v)

O

Observacion 2.1.17. Para dos formas sesquilineales simétricas S;,S; en ¢ , y para a;,az € C,
tenemos para u, v €D (8;) N (Sy),

a) (S§1+8)* = ST + S;

Demostracion.
((S1+S2) (u,v)* =(S1+ S2) (v, u)

=S1(v,u)+ S (v, u)

=87 (u, )+ S5 (u,v).

O
b) (aS)* =as
Demostracion.
(@S (w, v)* = a(Sy) (v, u)
=aS; (v, u)
=aS] (u,v)
O
0 (8)) =%
Demostracion.
(St (w,v)" =St (v,w
=51 (u,v)
=51 (u,v)
O

Definici6én 2.1.18. Sea 7# un espacio de Hilbert, y B una forma sesquilineal sobre .77 . Se define la
parte real e imaginaria de Brespectivamente como:

1 .
ReB=_ (B+B')

_(B-B)

Im B:—'
20

Donde ® (ReB) =9 (B) =% (Im B).
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Proposicién 2.1.19. si S es una forma sesquilineal simétrica entonces, ReS y ImS son simétricas.

Demostracion. Tenemos que mostrar que:

a)

(ReS)* (u,v) = %(S+S*) (u, v))

— —

13( )+15*( )*
5SS+ 28" (v

* 1 *) *
S (u,v)+5(8 )" (u,v)

NI~

1—
==S5"(u, 1/)+§S* (v, u)

—13*( )+15( )
=58 W)+ S v

:%(S+S*)(u,v)

=ReS(u,v)

Por lo tanto ReS es simétrica.

b)
* 1 * *
(ImS)* (u,v) = (2—1 (S-S%)(u, v))
—(iS( )—iS*( ))*
Tl T WY

15*( )+1(s*)*( )
= —— u,v — u,v
21 21
1
21

] ——
S*(u,v)+—S*(v,u)
21

1 1 ——
=S (v + S,
2i> (VI * g Stn)

! (S-S (u,v)
=—(S- u,v
2i
=ImS(u,v).
Por lo tanto ImS es simétrica.
Asi mismo se tiene que,
S=ReS+iIm$S

Ademds para u € D (S)

Re S (u, 1) = % (S, w+350u,w) =Re(S' () =Re (S )
ImS (u, u) = % (S w -5 w) =1m(s' w) =1m(S @)

(2.1)

(2.2)
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2.2. Semiacotaciones

Dada una forma sesquilineal simétrica S, su forma cuadratica §' tiene sus valores en los
numeros reales, es decir §' (1) € R, esto nos motiva a hablar de formas acotadas inferiormente
y superiormente. Pero sabemos que en general una forma B no es simétrica, entonces su forma
cuadratica B’ estd en los numeros complejos, de esta manera tendriamos que hablar de formas
acotadas a la izquierda o a la derecha. Diremos que una forma sesquilineal simétrica S es no

negativa si §' () > 0 para todo u € D (S), (en simbolos S = 0) y se dice que es positiva cuando
S (1) > 0 para todo u € D (S) con u # 0 (en simbolos S > 0).

Definicién 2.2.1. Sea J# un espacio de Hilbert, B una forma sesquilineal sobre .7#. El rango
numérico, W(B) de B es dado por

W(B) ={ue® (B),llul =1} < R(B)
Observemos que por el Teorema 2.1.13, B es simétrica si y s6lo si W(B) € R.

Definici6n 2.2.2. Una forma simétrica Sen .7Z es acotada inferiormente si el rango numérico W (S)
es acotado inferiormente, esto es si W(S) es un intervalo finito o semi-infinito del eje real que es
acotado ala izquierda.

Equivalentemente: para algin y € R,

Vued () S(w =y

En este caso escribiremos § = y . El mayor ntimero y con esta propiedad es llamado cota inferior
de S, y se puede escribir ys. Obviamente también podemos definir forma acotada superiormente y
cota superior. Las nociones de acotado y semiacotado estdn relacionados de la siguiente manera.

Proposiciéon 2.2.3. Una forma simétrica S es acotada si y solo si es acotada inferiormente y
superiormente

Demostracién. =] Consideremos el rango numérico de S, W(S) = {S(u) /ue® (S), |ull = 1}, ahora
por la desigualdad de la definicién 2.1.8, tenemos que para todo u € ® (S) con ||ul| =1,

IS @) < IISl
entonces W(S) < (— ISl lISIl), de este modo S es acotado inferiormente y superiomente.
<] Sea u, v € ® (S), y consideremos |S (¢, v)|. Para cada A € C con |A]| = 1, tenemos que |S (1, V)| =

|S (Au, v)|, entonces podemos asumir sin perdida de generalidad que |S (Au, v)| € R.
Como S (u) es de valor real, por la identidad de polarizacién, tenemos

S(u,v):%(S(u+ v)—-S(u-"v0))

Ahora como S es acotado inferiormente y superiormente, entonces para algin M € R se tiene que,
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IS (u)| < M ||ull?, paratodo u € D (S), tenemos

IS(u,V)|=i|S(u+ v)—S(u—v)
< IS @+l +1S@-v)
< S M+ vl + = vlP)
s%gwu+vw+nu—mﬁ
<M Gt ol + - 0l

2
= =M (lul®*+lvlI?).

N | =

usando la sustitucién

vl

| |
U=\ Tur ¥
_ [l
v Ton VY
resulta

St )1(\/; fn u)” .

Mlullllv|

Luego S es acotado con norma ||§|| < M, como queriamos.
O

Observacion2.2.4. Parauna forma simétrica S, se puede afirmar que, si |S ()| < M |ull?,Yu e D ();
entonces |S (v, V)| < M |ullllvl Yue® (S).

Ademads tenemos la generalizacion de la desigualdad de Schwartz: Sean Sy F formas simétricas,
donde ® (S) =D (F) y asumamos que Fes no negativa. Luego,

siF(u)<MSu),Yue®D(S) entonces |F(u,v)| < MvSw)S(v)Vu,vedD(S)

Es necesario mencionar algunas definiciones que estén relacionadas con el rango numérico, pero
para formas sesquilineales no simétricas.

Definicién 2.2.5. Una forma B se dice que es acotada a la izquierda si para algiin y € R, el rango
numérico W (B) es un subconjunto del semiplano de la forma Re( = v, es decir

W(B)c{{eC/Re{ =y}

Particularizando la definiciéon anterior, tenemos
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Definicién 2.2.6. Una forma sesquilineal B se dice que es sectorialmente acotada a la izquierda
(o sectorial) si W (B) esta contenido en un sector, es decir paraalginye Ry 6 € [O, %),

W(B) c{(eC/|Arg({=7)| <6}
Y es llamado un vértice de By 6 un semidngulo de B

Proposicién 2.2.7. Sea B una forma sesquilineal sectorial con vérticey y semidngulo 8, entonces
para u € ® (B), tenemos

1. ReB(u) = yllul?>=vI(u)
2. |ImB ()| < (ReB (w) -y llull*)tan® = (ReB —yI) (1) tan®

Demostracion. Se tiene que {B(u)/ue® (B),|ull=1} = {{€C/|Arg({-7)| <6}, luego se tiene
|Arg(B(w)-y)| =0 < %, Yu € D(B) con |ul =1, esto implica que Re (B (u)-7) = 0, es decir
Re (B (1)) =y y también Re (B (1)) = y llull? desde que ||ul =1

Ahora de la ecuacién 2.1, tenemos que ReB (1) = Re (B (1)) = y || u||? por lo tanto ReB (1) = v || ull? =
vI(u)

De la ecuaci6n 2.2, y teniendo en cuenta que y € R, tenemos que ImB(u) = Im(B(v)) =
Im (B (1) —y) entonces
IImB (u)| = [Im (B (u) - 7)|
=Re(B(u) - y)tan|Arg (B u)-7v)|
<Re(B(u)—y)tan6
:Re(B(u)—yllullz)tane
= (ReB—7yI) (u)tanb.

O

Observacion 2.2.8. como ReB —vyI = 0, y por la generalizacién de la desigualdad de Schwartz, se
tiene que para Vu,v e ® (B),

(ReB-vyI) (u,v) < \/(ReB— yI) (v) (ReB—yI) (v)

También, tenemos

ImB(u, v)| < tane\/(ReB—yl) (u) (ReB—7vI) (v)

entonces de las ecuaciones anteriores, se tiene

|(B-vI) (u,v)| < |(ReB-7I) (u,v)| + ImB(u, v)|

< (1+tan0) \/ (ReB—yI) (u) (ReB—y1) (1)

Similarmente, se tiene otro resultado importante,

(ReB—yI) (w) < |(B-yI) (w)| < secH (ReB—yI) (u)

Los siguientes ejemplos muestran un importante método para construir formas sesquilineales a
partir de operadores.
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Ejemplo4. Sea 7Z un espacio de Hilberty Te .Z (), y definamos una forma sesquilineal Ben 7
por
B(u,v)=(Tu,v)
Donde ®© (B) =9 (T). Entonces
W(B) = {B(u)/ue® (B),llull =1}

={{Tu,wy/uec® (D, llul =1}
=W(D.

Observemos que los rangos numeéricos son iguales, entonces B es simétrica si T lo es, también B
es acotado inferiormente si T lo es y B es sectorial si T lo es.

Ejemplo5. Sean J74] y %5 dos espacios de Hilbert Te £ (7#1) una forma sesquilineal; y definamos
una forma S en 4 x J# por

Su,v)=(Tu, Tv)
donde ® (T) =D (). Entonces S es simétrica y no negativa.

Demostracién. Primero probemos que S es simétrica
S, u)=(Tv, Tu)

=(Tu, Tv)
=S (u,v).

Por lo tanto S es simétrica.
También S (i, u) = (Tu, Tu) = |ul|?> = 0, es decir S es no negativa.

2.3. Formas Cerradas

La nocién de forma cerrada es importante en la teoria de formas sesquilineales. La cerradura de
una forma permite representar formas en términos de operadores. Estudiaremos la nocién de B-
convergencia.

Definicién 2.3.1. Sea . un espacio de Hilbert, B una forma sectorial sobre .7#. Una sucesién
{un},en de vectores se dice que es B-convergente a u € 77, si

1. u,€®(B) VneN
2. Up— U

3. B(u;—u,;,) — 0 cuando m, n — oo

Escribiremos u,, — W para denotar que {u,} ,cn €8 B-convergente a u.

Proposicién 2.3.2. Sea B una forma sectorial sobre 7 y {unen} una sucesion en ® (B), para todo
a € C, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. u,—u
" B

2. U, — U
B+al

3. u,—u
" ReB

Demostracién. (1< 2) Usando la definicion de B-convergencia, y como toda sucesi6n

convergente es de Cauchy, tenemos:

(un?u)é{un}neNEQ(B) Up—uyBu,—upm)—0

< {Uptpen €D (B) Up—uyBuy—up)xalu,—unl—0
< {Uuptpen €O (B) Up—uyBzxal)(uy—uy) —0

S Uy, — U
B+al

(1 © 3) Usando el argumento anterior y como (ReB—yI) () < |(B-yI) (u)|. donde y es un vértice

de B, tenemos

Por lo tanto las afirmaciones son equivalentes.

Proposicién 2.3.3. siu;, o Wy vn U, entoncesVa, B € C se tiene que
(aun+ Bvy) - (au+ Bv)

Demostracién. Por hip6tesis se tiene que
(un?u)Q{un}neNE’D(B) Up—uyBuy—u,) —0

(Un?v)c»{vn}neNEQ(B) Vp—=VyBw,—vy) —0

Probaremos que: au, + fv, — au + Bv esto es equivalente a probar

aup+Prn €D (B), aup+Pvy— au+Pv y B((aun+Pvy)—(aum+pvm))—0
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Primero: au, + fv, € ® (B)

Dado «a,8 € C y auy,, v, € D (B) entonces au, + frv, € O (B) desde que © (B) sea un espacio
vectorial.

Segundo: au, + v, — au+ pv
Como ||lu, — ull — 0y |lv, — vl — 0 entonces

[(aun + Bvn) — (au+ pv)|| = |(@u, — aw) + (Bvn - Bv)|
<lalllup—ull +|B|llv,— vl

—0

Tercero: B ((aup + fv,) — (@um + fvm)) — 0, Como tenemos B (aty, — Up) — 0

B(aup—up) ={a Uy —tm),a (U —um)) aa{(u,—un), Uy — Upm))
|a?| B(aun — um)

—0

Andlogamente como B(v,—v;) — 0, entonces B(ﬁvn—vm) — 0. Ademds se cumple que
B(u+v)<2B(u)+2B(v), luego

B((aun+ Bvn) — (@um + Pvm)) = B(a (@up — um) + (vn—vpm))
=2B(a(Qun—Um)) +2B (B (vn—Um))

— 0.

O

Proposicion 2.3.4. Sea 77 un espacio de Hilbert, B una forma acotada sobre ¢ . B es cerrada si y
s6lo si’® (B) es cerrado

Demostracion. Sea {uy} ey una sucesion en ® (B), convergente a u € ¢, ademas si B es acotado,
entonces

|B (tty,— um)| =B (Up — Um, Up — Up)|
<IBlllup—uml llup — upl

= Bl un — um?
- 0

luego u, — U

[«< Si Bes cerrada, u € ® (B), luego © (B) es cerrada

<] Si D (B) es cerrada, u € D (B). Ademds |B (uy, — u)| < |Blllluy, — > — 0 por lo tanto B es
cerrada. O
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Definici6én 2.3.5. Sea Suna forma simétrica no negativa sobre .7#. Definamos

(LIS DO xDEO —C

por
(u,v)s=(S+0Ww,v)=Sw,v)+{u,v)

(.,.>s es entonces una forma sesquilineal simétrica positiva sobre 7, ya que estéd definida como la
suma de una forma simétrica no negativa Sy una forma simétrica positiva I. También esta definida

lulls = v<u, u)s

Notemos que (u, u)s es simétrica y estrictamente positiva

lull = (u,uys = (S+1) (w) = S () + llul® = lul?

® (8S) puede ser considerado como un espacio producto interno bajo (.,.) s denotemos este espacio
por s = (D (S),{.,.)s).

Si B es una forma sectorial con vértice y y semiangulo 8, entonces esta definido:
Hp = <%ileB—yI

Proposicion 2.3.6. Sea ¢ un espacio de Hilbert, B una forma sectorial en 7€ . Una sucesion {u,} yen
en® (B) es B-convergente siy s6lo si {u,},en es de Cauchy en 7¢3.

Demostracion. =] Dada una sucesiéon de Cauchy {un},eny en © (B) B-convergente a u € JZ,
probaremos que {u,} ey €s de Cauchy en 773, es decir, [|u, — uy,llg — 0

En efecto:
Si {un}tnen €s B-convergente, entonces {uUy}peny € O (B), up — u'y B(up — upy) — 0, ademas,

tenemos (ReB) (1, — u;;) = Re (B (u, — u;,)) luego

ity = | = Nty = ey 1
= (ReB —y1) (ttn — tm) + 1t — >
= (ReB) (U — ) =¥ 1ty — il + |, — ey 112
—0.

Entonces {uy},en €s de Cauchy en 573 = (D (B), |I.115)

<] si {un} e €s de Cauchy en 73, probaremos que {u,} ,cn €S B-convergente en u € .77, es decir,
Upe® B), uy — uyB(Uuy—uy) —0

En efecto:

1. Como {uy,},en es de Cauchy en 73 entonces u €D (B)
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2. si{un}nen €s de Cauchy en 73, entonces || 1y, — U, llg — 0, luego

ln — umllg = (ReB —yI) (Up — Upm) + Ity — umll* — 0

asi tenemos

(ReB — 1) (ttn — ttm) — O ¥ lltty — tpl|* — 0

Desde que 7 es completo, existe u € 7 tal que ||u; — ull — 0

3. Ahora probaremos que B (u,, — u;,;) — 0, se tiene que

IIm (uy, — upm)| < tan6 (ReB —yI) (uy — Up) — O
Entonces

B (u, — u;) = (ReB + iImB) (U, — U;y,)
(ReB) (uy — Uy,) + i (ImB) (U, — Uy)

- 0
Por lo tantof{u,} € 77 es B-convergente.

|

Proposicion 2.3.7. Sea ¢ un espacio de Hilbert, B una forma sesquilineal sectorial con vérticey y
semiangulo 6 en ¢ . Entonces B es acotado sobre 73

Demostracién. Usando la expresion |u| < l|lullp y la siguiente desigualdad |(B—7/I)(u, 1/)| <

(1+tan6) \/(ReB —vI)(w) (ReB-vI) (v),
Se Tiene:

B (u, )| = |B (u, v) - yI(u,v) +7I(u,v)]
<|(B—vI) (w, )|+ |yI(u,v)|

<(1+tan@) \/(ReB —yI)(w) (ReB—yI)(v) +|y|I{u, v

< (1+tan0) \/(ReB —yI+1I)(u) (ReB—yI+I)()+|y|llulllv]

= (1+tan#h) \/(ReB —yI) (W) + lul? \/(ReB —yI)+ W vl®+|y|lullvl

= (1+tanb) llullgep—y1 I Vlres—y1 + |y|lul vl Hp= Hrep—y1
<(1+tanb) llullglvig+|y|lulgllvlg  Yu,ve Hp
=(1+tan6+|y|) lulglvis

Por lo tanto B es una forma sesquilineal acotada sobre 7¢3 O

Teorema 2.3.8. Sea.”Z’ un espacio de Hilbert, Buna forma sectorial sobre 7¢, con vérticey. Entonces

Bescerrado < Jpescompleto
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Demostracion. Bes cerrado siy sélo si ReB—ylIes cerrado, entonces podemos asumir sin pérdida
de generalidad que B es simétrica y no negativa.

=] Sea {uy} e Una sucesion de Cauchy en 7%, probaremos que esta sucesién converge en 773.
En efecto:

Como {un},en €s de Cauchy en 573, entonces || iy, — Uyl g — 0. pero
Nttn = tm 1 = B (= ) + Nt = 41
n mip — n m n m
Luego

BUup—tm)—0 ¥y |y —upl*—0

Asi tenemos que {u,},en €s de Cauchy en 57, y como 57 es completo, entonces Ju € 7 tal que
lu, — ul| — 0, consecuentemente u, ? u.

Como Bes cerrado, tenemos que u€® (B) = 73y B (u, — u;;) — 0, luego se tiene

2 2
lun—umllg =B Up—um) +llup—upl”—0

De esto tenemos que {1}, €S convergente en .73. Por lo tanto .73 es completo.
<] Supongamos que 73 es completo y probaremos que B es cerrado, es decir u € © (B) = 73 y
B(u,—u)—20

En efecto:

Sea {un},en UNa sucesion en 73, es B-convergente a u, | 1, — u;, | — 0, entonces se tiene :
B(up—u;,) —0 4 lup—umll — 0
como 73 es completo, existe un u’' € © (B) = /3 tal que || u,—u' ||B — 0, luego tenemos que
B(up-u)—o0 y |wn—u'|| —0
De aqui existe u = u' €®(B) y B (up—u) — 0.

Por lo tanto B es cerrado.
O

Teorema 2.3.9. Sea ¢ un espacio de Hilbert, B una forma sesquilineal sectorial en 7€ . Si {un} nen
V{Vn}nen Son sucesiones en® (B) con uy, ? uyuvy ? v, entonceslim B (uy, vy,) existe. ademds si B

es cerrado, entonces
lim B (u,,v,) = B(u,v)
n—oo

Demostracion. Lo haremos en dos partes:
i) Primero probaremos que lim B (u,,, v,,) existe, es decir que B (u,, v,) sea convergente.

En efecto:
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Se puede asumir que Btiene un vértice y = 0, y se tiene que

|B(u, v)| < (1+tanf)+/ReB (u)ReB (v)

luego:

|B (tn, Vi) — B (Um, V)| = |B (U, Vn) — B (U, Un) + B (U, Vi) — B (Um, Vi)l
=B (Up—Um, Vn) + B (Um, Uy — Vi)l
< |B(Up— Um, Vn)| +|B (U, Vi — Um)l

< (1+tan®) v/ReB (u,, — u;u) ReB (v,) + /ReB (i) ReB (v, — V)

Ahora como uy ? uyvuvy ? v, tenemos que B (u, — uy) — 0y B (v, —vy) —0

Entonces ReB (u,—u,;;) — 0y ReB(v,—v,;) — 0, ademés B (u,) es convergente, de aqui
acotado, de la misma forma para{v,}.

Luego |B (uy, V) — B (Um, vim)| — 0, es decir B (u,, v;;) es de Cauchy en C por lo tanto convergente.
ii) Probaremos que si B es cerrado, entonces r%im B (uy, vy) = B(u,v)

—00
En efecto:

Sin pérdida de generalidad asumamos que B tiene un vértice y = 0. por ser B cerrado, entonces
para u,ve® (B), se tiene que B (u, —u) — 0y B (v, —v) — 0.

De forma similar como en i) se tiene:

|B (i, vi) — B (u, v)| = |B (up, vy) — B (u, vy) + B (u, vy) — B (u, v)|
=|B(un—u,vy) +Bu,v,— )|
< |B(up—u, vyl +|B(u,v,— vl

< (1+tan®) /ReB (u,, — u)ReB (v,) + /ReB (1) ReB (v, — V)

Pero tenemos que ReB(u,—u) — 0 y ReB(u,;) — 0 es convergente de aqui acotado,
similarmente para {v,} ,en-

Por lo tanto B (u,, v,) — B (u, v) O

Ejemplo 6. Sean 77 y .76 dos espacios de Hilbert.Te .Z (4,.76) y B una forma en s x 74, tal
que

B(u,v)=(Tu, Tv)

donde © (B) =9 (T).

Entonces B es cerrado si y sélo si Tes un operador cerrado.
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Demostracion. Basta probar que u, — U sea equivalente u, - Wy B(up—u) — 0 sea

equivalente a Tu,, — Ty,

un?uéun—»u Yy Bup—um) —0

csu,—u y lTup—Tuyll—0

S uU,— U
T

2.4. Teorema de la representacion de Riesz

Antes de probar el teorema principal de esta seccion, el teorema de la representacion de Riesz para
formas sesquilineales acotadas, estd dado, otro resultado similar, debido a Riesz - Frechet, que se
encuentra en este capitulo.

Lema 2.4.1. sea f: 5# — C un funcional lineal acotado. Entonces existe un tinico z € ¢ tal que
cumple:

fx)=(x2
donde|zll = || f|

Teorema 2.4.2. Sea B: ¢ x 7 — C una forma sesquilineal acotada. Entonces existe un tinico
operador lineal acotado T: 7 — ¢, tal que cumple :

B(u,v)=(Tu,v)

con||T|l =Bl

Demostracion. Para cada u € 7, definamos un funcional lineal, f;, : 7 — C tal que:

fu(v)=B(u,v)

Como B es acotado, se deduce que el funcional f;, es acotado. luego por el teorema de Riesz-
Frechet, existe un tinico z, € 77 tal que:

fu)={(v,z,) =B (u,v)

es decir:

B(u,v) =(zy,u)

Sea T: ¢ — ¢ definido por:

Tu=z,
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Sean uy, up, ve Ly ai,a; € C, tenemos que

(T (aruy +azup), vy =B(aju; +azuz, V)
=a1B(u,v) +axB (uz,v)
=a1{Tuy, v)+az{Tuy,v)

= (a1 Tltl + a2 TLtz, l/> .
Por consiguiente: T (a;u; + a2 up) = ay Tuy + a2 Tuy. Por lo tanto Tes lineal.

Si T=0, entonces Tu = z, =0, se sigue que B (1, v) = {0, v) = 0 luego B=0, de este modo Ty Bson
acotados y se cumple que:

IBll=0=|T]|
Si T #0, se tiene
|B (1, v)|
Bl = —_—
wverr—op lulllivl
_ P KTu, v)|
uven—or lulllvll
[{Tu, Tu)l
2 -
u,ve—{0} 2l || Teell
_ | Tuell
u,ve—{0} el
=TI

Asipues Tes acotado y se cumple la siguiente desigualdad || B|| = || T1|

Por otro lado por la desigualdad de Schwartz, tenemos

{(Tu, v)l
uven—or lul vl
| Tull v
B u, Ve —{0} el vl
=TI

1Bl =

Asipues ||Bll < || T|| de esto se deduce que || Bl = || T1.
Supongamos que existe otro operador lineal L: .77 — 7, tal que para todo u, v € 7, tenemos:

B(u,v)={Tu,v)={(Lu,v)

De esta manera Tu = Lu, es decir L= T, luego T es tinico.

Por lo tanto, se tiene que, existe un tinico operador lineal acotado T tal que B (u,v) = (Tu,v) y
I Bl =T U
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CAPITULO 3

TEOREMA DEL LEVANTAMIENTO DEL CONMUTANTE

En este capitulo estudiaremos uno de los resultados mds importantes en el andlisis matematico,
como lo es la demostracién del Teorema del Levantamiento del Conmutante por medio de formas
sesquilineales asociadas a espacios de Hilbert, pero antes necesitaremos algunas definiciones
relevantes para realizar dicha demostracion.

3.1. Algunas definiciones importantes

Definicién 3.1.1. Sean .7 un espacio de Hilbert, Wun subespacio cerrado de 57y Te .Z (W).
Si RanTc DomT, entonces se dice que Wes T-invariante. El cual se nota como T(W)c W.

Definicién 3.1.2. Sean . un espacio de Hilbert, T un operador unitario en 77, W) y W,
subespacios cerrados de 7, la cuarteta [, W), W5; T], recibe el nombre de sistema algebraico
de dispersion, si T(W;)c W,y T 1 (W) c Wh.

Definici6n 3.1.3. sean 7] y %% espacios de Hilbert, T, € Z(74) y Ty € £ (), una forma

sesquilineal B: 4 x ¢ — C se dice que Bes Toeplitz si se cumple que:

B(T1hy, Tohy) = B (hy, hy); Y (hy, hy) € 7 x 75

Definicién 3.1.4. sean 74 y .7 espacios de Hilbert, T € .Z(J4) y T2 € £ (74) unitarios, una
forma sesquilineal B: 54 x 7% — C se dice que B es Hankel si se cumple que:

B(T1hi,hp) =B(h, Ty 'hy); Y (M, ho) € J4 x 5

3.2. Teorema de Levantamiento de formas de Hankel

Teorema 3.2.1. Sean [74, 76, Wi, Wa; T, T»] un sistema algebraico de dispersion.

B, : A x4 — Cy By : 5 x 9 — C dos formas Ty -Toeplitz y T,-Toeplitz respectivamente,
By : Wy x Wa — C una forma Hankel tal que By < (By, B;) en Wy x W, . Entonces existe una forma de
Toeplitz B: 74 x 73 — C que extiende a By y tal que B< (By, By) en 5 x 7¢3.

47
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Demostracién. Supongamos que B; y B, son estrictamente positivas; la demostracién en el caso
general sdlo requerird pequefias modificaciones obvias, al identificar con cero a los f tales que

Bi(f,f) = | fllg, =0 6 Bo(f, ) = | f| 5, = 0 - Es decir supondremos que Bi (f,g) = (f,8)p, v
B>(f,8) = (f &), es un producto escalar que convierte a 1 y /% en un espacio pre-Hilbert, y
podemos suponer que .y . son de Hilbert de modo que la hipétesis B (T3 f, T2g) = B1(f, 8)
y B2 (T1f, T»g) = B2(f, g) implica que Tyy T> pueden suponerse un operadores unitarios en 4 y
6 respectivamente.

Andlogamente se puede suponer que W, y W, son subespacios cerrados, de modo W, es invariate-
T, invariante-T,'. Poniendo Ny =W, e TiW;, N, =W, e (T,'W,) tendremos que

+ +
H=® TINie AL o X0, =8 T,"N,o e A

—0o0 —0o0
donde todos los sumandos son subespacios mutuamente ortogonales, y
TP =40 Ty =7, T = A T 5! = A5

Sea . el espacio de Hilbert cuyos elementos son los pares (fi, f2) € 74 x 3 con la métrica

((fi, f2),(81,82)) =B1(f1,81) + Bo (f1,82) + Bo(g1,82) + B2 (g2, &)

que para (fi, f2) = (g1, 82) se reduce alasuma ¥ Bjj (f;, ;) que es no negativa, lo anterior define un
producto escalar en 7.

W, puede identificarse con el subespacio de # formado por los elementos {(fi,0): fi € Wi}
y W, con {(O,fg): ngWg}. Como T2"1W2 c W,, podemos definir en 7, el operador
U(f, T, ) = (Tifi,f2), con dominio © = {(fi, T, f2):(fi, ) e Wi x W} y rango R =
{Tfi, ) (fi, fo) € Wi x Wa}

U es isométrico: para verlo basta observar que la norma en .5 se puede escribir en la forma

1
(XB;i(fi, £;))? vy que Bui (T1fi, T1 fi) = Bu (fi, f), B2 (Tz_le) Tz_lfz) =By (fof2) vBi2(TWfi, fo) =
B2 (fi, Ty 1 £,) luego existe un espacio > H y un operador unitario U € L (j?) tal que U= Uen

Dy U'=U'len R, Hagamos corresponder a:

Todo elemento fi de 74 f; =Y 2 Tflh;q +h{+h} el elemento fA=YrR0" (h},0)+(hY,0) +
(h},0) en #

Para todo elemento f, de 94  fo = YIX T, "h, + hd+ hi de 7% el elemento  f, =
YrRU(0,hy) +(0,h) +(0,h) en 2

Definimos entonces la forma B: J#] x 7% — C mediante

B(fi,f2) =(fi. fo)

Usando la definicién del producto escalar en .77, la definicién de U yelhechodeque U= U en
©y U'=U"'en R.
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B tiene las siguientes propiedades:

DB(Tifi,f2) =Bi(fi, T, 1 f2) V(fi. fo) € A x 5

2) |B(f1»f2)|:”fl||3;,q ”;72 Y (fi, f2) € 74 x 3

3)B(fi,f2)=Bo(fi, o) V(A ) EWixW,

lo que prueba la tesis. O

3.3. Teorema de Levantamiento del Conmutante

Teorema 3.3.1. sean J#, %”2 dos espacios de Hilbert, Wy c 74 y W, c 545 subespacios cerrados de
J y H; respectivamente, P, M es proyector ortogonal de .7 sobre W; yP W2 es proyector ortogonal
de 74 sobreW, y Ty € £ (%”1), T, € £ (7%3) operadores unitarios tales

HA=WeW] oW, Ty(WHcw], T7'(W;)cw,
H=WooW, o W,, To(W,)cW,, T;'(Wy)cw,
si By: W) x W, — C es una forma sesquilineal tal que para (fl,fz) EWL x W, es

Bo(PYTifi, fo) = Bo(fi, PYTS o) o IBoll <1

entonces existe una forma sesquilineal B: 76 x 7 — C tal que:

i) BesToeplitz:B(T\ f1,T>f2) =B(fi, f2)V(fi, f2) € 74 x 7
i) IBl<1
iii) Bextiende a By

iv) Bw,wy+w;)=0

Demostracion. sean W) e W, = Wl/ y WaoW, = WZ’ y sea Bé) definida

!

By W, xW,— C
(wz* wz) — By(hi+h" L+ f;)=Bo(fi.f2)
paratodo fie Wy, fi" e W, LeWoy f, e W, .
Sea u/1 € Wl/.
Si w; € Wy, entonces <T1 w/l,wl_> = <w’1,T1* W1_> = <w/1,T1_1w1_> = <w’1,if)1_> = 0 por lo tanto
7i (W) L Wy Entonces 71 (W) < (Wy )" = Wi e Wi = .
Sea u/2 € WZ/.
Si w; € W,', entonces <T2_1w’2, wf> = <w’2, (Tz_l)* w;> = <w/2, Tgw;> = <w/2, LT);> =0 por lo tanto

_1 / _1 ! J_ _ - _ !
7,1 (W) LW Entonces 71 (W, ) < (W) = wo e Wy = W,

. ’ . . / —1 .
De lo anterior se compruebaque W, es Ti-invariante y W, es T, L_invariante.
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i) Ahora probaremos que BE) es Toeplitz,
By(Ti(A+ /) o+ fy) =By(Thi+Tiff fa+ fy)
=Bo(T1f1, f2)
= Bo(PY Tifu, i)

o

(

(P
dfm%ﬂfm

(

(

(

=B

=By (fi, T, f)

=By A+ T e+ T )
=By (fi+ £t I (o + 1))

Asi, para (w;, w/z) € er X WZ’
B(’) (T1 w/l, T w’Z) = Bé) (w/l, TZ_1 (Tg w/z)) = B(’) (w/l, Iw’Z) = B(’) (w;, w/z) por lo tanto B(’) es Toeplitz.
ii) Ahora probaremos que ”B(’)” <1

Puesto que por la desigualdad de Cauchy - Schwarz |B0 (f1, f2)| < || fi ||,?ﬂ1 || f ||,?02, entonces
|B,0 (A+ 5 fe +f2_)' <A+ 2+ £5 || - Astque

By (Fi+ £ o+ 1)
IA+ £ ”/?” | fo+ f5 ”/?”2

es decir, ”B’O“ <1.

De lo anterior y de que T; y T» son unitarios, sigue que Bj(fi,81) = (fl,g1>%,)1 y Ba(f2,82) =

(forg2). > entonces el sistema [/, /3, W1, Wz, Ty, T»] y las formas Bé), By y B, verifican la hipétesis
del teorema precedente. O
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