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INTRODUCCION

En 1962 Yu. P Ginzburg e Iokvidov publicaron, en forma conjunta, el primer tratado sobre
geometria de espacios con métrica indefinida. Este trabajo contenia resultados cldsicos y en parte,
algunos de los resultados obtenidos a comienzos de los afios '60.

En esta década se realizaron grandes avances para la teoria, descubriéndose nuevas aplicaciones,
por ejemplo, a sistemas de ecuaciones diferenciales parabdlicos e hiperbdlicos disipativos
(Philips), a oscilaciones de amplitud restringida en sistemas eldsticos de dimensién infinita (Krein,
Langer), a sistemas canénicos de ecuaciones diferenciales (Krein, Yakubovich, Derguzov), a la
teoria de representacion de grupos (Naymark), etc.

Para el final de este periodo, J. Bognar [1] publicé el primer libro enteramente dedicado a espacios
con métrica indefinida. En los tiltimos afios esta teoria ha sido redescubierta, provocando un nuevo
y creciente interés en el desarrollo de estos temas.

Los espacios con W-métrica 6 métrica indefinida son verdaderamente interesantes, ya que sus
elementos poseen algunas caracteristicas muy importantes con respecto al producto interno, las
cuales permiten construir algunos conjuntos especiales, clasificados como conjuntos degenerados
6 no degenerados, permitiendo analizar lo que se conoce como descomposicién fundamental
a través de unos operadores llamados proyectores ortogonales, sirviendo como generadores de
espacios de Hilbert, con esto se consigue generalizar algunos resultados de espacios de Hilbert a
espacios con W-métrica .
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OBJETIVOS

Objetivo General

» Exponer los fundamentos histéricos y tedricos sobre los cuales se desarrolla la teoria
geométrica de los espacios con métrica indefinida.

Objetivos Especificos

= Presentar una breve resefia histérica del desarrollo de la teoria de espacios con métrica
indefinida.

= Enunciar y estudiar definiciones y resultados bdsicos de la teoria de operadores en espacio
con métrica indefinida.

= Realizar un estudio cualitativo de la geometria de espacios con métrica indefinida.

= Mostrar algunas utilidades de los espacios con métrica indefinida.

11
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JUSTIFICACION

Los espacios producto interno permitian estudiar en espacios de Hilbert algunos problemas, en
estos solamente se podia analizar la positividad del producto interno, pero no se permitia analizar
el producto interno para valores no positivos, siendo esta la motivacién por la cual se desea hacer
un estudio cualitativo a un espacio més general, espacios producto interno con W-métrica 6
métrica indefinida donde la no negatividad del producto interno no se tiene, es decir la funcién
producto interno puede tomar valores negativos para algunos elementos.

Para los espacios de W-métrica, sus elementos poseen algunas caracteristicas con respecto al
producto interno, la contruccién de algunos conjuntos se clasificardn en conjuntos degenerados 6
no degenerados, se analizard lo que se conoce como descomposicién fundamental a través de unos
operadores muy importantes llamados proyectores ortogonales, los cuales servirdn para generar
espacios de Hilbert a través de los espacios de W-métrica.

Durante los tltimos afios la teoria de los espacios producto interno con métrica indefinida se

ha desarrollado rdpidamente debido a sus nuevas aplicaciones en la mecdnica cudntica y en la
solucién de algunos modelos matemadticos en ecuaciones diferenciales parciales.

13
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cAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Espacio métrico

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio, d : X x X — R una aplicacién, se dice una métrica (o
una distancia) si para todo x, y, z € X satisface:

dy) dx,y)=0 & x=y
dy) d(x,y)=d(y,x); Vx,ye X (Simetria)
ds) dx,z)<d(x,y)+d(y,2); Vx,y,z€ X (Desigualdad Triangular)

Al par (X, d) se le llama espacio métrico.
La métrica d representa la distancia entre los puntos x y y.

Definicién 1.1.2. Sea (E,d) un espacio métrico, una bola con centroen a € E yradior >0 , es el
conjunto,
Be(a,r):={x€E: d(a,x)<r}

Definicién 1.1.3. Sea (E,d) un espacio métrico,ac E y V c E . Sedice queV es una vecindad de
a si exister >0 tal que
Bg(a;r)cV

Definicién 1.1.4. Sea (E,d) un espacio métricoySc E , a€ S, a es llamado un punto interior de S
en(E,d), si
3r>0) (Bgla,r)cs)

Definicién 1.1.5. Si(E,d) es un espacio métrico y S c E, sedefine el interior de S , como el conjunto
{a€ S: aes punto interior de S},

Este conjunto se denota por int(S) .

Notese queint(S)c S

15
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1.1. ESPACIO METRICO

Definicién 1.1.6. Si (E, d) es un espacio métricoy S c E, se dice que S es abierto en E , si todos sus
puntos son interiores, esto es Si

(Vse8) (seint(S))

De la definicion es claro que para (E, d) espacio métrico, SC E .
S es abiertoen E —— S = int(S)

Definicién 1.1.7. Dado un espacio métrico (E,d) y Sc E, sedice que S es cerrado en (E,d) siE\ S
(el complemento de S con respecto a E ) es abiertoen (E, d).

Teorema 1.1.8. Sea (E,d) un espacio métrico

1) @ esabiertoen (E,d).

2) E esabiertoen (E,d).

3) La interseccién de un numero finito de conjuntos abiertos en (E, d), es un conjunto abierto en

(E,d).
4) La unién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos en (E,d), es un conjunto abierto en
(E,d).
Demostracién:
1) Si xe€ @ entonces (Ar > 0) / (Bg(x,r) < @), lo cual implica que x € int(®), luego

2)

3)

@ c int(@), porlo tanto @ es abierto en (E,d).

Six € E,tomemos r = 1> 0, tal que Bg(x,1) c E, entonces x € int(E), luego E c int(E),
por lo tanto se concluye que E es abierto en (E,d).

Sean {G,Go,...,Gy} una coleccion finita de abiertos en (E, d) y sea
G=G1NGyN...nGy=[)Gi.
Demostraremos que G es abierto en (E, d).

Sea xp € G, entonces (Vi€ I) xo € G;, asi xp€ int(G;)(i=1,...,n), pues G; es abierto, como
G; es abierto dr; > 0 tal que Bg(xy,7;) < G; , (i =1,...,n), notaremos en lo que sigue a
Bg(xg,r) como B(xg,r).

Sea r = min{ry,...r,} >0, (pues todo subconjunto no vacio de ntimeros reales tiene un
elemento minimo y un elmento méximo), entonces

(Viel,i=1,...,n) B(x 1)< B(xg,1;) <G,

esto es B(xy, r) estd contenida en cada G;, luego

n
B(xo,1)<[Gi=G
i=1

Se concluye entonces que G es abierto.
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4) Sean (Gj)ier una familia arbitraria de conjuntos abiertos en (E,d) y

G=JG;

iel
Demostraremos que G es abierto en (E, d).
Seax € G, entonces di € I/x € G;, luego Ir > Otalque B(x,r) < G; < Ui Gi, asi

x es un punto interior de G, por consiguiente x € int(G), porlo tanto G c int(G), se
concluye entonces que G es abierto en (E, d).

Teorema 1.1.9. Sea (E,d) un espacio métrico.

1) ElsubconjuntoE es cerrado en (E, d).

2) Elsubconjunto vacio @ es cerrado en (E,d) .

3) La interseccion de cualquier coleccion de subconjuntos cerrados de (E, d) es cerrada en (E, d) .
4) La union de un niimero finito de subconjuntos cerrados de (E, d) es cerrada en (E,d) .

Demostracion:

1) (E\E) =@, el cual es abierto en (E,d) , luego E es cerrado en (E,d) .
2) (E\@)=Eesabiertoen (E,d),luego ¢ es cerrado en (E, d) .

3) Sea (Fj)jer una familia cualquiera de subconjuntos cerrados de (E, d) y sea

F=(F,

iel

=UJE\F)

iel

E\F:E\U]F

iel

como cada (E\ F;) es abierto en (E,d), entonces E\ F = E\ (N;e; F;) = Ujer(E\ F;) es abierto
en (E,d), por lo tanto (E \ F) es abierto en (E, d), esto es F es cerrado en (E, d) .

4) Sea {Fj,..., F,} una coleccion finita de subconjuntos cerrados de (E, d) y sea

n
F=JF.
—

1

n
E\F=E\ =((E\E)

i=1

n
UFi
i=1

que es abierto por ser interseccién de un nimero finito de conjuntos abiertos , luego F es
cerrado en (E,d) . |
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Definicién 1.1.10. Sea X cR y aeR. Entonces a es un punto adherente de X siy solo si, existe
una sucesion {x,}nen en X tal que lim x,, = a
n—oo

Definici6n 1.1.11. Sea X c R. La clausura de X (X), se define como

X :={a€R/ aes punto adherente de X}

Definicién 1.1.12. Sea (X, d ) un espacio métrico, Ac X sellama densoen X, si A= X.

Definicién 1.1.13. Un conjunto C se llamard numerable si y sélo si es equipotente con el conjunto
de los ntimeros naturalesN, es decir, cuando existe una biyeccionde N a C.

Definicién 1.1.14. En un espacio métrico (X, d) , un conjunto es separable, si existe D c X , densoy
numerable.

1.2. Espacios Normados.
BPrefinicion 1.2.1. Sea X un espacio vectorial sobrelK (R 6 C), una funcién | - || : X — R se dice que
es unanormaen X, sisatisface:
N) lx]=0; Vxe X
No) [x]=0<< x=0;VxeX
Ns) lax|=lallxl; ackK, VxeX
Ny lx+yll=lxll +llyl;vxyeX
Al par (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Proposicion 1.2.2. En todo espacio normado X , se puede introducir una métricad : X x X — R
dada por:

dx,y)=lx-yl

La cual es llamada métrica inducida por la norma.
Demostracion:
dy)
dx,y)=lx-yl=0 (PorNp)

do)

dx,y)=0 «— [ x-yl=0
— x-y=0 (PorN)

«— x:y.
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d3)

dy)

dx,y) =

dix,y) = lx=yl

lTx=yl
I=Dy-2l

|1 y—xI (PorNs)

ly—xIl
da(y, x)

= llx-y+z—-2z|

= [[x=-2)+E&-I

< lx-zl+lz=yl (PorNy)

< dx,2)+d(z,y). B

1.3. Espacio con Producto Interno.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio vectorial sobre K, una funcién

se dice que es un producto internoen X , si Vx,y,z€ X y Va € K satisface :

(i) (x+y,2)=(x,2)+(y,2) (Linealidad con respecto a la primera componente)

(ii) (ax,y)=alx,y) (Conjugado lineal con respecto a la primera componente)

(,): XxX—K

(iii) {(x,y) =(y,x) (Simetria Hermitiana).

(iv) (x,x)=0 ; (x,x)=0ox=0 (No negatividad)

Al par (X, (-,-)) se le llama espacio producto interno.

Las tres primeras condiciones son conocidas como sesquilinealidad, y la cuarta es llamada

positiva. De este modo, un producto interno es una forma sesquilineal positiva.

De (i) y (ii) se tiene,

Observacion 1.3.2.

1) Linealidad con respecto al segundo factor.

(X, y+2)

(y+2z,x)
(y, %) +{z,x)

(3, x) +{z,x)
(X, ) +({x,2)
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2) Conjugado lineal con respecto al segundo factor.

(ay, x)
= a{y,x)
= alyx)

= a{x,y

(x,ay)

Definicién 1.3.3. Sea (X, [-,-]) un espacio producto interno, la pareja (X,| - ||) recibe el nombre de
espacio pre-hilbert, donde || - | estd asociada al producto interno {-,-).

Proposicion 1.3.4. En un espacio producto interno (X, -,+)) se puede inducir una norma

-1l : X — R dada por
lxll = v/ <(x, x)

La cual es llamada la norma inducida por un producto interno.

En efecto
Np)
| xl=+v{(x,x)=0 (Por(iv)).
N7)
[x=0 «— [xl=v{x,x)=0
— (x,x)=0
— x=0. (Por(iv)).
N3)

Viax,ax)
Valx,ax)
Vaaix,x)
lalv/(x, x)

lal | x|

| ax |

Para demostrar Ny) se debe tener en cuenta el siguiente lema y la siguiente notacion.

Lema 1.3.5. [Desigualdad de Cauchy Schwarz] Sean H un espacio pre-Hilberty x,y € H,
entonces se tiene

e p<llxllyl

Demostracién:
Si y =0, entonces se tiene {(x,0) = 0.
Sea y # 0, para cada escalar « se tiene

(x—ay,x—ay)
(X, x—ay)—(ay,x—ay)
(x,x) —(x,ay) —{ay,x) +{ay,ay)

osllx-ay|?
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= (x,x) —alx,y)—aly,x) +aaly,y)
= (x,x)-axy)—a[(yx)—aly,y]
Si se toma @ = 9,27 , la expresion [(y, x) —a(y, )] = 0.
/%,
Luego el resto de la desigualdad es
(3, %) [(x, 2
O = y - . y » -
<= (xx) ( ’y><x ) ={x,x) )
2
0 = (ox)— Kx, )
»w
2
[{x, )1 < (ox)
/2%,
P = (X )
Kol < llxllyl
|

Notacién 1.3.6. Sean H un espacio pre-Hilbert x,y € H, se tiene que
Re(x,y) = Kx,»l

Vedse Kreyszig[pag.138]

Ny)

Ix+yl* = (x+px+y)
= (X, x+py+{yx+y)
= (x+yx)+{x+y,»
= (X)), + X+
= (XX + ()X + X+ Y
= (XX + (X)) )+ (DY)
= [l xI®+2Re¢x, )+ | y I?
= N xl®+2Kx, I+ 1 y I* (PorL38
< lxlP+20xlyl+1yl* (PorL33)
= (xl+lyh?

Asique, | x+yl<lxl+1yl

NOTA: Por lo tanto se puede inducir una métrica dada por

dx,)=lx=yl=v{&x-y,x-»
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1.4. Sucesiones convergentesy sucesiones de Cauchy

Definicién 1.4.1. Sea (X,d) un espacio métrico, la sucesion {x,}nen de puntos de X, se dice
convergente a x Si
Ve>0,dKeN/sin=K—d(x,,x)<e&

Definicién 1.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico, una sucesion {x,}nen es de Cauchy, si

Ve>0,dKeN/ mn=K—d(x,,x,) <€

1.5. Espacios de Hilbert

Definicién 1.5.1. Un espacio métrico (X,d) se dice completo si toda sucesién de Cauchy en X
converge a un elemento de X.

Definicién 1.5.2. Un espacio pre-Hilbert (H,{,)), se dice que es un espacio de Hilbert si es un
espacio producto interno completo con respecto a la métrica inducida por el producto interno.

De ahora en adelante .7# representard un espacio de Hilbert.

1.6. Teoria de operadores lineales

Definicién 1.6.1. Dados X,Y espacios vectoriales definidos sobre un campo K , un operador
T:DcX—Y,sedicelineal si:

(i) El dominio D es un espacio vectorial y el rango R(T) cae sobre un espacio vectorial sobre el
mismo campo de X .

(i) Tx+y) =Tx)+T(y) Vx,yeD
T(ax) = aT(x) Vxe X, Vaek

Indicaremos como £ (X,Y) al conjunto de todos los operadores lineales de X en Y. Si X = Y
escribiremos simplemente £ (X).

Definicién 1.6.2. Sea T € £ (%) se reconoceran los siguientes subespacios asociados a T
* N(T)={{e : TE =0}, es el espacio nulo 6 niicleode T.
* R(T)=A{T¢ : & € 7}, esel rango 6 imagen de T
Definicién 1.6.3. Sea T € £ (J¢), sediceque T esinyectivosiT(v1) = T(v2) — v1=vy; VU1, 0, €V
Definicién 1.6.4. Sea T € £ (), si R(T) = 7 entonces T es sobreyectivo.
Definicién 1.6.5. Sea T € £ () sedice que T es invertible si,
i) T esinyectivoy

ii) T es sobreyectivo
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En tal caso, se tiene que 3w | Tw = wT = id s, dicho operador es tinico y lo notaremos T~

Definicién 1.6.6. Dado V un espacio vectorial sobre el campolK , f:V — K, se dice funcional
lineal si.

(i) fx+y) = fO+fy) Vx,yeV

(ii) flax) = af(x) VxeV,Vaek

Definicién 1.6.7. Sean (X, |- 1), (Y, - ) espacios normadosy T : X — Y un operador lineal , si
AcR*/ T ly <clxlx,Vxe X.SedicequeT es un operador acotado.

Con £ (X, Y) indicaremos al conjunto de los operadores lineales acotados de X en Y .
En caso de que X = Y, entonces Z(X).

Definiciéon 1.6.8. Sea T € #(X,Y) entonces existe c € R* , talque.

| 7@ lly _

T Ily sclxlx— <sc con x#0
Il x Il x

Por lo tanto el subconjunto de R

w= {1100 ol e
11

es distinto de vacio y acotado superiormente por ¢, entonces existe el sup(W) , el cual se notard || T |
y recibe el nombre de norma del operador T. Esto es

I T lly
I 1l x

||T||=sup{ , x;éo}

Teorema 1.6.9 (Teorema de representacién de Riesz). Sean J# y %5 espacios de Hilbert y
h: 4 x5 — K
una forma sesquilineal acotada. Entonces h tiene un representacién

h(x,y) =(Sx,y (1.1)

donde S : 74 — 5% es un operador lineal acotado. S estd determinada tinicamente por h y tiene
norma
ISl=lrl. (1.2)

Demostracion. Se considera h(x, y), lineal en y.
Entonces el teorema da una representacion, en el que y es variable y x es fija, de lo cual se tiene,

h(x,y)=(y,2)

Por lo tanto
h(x,y)=(z,y) (1.3)
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donde z € %3 es tnico, pero depende de x € 77 que es fijo. Ahora se deduce (1.3) con x variando
que se define por un operador

S: 94 — 5 dadopor z=Sx

Sustituyendo z = Sx en (1.3), se obtiene (1.1).

S es lineal, su dominio es el espacio vectorial .77 , de (1.1) y la sesquilinealidad se obtiene

(S(ax; + Px2), y) h(ax, + Bxz,y)
= ah(xy,y)+Ph(xz,y)
= a(Sxy, )+ PB(Sx2, )

= (aSx1+PSx2, )
paratodoy en .74 . También se tiene
S(ax; + ,sz) =aSx; +,BSX2

S es acotado . En efecto se deja a un lado el caso trivial S =0, de la definicién de operador acotado
ylaigualdad (1.1) se tiene
Sx, 1 KSx,Sx)| I Sxll

| hi= = =
x#0,,#0 I x Il 4 I x#0,5x7£0 Il Sx |l x#0 x|l

IS

Esto demuestra la acotacion. Por otra parte, || 2 |=| S|.

Se obtiene (1.2) , escribiendo que || & [|<]|| S || y aplicando la desigualdad de Cauchy Schwarz :

Sx, S
hi= sup SSOPL_ ISelliyl

< =S|
x#0,20 [ XMy I xz0 Il p 1l

S es tnico. En efecto, se asume que hay un operador lineal T : 74 — %3 tal que para todo x € J4
y Y€ setiene

hix,y) =(Sx,y) =(Tx,y),

es claro que Sx = Tx para todo x € 74 . Entonces S=T. |

Definicién 1.6.10. Sea T € £ (5¢). Existe un tinico operador lineal Ty, € £ (3¢) tal que (Tx,y) =
(x,T1y) para todo x, y en 7. Dicho operador se le llama el adjunto de T y se nota como T*. Por lo
tanto (Tx,y) =(x, T*y).

Definicién 1.6.11. T € Z(J7), es llamado autoadjunto (o hermitico) si coincide con su adjunto.
T* =T

Definicién 1.6.12. Sean X y Y espacios producto interno sobre el mismo cuerpoK y T € Z(X,Y) .
Sedice que T es unaisometria si (Tx, Ty) = (x,y) para todo x,y de X.

Definicién 1.6.13. Sea 77 un espacio de Hilbert, T € £ (F¢) se dice simétrico si su dominio D(T)
es denso en 7 y para todo par x,y en D(T) se tiene

(Tx,y)=<x,Ty)
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Definicién 1.6.14. Sean ¢ un espacio de Hilberty U € £ () , se dice que U es unitario si :
(i) (Ux,Uy)={(x,y); Vx,ye€ F€. (U es una isométria) .
(ii) R(U) =5¢; (U es sobreyectivo ).

Definicién 1.6.15. Sean (S, [-,']) un espacio con producto interno indefinido y T, y T» operadores
lineales en S con Dom(Ty) = Dom(T») = S, se dice que T\ y T, conmutan cuando

Tl T2 = Tng.

Definicién 1.6.16. Sea X un espacio producto interno de dimension finitay T € £ () . Se dice que
T esnormal si conmuta con su adjunto; es decir,

TT =T"T
Definicién 1.6.17. Un operador T € £ () se dice positivo si (T x, x) = 0 para todo x € 7 .

Denotaremos en estecaso T = 0.

Observacion:
Si T, T, e L) sontales que (T — T»)x,x) =0 Vxe X, entonces diremos que T} = T>.
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CAPITULO 2

ESPACIOS CON METRICA INDEFINIDA

2.1. Producto Interno Indefinido

Definicién 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Una forma sesquilineal en V es una funcion
[,]:VxV—C
tal que para cualquier x,y, weV y a €C setiene que
D [x+w,yl=I[x,y]+[wY]
2) lax,y]=alx,y]
3) [x,yl =1y, xl]
Proposicion 2.1.2. Sean (S, [-,-]) un espacio producto interno, Vx € S, entonces [x, x] € R

Demostracion:

SixeS — [x,x]=[x,x] (Por ZI1I))
— [x,x]€eR

Por lo tanto se tienen las siguientes posibilidades:
1) [x,x]>0 (sedice que x es positivo)
2) [x,x] <0 (sedice que x es negativo)
3) [x,x] =0 (sedice que x es neutro)

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el espacio vectorial R?, con la suma usual +.
Sea [-,-] : R? x R> — C dado por

[(x1, 01), (X2, y2) | = X132 = 172

Se demostrara que (R?, [+,-]) es un espacio con producto interno indefinido.

27
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Demostracion:
Sean u=(x1,y1), v=_(x2,y2) yw=(x3,y3) €ER, aunescalar.

(u+ v, w] = [(x1,y1) + (x2, ¥2), (%3, ¥3) |
= [(x1 + X2, y1 + ¥2), (x3, ¥3) ]
= (X1 +x2)x3—(y1+)2) )3
= X1X3+ X2X3— YV1Y3-)2)3
= (X1x3 — y1¥3) + (X2 X3-2)3)
= [(x1, 1), (23, ¥3) | + [(x2, ¥2), (33, ¥3) |
=[u, w]+[v, w].

[au, v] = [a(x1, y1), (x2, ¥2) ]
= [(ax1, ay), (x2, y2)]
=ax1xX2 —ayi1y2
=a(x1x2— y1)2)
=alu, v

(w, v] = [(x1, y1), (x2, ¥2) ]
=X1X2—Y1)Y2 = X2X1 — Y2 1

=X2X1 = )2)1

= [(x2, y2); (xl’ yl)]

= [v, u]

pues (x2x1 — y2y1) €R.
Por lo tanto (R?,[-,-]) es un espacio con producto interno. |

Proposicion 2.1.4. De las relaciones anteriores se tiene que

[y,a1x +azz] = aily, x] + a2y, z]

Demostracion:

[V,a1x+az2z] = [a1x+azz, )]

= alx,yl+axizyl
= alx,yl+azlzyl

= aplxyl+azlz,yl=a1ly x]1+azly, 2l

El ntimero [x, y] se denomina producto internodex , y .
Definicién 2.1.5. Sean V un espacio vectorial y
[,1:VxV—C

una forma sesquilineal, tal que para cualquier w € V, si se cumple adicional las siguientes
condiciones,



2.1. PRODUCTO INTERNO INDEFINIDO 29

1) [w,w]=0.
2) [w,w]=0 — w=0
entonces se dice que (V, [-,-]) es un espacio con producto interno.

Definicién 2.1.6. Si (S,[-,:]) un espacio con producto interno indefinido entonces se cumple la
propiedad de polarizacion, es decir para todo x,y € S, se tiene

1 1 i i
[x,y]= Z[x+y,x+y]—z[x—y,x—y]+Z[x+iy,x+iy]—Z[x—iy,x—iy] 2.1

Sea (S, [+,-]) un espacio con producto interno indefinido, entonces se pueden definir los siguientes
conjuntos

BT ={xeS:[x,x]=0} BT ={xeS:[x,x]>0 0o x=0
B~ ={xeS:[x,x] <0} B ={xeS:[x,x]<0 o x=0}
N ={x€S:[x,x] =0} B ={xeS:[x,x]=0 , x#0}

Observacion 2.1.7. Notese que B* es distinto a B**, teniendo en cuenta el ejemplo 2.1.3]
consideremos :

(LDeB  y (1,1)gBH*

En efecto,

(L,H,AQ,n = 1-1-1-1
= 0
Por lo tanto (1,1) ¢ B*" pues (1,1) # (0,0).

Definicién 2.1.8. Sea (S, [+,-]) un espacio con producto interno, si contiene tantos elementos positivos
como negativos, lo llamaremos producto interno indefinido en S, 6 que (S,[-,']) es un espacio
producto interno indefinido.

Proposicion 2.1.9. Todo espacio con producto interno indefinido contiene vectores neutros no nulos.

Demostracién:
Sea (V,[-,]) un espacio con producto interno indefinido. Entonces existen a,b € V tales que
[a,al>0 vy [b,b] <O.

Por lo tanto [a, a] [b, b] <0, luego
—4[a,a] b, b] =0.

Consideremos la ecuacién cuadrética para la variable x

(b, b] x*> +2Rea, b] x + [a, a] = 0. 2.2)
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Como (2Re[a, b])? 20y —4|a, a] [b, b] = 0, entonces

(2Rela, b))* —4a,al[b,b] =0
y también se tiene que [b, b] # 0. Por lo tanto la ecuacion ([2.2) tiene solucién en R.
Sea x, € R solucion de (2.2). Definamos ¢ = a + x, b, se probara que [c,c] =0y c #0.
En efecto

[c,cl=[a+ xob,a+ x,b]

=

=la,a+ xobl + [xob,a+ x,b]
=[a,al+[a, x,bl + [xo,b, al + [xo b, X, b]
=

a,al+x,a, bl +x,[b,al + x,X, [b, b]
= [a, al + X, [a, b] + X, [b, al + X2 [b, b]
= la,al+ x, (|, b] +1a, B]) + x5 [b, ]

= [b, bl x> +2x,Re|a, b] + [a, a]
=0.

Usando que x, €R yque X, es solucién de 2.2).

Por otro lado si ¢ =0, se tendria a = —x,b.

Luego,
0<[a,a)l =[-xob,—x,b]
= (=Xo)(=xX,) [b, b]
= x2[b,b] <0.
Esto es una contradiccion.
Asi que V posee elementos neutros no nulos. |

Definicién 2.1.10. Sea (S, [-,-]) un espacio con producto interno, si este no es indefinido , entonces se
llamard producto interno semi-definido, que puede ser :

1) Semi-definido positivo si, [x,x] =0 paratodo x € S.
2) Semi-definido negativo si, [x,x]<0 paratodo x € S.
3) Neutrosi, [x,x]=0 paratodo x € S. (En este caso es semi-definido positivo y negativo).

Lema2.1.11. Sea (S, [,-]) un espacio con producto interno semi-definido, la desigualdad de Cauchy
Schwarz

Ilx, Y11 < [x,x][y,y]  (x,y€S)

se cumple.

La demostracién es la misma que en espacios de Hilbert.
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Definicién 2.1.12. Sea (S, [+,*]) un espacio producto interno, se dice que es definido, si [x,x] = 0
implica que x = 0. El espacio con producto inerno definido puede ser :

1) Definido positivo si, [x,x] >0 para x#0.
2) Definido negativosi, [x,x]<0 para x#0.

Un espacio producto interno positivo ( negativo, neutral, definido, definido positivo, definido
negativo ) es un espacio vectorial con un producto interno positivo ( negativo, neutral, definido,
definido positivo, definido negativo).

Definicién 2.1.13. Sea (S,[-,']) un espacio producto interno. Escribiendo cada valor [x,y] del
producto interno por [x, yl' = —[x, y] obtenemos un espacio producto interno (S, [-,*])’ . Se dice que
(S, [+,])" es el anti-espacio de (S, [-,-]).

Teorema 2.1.14 (Krein-Smulian). Si el espacio producto interno (S, [-,-]) contiene al menos un vector
positivo (negativo) , entonces todo elemento de S es la suma de dos vectores positivos (negativos).

Demostracion:
Six,xo€S, I[x9,%0]>0,paraa € R suficentemente grande, se tiene la ecuacion

[(x+axy,x+axy] = [x,x+axy]+ [axy,x+ axyl
=[x, x]+[x, axg]l + [axg, x] + [@xg, @ Xp]
= [x,x]+alx, xo] + a[x, Xo] + @ a[xg, X0l
=[x, x] +alx, xol + alx, xo] + alx, xo] + a®[xo, Xo]
=[x, x] +2a Relx, xo] + a*[xg, Xo]
Sera positiva. Por lo tanto los vectores x; = x+ axy, X2 = —aXp Son positivos y tenemos que
X = X1 + x». Para demostrar con los vectores negativos se debe tomar el anti-espacio de S . |

Corolario 2.1.15. Si (S,[-,]) es un espacio producto interno indefinido, entonces ninguno de los
conjuntosB*,B~, B B~ es un subespacio en S.

2.2. Ortogonalidad.

Definicién 2.2.1. Sean (S,[,-]) un espacio con producto interno indefinido y sean u, v € S. Se dice
que u, v son vectores ortogonales cuando [u, v] = 0. Esto se denota medianteu 1 v.

Definicién 2.2.2. Sean (S,[-,']) un espacio con producto interno indefinido y sean X y Y
subconjuntos de S. Se dice que X y Y son conjuntos ortogonales cuando x L y para todo x € X,
para todo y € Y. Esto se denota mediante X L Y.

Notacién 2.2.3. Cuando [u, p] =0 para todo p € S escribiremos [u, S] = 0.

Proposicion 2.2.4. Si (S,[-,-]) es un espacio con producto interno neutro, entonces [u, v] = 0 para
todo u,veS.
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Demostracién:
Sean u, v € S, entonces [u, u] =0, [v, v] = 0 pues S es neutro.
Por la desigualdad de polarizacion se tiene que

1 1 i i
(u,v]=-u+v,u+vl——=[u—v,u—vl+ - [u+tiv,u+ivl— - [u—iv,u—iv] =0.
4 4 4 4

Definicién 2.2.5. Sean (S, [-,']) un espacio con producto interno indefinido y W subconjunto de S,
el complemento ortogonal de W, denotado por (W), es

Wt ={ueS:(u,W]=0}.
Proposicion 2.2.6. Si(S,[-,*]) es un espacio con producto interno indefinidoy W c S, entonces
(@ wWewtt

(b) WJ_ c WJ_LJ_.

Demostracién:
(a) Sean u € W. Entonces [, v] = 0 para todo v € W+. Luego u € W+, Por lo tanto W € W+,
(b) Para probar W+ ¢ W+ basta aplicar la parte (a) al conjunto W+. [ |

Notacién 2.2.7. De ahora en adelante entenderemos por una variedad lineal como un subespacio.

Definicién 2.2.8. Sean (S, [-,-]) un espacio con producto interno indefinido y £ una variedad lineal
contenida en S. Si £ es la suma de variedades lineales £, %, %5, ...,-£, ortogonales dos a dos, se
dice que < es la suma ortogonal de las variedades £\, %>, 25, ..., -2y y escribiremos

L =AM+ L[+ L+]...[+] L.

Si ademds la suma es directa, entonces decimos que £ es la suma directa ortogonal de las
variedades L\, £, L3, ...,y y escribiremos

L= A HLIH L. [H L

Definicién 2.2.9. Sean (S,[,-]) un espacio con producto interno indefinidoy W una variedad lineal
en S, lavariedad lineal
We=wnwt

se llama la parte isotrépica de W y sus elementos se llaman vectores isotropicos.
Note que en cualquier caso este conjunto es no vacio:

W #g@.
Esto se debe aque 0€ W y0e W+ luego 0e (W N W) =W°.

Definicién 2.2.10. Si W° # {0} se dice que W es una variedad lineal degenerada. En caso contrario,
sedice que W es una variedad lineal no degenerada.

Proposiciéon 2.2.11. Sean (S,[-,-]) un espacio con producto interno y .# el conjunto de vectores
neutros de S. Si W es una variedad lineal en S y W° es la parte isotropica de W entonces

welc.t.
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Demostracién:
Si ue W° entonces u € (Wn W), luego [u, u] =0y porlo tanto ue€ 4. |

Proposicion 2.2.12. Sea (S, [-,']) un espacio con producto interno semi-definido, entonces la parte
isotropica de S es el conjunto de vectores neutros. Es decir,

S’=N.

Demostracién:

Sea u € ./. Entonces u € S y se tiene que [u, u] = 0.

Para probar que u € S* se toma v € S. Como el producto es semi-definido vale la desigualdad de
Cauchy -Schwartz. Por lo tanto se tiene que

Osl[u,v]lzs[u,u][v,v]zo.

De donde [u, v] = 0. Luego u € S*.
Por lo tanto u € (SN S*) = S°. Esto prueba que .4 < S°.
Como ya se vio en la Proposicion [Z.Z.1T] se tiene que S° .4/, por lo tanto .4 = S°. |

Definicién 2.2.13. Sea (S,[,:]) un espacio con producto internoy W una variedad lineal de S. Sea
u € S, si u admite una representacion como u = v+z,conve W y ze W+, se dice que v es una
proyeccion ortogonal de u sobre W.

Proposicion 2.2.14. Sea (S, [+,-]) un espacio con producto internoy W una variedad lineal en S. Si
u € S y existen dos proyecciones ortogonales vy y v, de u sobre W, entonces estas difieren en un vector
isotropico.

Demostracién:
Sean vy y v, proyecciones ortogonales de u sobre W, entonces existen z; € Wy z, € W+ tales que
u=nv+2z, Uu="uvr+ 2.
Por lo tanto
V1 —Vr =29 — 2.

Sea
w==2—21.

Se probara que w € WP,

En efecto vy y v, estdn en W, el cual es una variedad lineal en S. Entonces (v; — v,) € W. Luego
(zg—21) € W.

Ademds z1, z, € W entonces

[z1,w] =0 y [z, w] =0 paratodo w e W,

por lo tanto
(22 — z1, w] = [z, W] = [22, w] =0+0=0

entonces (2, — z;) € W+. De donde

(zo—z) EWNW*=WwO.
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Teorema 2.2.15. Sea (S, [-,*]) un espacio con producto interno y £ una variedad lineal de S.
(a) Si % esno degenerado entonces los elementos de S tienen a lo sumo una proyeccion sobre £ .

(b) Si existe un elemento en S que tiene exactamente una proyeccion sobre la variedad lineal £
entonces Z es no degenerado.

Demostracion:
a) Sean u € Sy vy, v, proyecciones de u sobre ., entonces existen zi, 2y € £ L tales que

U=v1+2, U=V2+2» (2.3)

Luego v; —v, = z,—2;. Pero es claro que vy +(—12) € £y z1+(~2) € £+ por tanto v;—v, € £° = {0},
esto indica que v; = vy.

b) Sea u € S tal que tiene exactamente una proyeccién sobre . y esta es v, entonces existe z € £+
talqueu=v+z.

Supongamos que .Z es degenerado, entonces existe zy # 0 tal que zy € £° = . n.%*. Como
Uu=v+z=v+z+0=(v+z29) +(z—2z)
se sigue que v + zg # v. Esta es la proyeccién de u sobre .Z, lo cual es absurdo. |

Definicién 2.2.16. Sea (S, [-,']) un espacio con producto interno y W una variedad lineal de S. Se
dice que W es orto-complementada cuando todo u € S se puede escribir como u=v+z,conve W
yze W+,
En este caso escribimos

S=cliw,w+ 6  S=\/{w,w.

Teorema 2.2.17. Sea (S,[-,']) un espacio con producto interno y W una variedad lineal en
S. Todo vector de S tiene una proyeccion sobre W si y sélo si W es orto-complementado.
En particular, cuando W es no degenerado se tiene que todo vector de S tiene una tinica proyeccion
sobre W siysélosiW = W [+ W+,

Observacion: Este teorema garantiza la existencia de proyectores ortogonales en subespacios
ortocomplementados.

2.3. Operadores lineales en espacios con métrica indefinida

Proposicién 2.3.1. Todo operador isométrico cuyo dominio es no degenerado es invertible.

Demostracién:
Si Tu =0, entonces para cualquier v € Dom(T) tenemos

[u,v] =[T(w), T(W)]=[0,T(v)] =0

debe ser u = 0. Asi u es ortogonal a Dom(T). Como Dom(T) es no degenerado, entonces T es
invertible. |

Proposicion 2.3.2. Sea (S, [-,]) un espacio producto interno, si T es un operador isométricoen S y
W € S es una variedad lineal tal que W < T(W n Dom(T)), entonces W+ es invariante por T.
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Demostracién:
Para y € W entonces ye T(WnDom(T))
Idme WnDom(T)) /| Tm)=y

[Tx, Tm]
[x,m] (PuesTesisométrico)
0

(Tx,y]

Proposicion 2.3.3. Sean (S,[-,-]) un espacio con producto interno indefinido, T es un operador
simétricoy W < Dom(T) es invariante por T, entonces también lo es W+,

Demostracion:
Sea u € W+ entonces
[T(w), W] =[u, T(W)]

como T(W) <€ W, entonces
{lu, T(W)1} < {[u, W1} = {0}.

Definicién 2.3.4. Sea U € L(S) y E una variedad lineal en S, se dice que E es U -invariante cuando
UE C E. Sedice que E reduce a U si E y E*+ son U—invariantes.

Definicién 2.3.5. Se dice que una descomposicién en suma directa
S=L4HLHLGH...[4+]%,
reducea T si:
1. A,%,%,...,.. 2 son T—invariantes.
2. Dom(T)= (Dom(T)N.ZA) [+] (Dom(T)N.L) [+]...[4+H] (Dom(T) N %,).
En este caso T es suma directade T|.A,T| %, T1.%,...,| Z,.

Definicién 2.3.6. Sea (S, [-,-]) un espacio con producto interno, P es isométrico talque P? = P, si su
dominio es S, se dice que P es un proyector ortogonal.

Observacion 2.3.7. Sean (S, [+, ]) un espacio con producto interno y W una variedad lineal en S,
tal que W es ortocomplementado y no degenerado, entonces todo vector de S tiene una tnica
proyeccién sobre W. La aplicacién Py : S — W dada por

Pywu)=v

donde v es la proyeccién ortogonal de u sobre W estd bien definida y es lineal. Ademas es facil ver
que es un proyector ortogonal.

Teorema 2.3.8. Sea (S, [-,:]), un espacio con producto interno, si P es un proyector ortogonal en
(S,[-,°]), entonces el rango de P es ortocomplementado y para cada u € S, P, es la proyeccion del
rango de P sobre W. Si ademds W es no degenerado y ortocomplementado, entonces Py es un
proyector ortogonaly Ran(P)=W.
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Demostracién:
Sea u € S, entonces podemos escribir

u="Py+(u-"~P,).
Ademas como P, = P(u) se tiene que

[u— Py, Pyl = [P(u—Py), Py]
= [Pu—Pi, v]
=[Pu— Py, v]
=0, v]
=0
paratodo v e S.

De donde
S =cl{Ran(P),(Ran(P))%},

esto es Ran(P) es ortocomplementado y P, es la proyeccion de u sobre Ran(P).
Por otro lado si u, v € S, existen p,z€ W+ tales que

x=PywWw)+p, vy, v=Py+z
Se tiene que

[Pw (w), v] = [Pw (w), Pw (V) + 2]
= [Pw (), Pw ()] + [Pw (1), z]
= [Pw(w), Pw(v)] +0.

Luego
[Pw (w), v] = [Pw (1), Pw (V)]
= [u, P, (v)] = [, Pw (V).
SeaweW
[Pw(w) - P%,(v), w] = [Pw(u—Pw(v), wl

=[u—-Pwu), Pw(w)]

= [w, Pw(w)] = 0.
Entonces

Pw(uw) - P, (v) eWnw+

A% =10} y W es no degenerado, luego
Py = P%,.

Si vale que S = S°[+]S;, entonces S = S°[4]S;, de modo que S; es no degenerado y
ortocomplementado, asi Ps = Ps,, entonces P es proyector ortogonal con Ran(P) = S; y ademds

[P(u), P(v)] = [u,v]

para todo u, v en S por lo tanto P es isométrico. |
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Definicién 2.3.9. Sedice que (S, [-,-]) es descomponible si admite una representacion de la forma
S=S8"[H1ST[H1ST, Ste®BT,  STcBT,

donde S° es la parte isotrépica de S, S, S* son variedades lineales. Toda descomposicién como la
anterior recibe el nombre de descomposicién fundamental.

Proposicion 2.3.10. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto interno
indefinido, descomponible y no degenerado (S, [-,]) es de la forma

S=S*[+1S con STcBTT, S c<B,
(JVO)OZWOQ(JVO)L:JVO y (JVO)L:JVO.

Observacion 2.3.11. Sea (S, [+,-]) un espacio con producto interno indefinido, descomponible y no
degenerado tal que
S=S*[+1S™ con StcBT, STcBT

entonces los proyectores P* : S — S* dados por
P*(x) = x*
estdn bien definidos y son proyectores ortogonales.

Definicién 2.3.12. Los operadores P* : S — S* de la observacion anterior se llaman proyectores
Jfundamentales y
J=pP"-pP~

se llama simetria fundamental.

por lo tanto J estd asociado a la descomposicién fundamental.

SixeS, S=S"[+]S7, entonces

x=x"+x =P*(x)+P (x)

y
JX) =P "-P)(x)=P"(x)-P (x)=x" —x".
Luego
x=P*x)+P (x)
y
J(x) =P (x)- P (x),
entonces

J(x)+x=2P"(x)

Por lo tanto

pr=t J+1
=3 ,
en forma similar se obtiene que
1
P =—(I-).
2( )

Por lo tanto como
[P (x),P”(0)] =0

se sigue que 2 = 1.
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Demostracion:
Jx) = JUW)
= J&x"-x7)
= JxH-Jx)
= x"+0-(-x")
= xT+x
= x
= Ix)
Por lo tanto J2 = I [
Ademas J es autoadjunto, en efecto,
[J@),y] =[x"-x7,y]
=[x y] = [x7,y]
=[x"y YT =[xy YT
=[xy ]+ [y = [yt =[xy

=[xyt [y

=y T T [ -y
=y -yl ey -y
=[x"+x7,y =y

=[x 1]

Si (S, [,]) un espacio con producto internoy [-,-];=:S x S — C dada por

[xy], =, y]

Observacion 2.3.13. ] es J-isométrico, en efecto,

Entonces para todo x, y € S tenemos que

[x, ], =[x y]
=[x"-xT,y +y7]
=[xy YT =[xy 7]
=[xyt [y =y = [y
=[x"y] =[x, y7] 20

Alafuncién [+,-];: S x S — C, se le llama J-producto interno y || - || se le llama J-norma.
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Proposicion 2.3.14. Si ] es la simetria fundamental asociada a la descomposicion
S=S8*[+187, entonces [v*,v7], =0.

Demostracion:
Como [v*,0] =0y [0, 7] =0 se tiene que
[v+,v_]] =[v"+0,0” +O]]
=[v*,0]-[0,v7]
=0.

Teorema 2.3.15. Sea (S, [-,]) un espacio con producto interno y J es la simetria fundamental. Si
[,-17: V x V — C estd dada por
[x,y];=[x),y]
entonces
Hxy]i<lxlslyly.

Demostracion:

[ y]1=1[x" y]+[x7, ]
<I[x Yy +1[x7y7]

<[22t )E [y y )+ DR =[]
< ([« xf ] =17, 2712 ([v5 v ] = [y 7 ])?
=lxlylyly.

[NE

Definicién 2.3.16. Sean (S,[-,]) un espacio con producto interno, U y W variedades lineales de S.
Decimos que U y W son compaiieros duales si

Unwt={=U"nw.
Y notamos que U # W
Obsérvese que si W es no degenerado entonces
wWrnw=w0={o}.
Por lo tanto W+ # W.

Definicién 2.3.17. Un espacio con producto interno (R,[-,"]) que admite una descomposicion
fundamental de la forma

R=R"[FIR, R'cR, RcR™
con R*,[-,-]) y (R™,—[-,*]) espacios de Hilbert, recibe el nombre de espacio de Krein.

Observacion 2.3.18. Los espacios de Krein son no degenerados.



40 2.3. OPERADORES LINEALES EN ESPACIOS CON METRICA INDEFINIDA

Sea (R,[:,-]) un espacio de Krein. Tal como se dijo antes este espacio es no degenerado y
descomponible. Por lo tanto existen los proyectores ortogonales P* : it x R — R* dados por

P*(x)=x*
y la simetria fundamental / = P* — P~ asociada en forma natural.
Sea [-,-]j: R xR — C dada por

[x.¥]; =10, y]

Consideremos el espacio de Hilbert asociado (R, [+, ];).

Ejemplo 2.3.19. Teniendo en cuenta el ejemplo 2.1.3] consideremos el espacio vectorial R = R?,
con la suma usual.
Sea [-,-] : R xR — C dado por

[(x1,31), (%2, y2)| = X122 — Y172

donde
R =1{(x,0),/ xeR} y R ={0,y)/yeR}

en el cual R = R*[+]R7, los operadores

P R=R*> — R
(x,y) — P (x,y) =(x0)

P :R=R> — R~
(x,y) — P (x,»)=(0,y)

Para este ejemplo la simetria fundamental es :

J: R — R

(a,b) — J(a,b) = (P*—P7)(a,b)
= P'(a,b)-P (a,b)
= (a,0)—(0,b)

(a,-b)

Se mostrard que (%R, [+,-];) es un producto interno, para esto se demostrard la propiedad de la no
negatividad,
Sea x = (a, b), entonces

[x,x]; = [x,xl
= [J(a,b),(a,b)]
= [(a,—Db),(a,b)]
= (a.a)-(-b.b)
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= a+b*=0

Por lo tanto se logra demostrar que (R, [+, -] ;) es un producto interno pues cumple la propiedad de
la no negatividad.

Asi dado un espacio de Krein (®, [+, ]), se le puede asociar un espacio de Hilbert (®,[-,-]). Por otro
lado, si (H, [-,*]) es un espacio de Hilbert, entonces podemos verlo como un espacio de Krein de la
forma

H = H[+]{0}.

Teorema 2.3.20. Sea (R, [-,-]) un espacio de Krein y sean
R=R][HIR], R=R;[HIR;, con R, R y R, R,
dos descomposiciones fundamentales entonces:
dim®])=dim®;) y  dim®])=dim®R;).

Ademds si 1 y J» son las respectivas simetrias fundamentales entonces || . |, y || . Il ,, son normas
equivalentes.

Este es un resultado clasico de espacios de Krein. La prueba puede verse en [2].

Tomando en cuenta el Teorema[2.3.20Itiene sentido hablar de
k* =dim®R") y k™ =dim@®")

cualquiera sea la descomposicién fundamental del espacio de Krein.

Por el Teorema [2.3.20] dos descomposiciones fundamentales dan origen a normas equivalentes y
por lo tanto dan origen a la misma topologia. Esta topologia es la que se conoce como topologia
fuerte del espacio de Krein.

En general, los conceptos de convergencia, continuidad, etc en un espacio de Krein se refieren a
esta topologia.

Definicion 2.3.21. Sea k = min{R*,R™}. Cuando k es finito se dice que (R,[-,"]) es un espacio de
Pontryagin.

Sea T : R — R un operador lineal. La definicién del adjunto de T se hace de manera andloga a
como se hace en espacios de Hilbert, usando la versién para espacios de Krein del teorema de
representacién de Riesz. Es decir, el adjunto de T es T!*) : Dom(T™*!) — R tal que

[T(x),y] =[x, T™ ()]
para todo x € Dom(T), y € Dom(T™)).

Teorema 2.3.22. Sean (R, [-,:]) un espacio de Krein, T un operador lineal en dicho espacio, dominio
de T denso enR. Sea J una simetria fundamental enR y T*/ el adjunto de T respecto al espacio de
Hilbert (R, [-,-1)), entonces

™ =J1*].
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Demostracién:
Sean x,y € R tales que x€ Dom(T*) y ye Dom(T), se tiene que

[JT™ ), y] = [T™ 0, 7(»)]
=[x TJ(y)]
= [J®), TI(y)],
=[T1(x0),1(»)],
=[1")(x),y],
=T (%), 73]
= [T 70, J1 ()]
=[T")(x), ]

Luego JT* = T*/J, dedonde T!* = JT*/J [ |



CAPITULO 3

L TEOREMA DE WOLD-KOLMOGOROV EN ESPACIOS CON PRODUCTO
INTERNO INDEFINIDO.

3.1. Complemento ortogonal de Subespacios.

Definicién 3.1.1. Sean (R, [-,:]) un espacio de Krein, T € Z(R) un operador lineal isométrico,
W c R, siW y W+ son T-invariantes, se dice que W reducea T.

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el operador lineal identidad I: R — fA.

IR — %R

x — Ix)=x

Probemos que el operador I es lineal.
Sea u, v € ‘R, entonces

eI(u+v) = u+v
= I(u)+I1(v)
o l(au) = au
= al(u)
Luego T es un operador lineal.
Tenemos que I es lineal e isométrico pues
(Ix,Iy]=[x,y]

paratodo x, y € R.
Como fR es un espacio de Krein, se tiene que R admite una descomposicién fundamental
R =R+]R" con RT,NR™ cNRyademds R+ =R".

43
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Sea x* € R+, entonces I(x") = x* € R*, luego I(R*) cR*, porlo tanto R es I-invariante.

Similarmente se tiene que (R*)1 = 93~ es I-invariante.

Luego por definicion se tiene que R* reduce a 1.
Ejemplo 3.1.3. Sea

T:R> — R?
x,) — Ty =02x3y)

T eslineal, sean u = (a,b) € R?, v = (¢, d) € R?, entonces

T((a,b)+ (c,d))

= T(a+c,b+d))

= (2(a+0),3(b+d))
= (2a+2c),3b+34d))
= (2a,3b)+(2c,3d)

= T+ T()

e T(u+v)

e T(au) = T(ala,b))
= T(aa,ab)
= (2aa,3ab)
= a(2a,3b)
= aT(u)

Luego T es un operador lineal.

* Ahora se probara que T es un operador isométrico
Sea [-,-] : R? x R? — C dado por

[(x1,1), (2, ¥2) | = X122 — Y172

Sean u = (x1,y1),v=(x2,)2) € R?, entonces:

[T(w), T(w)] = [Tx1,y1), T(x2,¥2)]
= [(2x1,3y1), (2x2,3y2)]
4x1X%—9y1)2

Se logra ver que el operador T no es isométrico.

1. Considerando el ejemplo[Z.1.3] debemos mostrar que R* = {(x,0) : x € R} es T-invariante.
Sea u € R*, entonces u = (x,0)

T(w) = T(x,0)
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(2x,3-0)
(2x,0)
(m,0) e R*

Miremos que (2x,0) € R™,

[((2x,0), (2x,0)]

((2x)2x)—-0-0)
4x* -0
4x*>>0

Luego T(R") cR*, por lo tanto R* es T-invariante.

2. Ahora veamos para el complemento de (R*)* =

Sea v € R™, entonces v = (0, )
T(v) = T0Oy)
= (2-:0-3y)
= (0,n)eR”

Miremos que (0,—-3y) € R,

[(0,-3y),(0,-3y)] 0-0-(=3(=3y)
0-9y2

—9y2<0

Asi que TRt < 1)L, es T-invariante.

Luego de 1.y 2. se tiene que R* y (:*)* son T-invariantes.

R~ ={(0,y): y€R} es T-invariante.

Nota: De lo anterior se tiene que 3" no reduce a T, pues no cumple todas las condiciones, ya que

el operador T no es isométrico bajo ese producto interno.

Definicién 3.1.4. Sean (R, [-,*]) un espacio de Krein, T € £ (R) un operador isométrico, si no existen
subespacios no nulos W c R tales que TW c W y T |w es unitario, se dice que T € Z(R) es

completamente no unitario

Definicién 3.1.5. Sean (R,[-,-]) un espacio de Krein, .£,,.%> variedades lineales de ‘R tales que
A < L. Al conjunto L5 N .,%IL se le llama el complemento ortogonal de £, con respecto a %>

y se denota por
fz S) .,%1

Proposicién 3.1.6. Sean (R, [-,-]) un espacio de Krein y £, £, variedades lineales de ‘R, entonces se

cumple que
A+ L)y =Lngt

Demostracion:
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a) (—)Seaxe (L ngh > xeLtyxe st

Luego si (a+b) € (4 +.%5) para ac€. Ll A be %, entonces

[x,al=0 A [x,b]=0

Sumando
[x,al+[x,b]=0+0
asi
[x,a+b]=0
de ahi que
X € (.,%1 +$2)J'

Por lo tanto
Ling c L+ L)t

b) (—) Seaxe (% +.%)" entonces [x,a+b]=0 Y(a+b)e (L +.L) con ae Ly ybe D

i) Seaae.?, entonces (a+0)e (A +.25)

Luego
[x,a+0]=0
de ahi
[x,a]=0
por lo tanto
xe Lt

ii) Similarmente para be %, entonces (0+ D)€ (£ +.%5)

Luego
[x,0+b]=0

de ahi

[x,b] =0
por lo tanto

xe.L5
Asique dei) vy ii) setiene que

(31 + ,%)J' (i flj' n gZJ_

Dea) y b)se cumple que
(.,%1 +$2)J' = glj' ﬂ,,%zl
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Proposiciéon 3.1.7. Sean (R, [-,-]) un espacio de Kreiny 41, %5, %5 variedades lineales de®R entonces
se tiene que

(A L) N L5 = (A0 L) H](Ln L)

Demostracion:

a)

b)

(—) Seaxe ((A[+]%)N.23), entonces x € (L [+].22)) y x€ L.

Luego A x; € A vy Axp € % tales que x = X1 + X2 yademds como x; y Xp son Gnicos se
tiene que x1, X2 € %3

De ahi que
(x1 Egl N X2 E.,sz)/\(xl Egs/\xZE.,%s)

conmutando y asociando
(x1 €$1/\)C1 €$3)A(x2 €$2/\X2€$3)
(x1 €$1 ﬂfg,) A (X €$2 ﬂfg,)

luego
XE((ANA[+I(LNL)) puesx=x1 + X

Por lo tanto (£ [+]-%2) N %) < (L1 N L) [+ (Lo N L3)).

(«—) SeaxeR talque x€ (L4 N.L)[+I(LN.%)). Entonces 3! x1 € (AANL3) y
Alx, € (L N L) tales que x = X1 + Xo.

Asi pues
(x1 €$1/\)C1 €$3)A(x2 €$2/\X2€$3)
ahora,
(x1 Egl N X2 E.,sz)/\(xl Engxze.iﬂg)
entonces
X=X1+X€(AH]L) AN x=x1+x€.L
finalmente

Xe(AH1L)n L)

Por lo tanto (£ N.%3) [+1(% N %)) € (A [+]1-L) N .L).

Luegodea) y b) secumple

(A H] L) N L = (AN L) FHI(Ln D).
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Lema3.1.8. Sean (R, [-,-]) un espacio de Krein, £, y %> variedades lineales de®R tales que £\ c %>.
Si.L = A+).% entonces £ © L = LL[+H).Ls.

Demostracion:

Lo Lh=LnL (Def.deo)
= (AHL) N L (sustituyendo £ = 7 [+].%)
=(ANLHH(LLNLT  (Por proposicion3, 17)
= AH(LNLD)  (Def. de £))
= 2H.%  (vaque % Zh

3.2. Subespacios regulares y T-errantes.

Definicién 3.2.1. Sean (R, [-,']) un espacio de Krein y . una variedad lineal de R, se dice que L es
regular con respecto a R si se cumple que R = L[+.L+.

Proposicion 3.2.2. Si £ es una variedad lineal regular con respecto a *R se tiene que £ es no
degenerado es decir £° = £ n £+ = {0}.

Demostracion:

Como .Z es una variedad lineal regular con respecto a R entonces por definicién tenemos que

R=2LHLt

Ahora, por la definicién de suma directa ortogonal se tiene que £ n.Z+ = {0}, por lo tanto
L=LnLt =0
y asi .Z es no degenerado. |

Lema 3.2.3. Si T es un operador lineal isométrico en R y £ un subespacio de ‘R, entonces T £ es
también un subespacio de‘R.

Demostracion:
Sean (y1,y2) € T.Z y aunescalar. Entonces 3(x;,x2) €.Z/ T(x1) =y1 A T(x2) = ¥

)
T(x1)+ T(x2)
T(x1 + x2), (x1 + x2) e

nty

Luego (y1 +y2) e TZ.
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i)

ay; = aTl(x)
= T(axy), (ax))e”l
Luego (ay)) e T.Z.
Por lo tanto de i) y ii) se tiene que T-Z es un subespacio de R |

Definicién 3.2.4. Sean (R,[-,*]) un espacio de Krein, T un operador lineal isométrico y £ un
subespacio de R. £ es llamado T-errante, si £ es no degeneradoy T L T"Y para todo
m,neZ* u{0} conm# n.

Ejemplo 3.2.5. Sea T : 93 — A el operador identidad y consideremos . = RR? = {0}.

Tenemos que . es no degenerado y ademads [T".Z,.¥] =0 paratodo n€ Z* u{0} .
Por tanto .Z es T-errante.

Proposicion 3.2.6. £ es T-errante si y solamente si £ es no degeneradoy T".L | ¥
paran=1,2,3,...

Demostracién:

(—) Como .Z es T-errante entonces por definicion .Z es no degeneradoy T".¥ | T™.¥ para
todo m,ne Z* U {0} con m # n.

En particular para m =0 se tiene que T°.Z =.%, tomando n € Z* se consigue que

e .12,

conn=1,2,...

(«—) Sean .Z no degeneradoy m,n € Z* U {0} con m # n, supongamos que m > n. Luego, como
T es una isometria, si z, w € .Z, tenemos que:

[T"z, T"w] = [(T") 'T™z,w] (pues TT*=1—T*=T7".
=[T"T"z, w]
=[T" "z, w]
=0 (pues (m—n)eil,23...}).
Por lo tanto se tiene que .Z es T-errante. |
Observacién 3.2.7. Sean (%R, [-,-]) un espacio de Krein, .Z una variedad lineal de /& y T un

operador lineal isométrico, se tiene

M.(L)=\/ T"Z=(T"¥%),n=0,1,2...
n=0

Notacién 3.2.8. Nétesequesin=0, T°.% =7 entonces. ¥ c M,(ZL)

Proposicion 3.2.9. Sean (R, [-,]) un espacio de Krein y £ < R una variedad lineal T -errante.
Entonces se tiene que:
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(D T(M4 (L)) = M (TZ).

2 ZL1LTM. (L)

Demostracion:

(1) Como % es T-errante entonces tenemos un operador lineal isométrico T, ademads

2

M, (%) es cerrado pues M, (L) =(T"Z:n=0,1,2,...), se tiene que TM,(Z) es cerrado
pues es un subespacio de fR. Luego

M,(TL)=\T'TL=\TT"Y =T\ T"L = T(M+(L)).

n=0 n=0 n=0

Como . es T-errante entonces se tiene que . 1 T".¥ paratodo m=1,2,3,...
Tomando m = n+ 1 tenemos paran=0,1,2,... que:

L1Tl Y

Por lo cual
L1T'TY (PuesT"TX e M. (TY))

se tiene que
L1 M (TY) (Observacion3.2.7)

entonces
L 1L TM, (&) (ProposicionB.2.9] inciso(1).)

Teorema 3.2.10. Sean T un operador lineal isométrico y £ una variedad lineal T -errante en R. Si
Z es regular entonces:

(1) M (L) =ZLHITM (L)
@) TMi () =M (L)eZ

Demostracion:

1)

Como, M, (L) =\/ T"Y

n=0
o0
=7°2+\/ T"¥¢
n=1
[&9]
=%+ \/ T"¥, (haciendo n=m+1 tenemos)
n=1
[e9]
=2+ \ T"Y
m=0
[e9]
=2+T\/ T"Y
m=0

=¥%+TM,(¥) (Observacién3.2.7)
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Ahora por la proposicién[3.2.9] inciso (2) se tiene que .¥ L TM, (L).
Asi M (L) = L[+ TM(L).

Nétese que de [+ TM, (%) se tiene que TM, (¥) c L+

)

M (L)e.L =M (L)L (Definicién. de o)
= (LHITM(L)NZL+  (Porel teoremaB.2I0inciso (1))
= (ZNLHHTMA(LNLY)  (Porla proposicionB17).
= L% NTM(L)N.LY)  (Definicién de .£°)
=TM (L)NnZLt  (pues Z°=1{0})
=TM,(¥) (yaque,TM,(Z) c #*, Por el teoremaB2I0inciso (1))

[
Teorema 3.2.11. Sean (R, [:,]) un espacio de Kreiny £ una variedad lineal T -errante en ‘R.
Si £ es regular entonces
oo
(M () = () T"M+(L).
n=0
Demostracién:
(—) Seahe (M,(¥))° entonces
he M. (%) v he My (L) 3.1)

Se mostrara por induccién que h e T" M, (£)

Para n=0, se tiene h € (M. (%)) = T°M, (ZL).
Para n =1, se tiene
Como h € M, (£)* por hipétesis y ademads,

(LIHTM (L) (Por el teoremaB.2.10]inciso(2))
LN (TM ()t

M (D)t

Entonces h € £+ y por hipétesis
he M, (%), entonces
he M,(£)" N M. (&)
=M,(£X)eY)) (LML)
=TM, (f)
=T'M, (%)

Por lo tanto se cumple para n = 1.
Consideremos cierto paran (n>1),estoes he T"M,(Z).
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Se miraré si se cumple para n + 1.

Como .Z es regular, por el teorema[3.2.10]inciso (1) se tiene que
M+($) = f[—l—] TM+($)»

entonces

T"M, (L) = T (D) [+ T M, (L) (3.2)

Como M,(%) c T"(¥) entonces T"(L)' c M. (L)' pero h € (M (£))° por(BI), luego
h 1 T"(.Z) esdecir he (T"(L)1).
Por otro lado,

T"Mi(L)eT(Y) = T'M.(L)NT"(ZL)" (Definicion dee)
= (M"OHT'MA(L)NT (L) (por B2)
= (I"ONT"OHHT M NT"(L)Y (Por la proposicion3,L7).
= T H(T"™ M (LN THL)Y) (Def. de parte isotrépica deT" (.£)°)
= T"'M (L)NTHL) (PuesT"(L)° ={0)
= TN (D) (por 32) ya queT"+1M+ (L) c T

Por lo tanto
T M, (L) =T"'"M, (L) T"(L)=T"M.(L)NnT" (L)

luego por la hipétesis de induccién (h € T"M, (%)) y de que h € T"(Z)", se tiene que h €
T 1M, (L).

Asi se tiene que h € ()2, T" M, (Z).
(«—) Seahe)2, T"M,(Z).
Por la proposiciéon[3.2.9] inciso (2) se tiene

L1 TM. (L)

entonces se cumple que

T"Y L T"™'M.(¥) paran=0,1,2,... (3.3)

Luego como h e (2 T" M, (Z), se tiene por B.3) que h L T"(Z), paran=0,1,2,...
Entonces h L M, (%) yasi he M, (£)*.

Ahora por otro lado se tiene que
he M, (%)

pues he NS>, T" M, (Z), por lo tanto

he (M, (L)NM, (L)) = (M (£))°



3.3. OPERADORES SHIFT UNILATERALES. 53

De esta manera se concluye que

(M (Z)° = T"M. (L)

n=0

3.3. Operadores Shift Unilaterales.

Definicién 3.3.1. Sea (R, [-,-]) un espacio de Krein, un operador lineal isométrico T en R es llamado
Shift unilateral si existe una variedad lineal £ que es T-errante en ‘R tal que se tiene
M, (L)=<T"L)>=NR, n=0,1,2,...

Observacién 3.3.2. Elsubespacio .Z es regular pues R = .Z[+].%* donde se tiene que
L =<T"ZL)>:n=1,2,...yaque .Z es T-errante.
Ademads tendremos que .Z = (TR)*.

Ejemplo 3.3.3. Sea R = ¢2(N) = {(x,) ©C: ¥ 21 | X [°< oo}, donde definiremos:

[LJRxR—R

(xm;xn) [xm;xn] = xmlxnl +xm2xn2 +...

T: 0*(N) — £?(N)

(x1,%2,...) — T(x1,X2,...) = (0, X1, X2,...)

Probemos que T es un operador lineal.
Sean (x1,x2,...),(¥1,y2,.. ) €R y aeC.
Luego

oT((x1,%2,-- )+ (71, ¥2,--)) = T((x1 + y1, %2 + y2,...)
=0, x1+ y1, X2+ ¥2,...)
=(0,x1,x2,..)+ (0,1, ¥2,...)
=T ((x1,%2,-. )+ T ((y1,y2,-..)

oT (a(x1,x9,...))=T(ax;,a xo,...)
=0,ax;,a x2,...)
=aT ((x1,x2,...))

Por lo tanto T es un operador lineal.
* Ahora se probara que T es un operador isométrico.

Sean (x1,x2,...), (31, y2,...) € R,entonces:

[T(x1,x2,...), T(¥1,y2,.. )1 = [(0, X1, X2,...), (0, ¥1, y2,...)]
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=0+x1y1 +tX2)2 +...
=X1Yy1tX2)2+...
= [(xlyxZ)---))(yl)yZ)---)]
Luego el operador lineal T es isométrico.
Sean ¢, = (0,0,0,...,1,0,0,...) € R. Tomemos en particular e; = (1,0,0,...).

Sea la variedad lineal .Z =< e; >, que es no degenerado. Analicemos lo siguiente:

7T(1,0,0,...) = (0,1,0,0,...)=e

T%(1,0,0,...) = T(0,1,0,0,...)=(0,0,1,0,0,...) = e3

73(1,0,0,...) = T2%(0,1,0,0,...)=T(0,0,1,0,0,...)=(0,0,0,1,0,0,...) = e;
T"(1,0,0,...) = T™e)=eys1con n=0,1,2,...

Luego,

M ()= \ T"ZL =\ ens1=1FN) =R.

n=0 n=0

Como e; L e,1 (Vn=1)entonces.Z L T".Z conn=1,2,3,..., asi por la proposicién3.1.7se tiene
que .Z es T-errante, con n=1,2,3,...

Sea x = (X1, X2,...) # 0 con x € R, entonces T(x1, X2,...) = (0, X1, X2,...) = x € T9A.

Ahora,
Sea 0 # h = (hy, hy,...) € Ry supongamos que

he (TR)*

luego h L TRy asi se tiene que [(hy, hy,...), (0, X1, X2,...)] =0
Luego,

[h, X]=0paratodox € TR (3.4)

Ahora, si (hy, hy,...) € R se tiene que (hy, hs,...) € R, y ademads (0, hy, hs,...) € R, luego de se
tiene que [(hy, hy,...),(0,ho, hs,..)] =0 hi =0, Vk>1.

Entonces (T9R)1 =< e; >, asi el operador lineal isométrico T en R es un Shift unilateral.

Teorema 3.3.4. (WOLD-KOLMOGOROV)
Sean (R, [-,']) un espacio de Krein, T un operador lineal isométrico y £ una variedad lineal en ‘R,
tales que £ = (TR)*. De forma equivalente,

1) R =Ro[+HR,, dondeRy y R, son T-invariantes,

2) Tlw, es un Shift unilateraly Ty, es unitario.
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Secumple1) y 2) siysolamente si M, (%) es regular, en este caso se tiene que
Ro =M. (L) y B =2 "R

Demostracion:

(—)

Sean Ry y R variedades lineales T-invariantes de R tales que se cumple R = Ro[+]R;, T Iz, €S
un Shift unilateral y T'|s, es unitario.

Como Ty, es unitario se tiene que TR = R; y ademads:

L =(TR)'=Re TR (pordefiniciéon de o)
= Ro[+IR1) 6 (TRo[+HITR1)  (puesh = Ro[+1971)
= Ro[+IR1) © (TRo[+]R1) (T, es unitario)
=Roe TRy (por definicién de o)

Asi .Z es una variedad lineal que es T |3, —errante. En consecuencia, M, (%) = Rg pues T |5, es
un shift unilateral y como R = Ry [+]R; entonces M, (.¥) es regular por definicion.

(<)

Supongamos que M. (.Z) es regular, y sean Ry = M, (L), R = (M, (Z))*. Entonces se tiene que
R = Ro[+]R] pues M, (L) es regular.

Ahora, como Ry = /92 ) M, (), se tiene que R, es T-invariante pues TPy < Ry y ademads T |y, es
un shift unilateral. Ahora :

TR, =TRe TRy (pues TR=TRo[+ITR)
=RN(TR)t (Por Defininicién de e y que TR = R)
=RNNR; (TR <Ro)
=R R cH)

Entonces tenemos que T9R; = R; y como T es un operador lineal isométrico entonces T |, es
unitario.Por otra parte:

(M, (L)t =ReM,.(¥) (Definiciéon de o)

=Re|\ T"(.Z)) (Definicién de M. (%))
n=0

=Re|\ T"(Tm)i) (Pues.Z = (TR)1)

n=0

=Re|V T”(T%H]T%)L) (TR = TRo[+1TH))

n=0

=Re|V T"(TRy n Tf)%li))

n=0

=Re |\ T"(THRin Tf)%o)) (TR = TRo[+]1TR1)

n=0
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=Re ( V T”(SRO)) (Definicién deT(R?))
n=0

o0

1
=% ( \V T”(SRO)) (Definicién de ©)
n=0

3

= %ﬂ(ﬂ (T”(SRO))L)
n=0

= mﬂ(ﬂ T"(m)) (R =R
n=0

3

= (ﬂ T"(SR)) (Ya que(ﬂ T”(SR)) cR)
n=0

n=0

Por lo tanto R; = (N°2, 7" (R)) [ |
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