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INTRODUCCION

El Algebra Lineal se consolida a mediadios del siglo XIX con los aportes de Grassmann,
quien anticipa aspectos fundamentales de los espacios de dimensién finita, tales como
la nocion de subespacio engendrado, independencia lineal, dimension, la proyecciéon de
un vector sobre un subespacio y el Teorema Espectral. Otros matemaéticos que hicieron
notables contribuciones son Hamilton, Cayley y Sylvester.

Entre los conceptos el dlgebralineal, de mas larga gestacion en la historia de la humanidad
estdn los de transformacion lineal y matriz. Las matrices, en cuanto tablas de nimeros,
aparecen en las matemadticas chinas alrededor del afio 200A.C., el primer uso riguroso
de las matrices se halla en el estudio por Gauss (1777-1855) de las formas cuadréticas
binarias. En su trabajo se encuentra ya la multiplicacién de matrices, luego en la geometria
analitica de los siglos XVII y XVIII se estudiaron transformaciones lineales y sus matrices.

Se debe destacar igualmente la influencia de Frobenius sobre el desarrollo de la nocién de
transformacion lineal, la cual venia evolucionando desde el siglo XVIII con los trabajos de
Cauchy, Weierstrass y Kronecker, entre otros, y que adoptaria su forma actual en 1918 de
la mano del matematico aleman Hermann Weyl (1885-1955).
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Exponer los fundamentos teéricos sobre los cuales se desarrollan las
transformaciones lineales.

Objetivos Especificos
= Presentar antecedentes del dlgebra lineal y de las transformaciones lineales.
= Enunciar definiciones y resultados basicos de las transformaciones lineales.

= Mostrar algunos ejemplos de las transformaciones lineales.

11
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JUSTIFICACION

Parte importante de los avances cientificos y tecnolégicos de los tltimos tiempos tienen su
fundamentacién en la Matematica y sus aplicaciones. En el Algebra Lineal se construyen
los cimientos bésicos relacionados con objetos como: matrices, determinantes, sistemas
de ecuaciones lineales, vectores, espacios vectoriales y transformaciones lineales.

Algunas aplicaciones del dlgebra lineal proporcionan herramientas para el desarrollo de
matematicas subsecuentes como el cdlculo vectorial, la programacion lineal, la estética,
la probabilidad, la estadistica, y las ecuaciones diferenciales, entre otras.

El concepto de transformacion lineal es muy importante dentro de los mapas curriculares

de varias carreras universitarias en las dreas de Fisica y Matemdticas, por esta razon
decidimos enfocarnos a trabajar en este tema.

13
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Conceptos basicos

Definicion 1.1.1. Un cuerpo K es una estructura algebrdica en la cual las operaciones de
adicion y multiplicacion se pueden realizar y cumplen las siguiente propiedades: Propiedad
asociativa, conmutativa y distributiva, ademds de la existencia de un inverso aditivo y de
un inverso multiplicativo,para todo ntimero diferente al modulo de la suma. Los elementos
delK se llamaran escalares.

Definicion 1.1.2. Sea K un cuerpo. Un conjunto no vacio V (cuyos elementos se llamaran
vectores), junto con dos operaciones (+,-) es un espacio vectorial (o espacio lineal), si
satisface los siguientes axiomas:

a) Para cualquier x, y deV, x + y es un vector de V, ademads se tiene:

i) Conmutativax+y=y+x

ii) Asociativa: x+(y+2z)=(x+y)+z
iii) Existe un unico vector 0de V , llamado vector nulo: x+0 = x
iv) Para cada vector x € V, existe un 1inico vector

-xeV:x+(-x)=0.

b) La operacion multiplicacion por escalar, asocia a cada escalar a € K y cada x € V un
vector ax € V y tiene las siguientes propiedades:

i) 1x=x, paratodoxeV.
ii) (a1a2)x =a(azx), paratodox eV, ay,az € K.
iii) a(x+y)=ax+ay, paratodox,yeV, a e K.

iv) (a1 +az2)x=a1x+ax, paratodoxeV, a;,ar € K.

15
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Usualmente, se dice que V es un espacio vectorial sobre K que V es un K- espacio
vectorial.

Definicion 1.1.3. Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es un subespacio
deV siy solo si W, conjuntamente con las operaciones de suma y de multiplicacion escalar
definidas en V, es un espacio vectorial.

Definicién 1.1.4. Sean vy, v2,---, vy, vectores en un espacio vectorial V. Entonces cualquier
vector de la forma a, v, + a,vo + - - - + a, vy, donde ay, ap, -+, a,, son escalares, se denomina
una combinacion lineal de v1, vs,-- -, v;,.

Definicién 1.1.5. Un conjunto no vacio de vectores xy,X»,--+, X, de un espacio vectorial
V es linealmente independiente si y solo si a1x) + azx2 + -+ apx, =0, implica que
ar=a---=a,=0.

Ejemplo 1.1.6. Tomemos el conjunto de vectores {(2,3), (1, 1)}, si:
a(2,3)+ p(1,1) =(0,0)
entonces2a+pf=0 y 3a+pf=0,dedondea=0 y [=0.

Como los escalares a y [ son ambos iguales a cero entonces estos vectores son
linealmente independientes.

Definicion 1.1.7. Se dice que los vectores vy, V2, , vy, de un espacio vectorial V generan a
V si todo vector de V se puede escribir como combinacion lineal de ellos. Es decir, para todo
v eV, existen escalares a, ay, -, a, tales que:

v=aint+avr+---+a,vy,

Ejemplo 1.1.8. Tomemos los mismos vectores del ejemplo anterior para ver si forman un
conjunto generador.
Tenemos lo siguiente

x(2,3)+y1,1) =(a,b)

de donde,

2x+y=a y 3x+y=b

Resolviendo estas dos ecuaciones obtenemos

x=b—-a y y=-2b+3a

Como x e y estdn definidos para todos los reales a y b los vectores forman un conjunto
generador.
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Definicién 1.1.9. Si B es un conjunto de vectores de un espacio vectorial V, entonces B es
una base para V siy solo si.

i) ElespacioV es generado por B.

ii) B es un conjunto linealmente independiente.
Definicion 1.1.10. Si el espacio vectorial V tiene una base con un numero finito n de
elementos, entonces ladimensiondeV esnyV sedenomina espacio vectorial de dimensiéon

finita. De otra manera, V se denomina espacio vectorial de dimension infinita. Si V = {0},
entonces se dice que V tiene dimensién cero.

Definicion 1.1.11. Sea V un espacio vectorial, el conjunto formado por los vectores que
tienen en la posicion n el elemento uno y en las demds posiciones cero, es un base para el
espacio V, la cual recibe le nombre de base candénica.

Definicion 1.1.12. Una matriz A de m x n, es un arreglo rectangular de mn niuimeros de la
forma

an a2 o a4y o Qin

azy d - azj ot O2p
A=

aip  ap2 - 4y ot Qin

Am1 Am2 = Amj - Amn

Los escalares dispuestos horizontalmente son las filas de A, los dispuesto verticalmente son
las columnas.

Definicion 1.1.13. Sea A una matriz nxn . Unamatriz B, nx n que tiene la siguiente
propiedad

AB=BA=1,
se llama inversa multiplicativa de A. Se notaB = A™*.

Definiciéon 1.1.14. Una matriz A n x n que tiene una inversa multiplicativa, se llama
matriz no singular. Si A no tiene inversa se llama singular.

Definicion 1.1.15. Una matriz B n x n es similar a una matriz A n x n si, y solo si, existe
una matriz no singular P tal que B= P~1 AP.

Notacion 1.1.16. Si T:V — V es un operador lineal sobre V y si A y B son representaciones
matriciales de T pero respecto a bases distintas (posiblemente), entonces B es similar a A.

Definicion 1.1.17. La Traza de una matriz cuadrada An x n, esta definida como la suma
de los elementos de la diagonal principal de A.
es decir,

trtA)=an +axp+...+ay,

donde a;j, representa el elemento que esta en la fila j-ésima y en la columna j-ésima de A.
Simbolicamente:

n
tr(A) =) ajj
=
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CAPITULO 2

TRANSFORMACIONES LINEALES

2.1. Transformaciones Lineales

Definicion 2.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una trasformacioénlineal T deV en
W es una funcién que asigna a cada vector v € V un vector tinico T(v) € W y que satisface,
paracadauyvenV ypara cada escalar a € K,

i) Tu+v)=Tw)+ T(v). (Propiedad aditiva)
ii) T(aV)=aT(v). (Propiedad homogénea)

Ejemplo 2.1.2. Sean V' y W espacios vectorialesy T la aplicacién

T : V—W
v—T()=0
paratodo ve V. T es lineal.
i) T(w1+v2)=0=0+0=T(v1) + T(v2).
ii) T(av)=0=a0=aT(v).
T se denomina la trasformacién cero.

Ejemplo 2.1.3. Sean V' y W espacios vectoriales y una aplicacion

r : V—YV

v — TWw=v
T eslineal. Paratodo v € V, T se denomina la trasformacion identidad.

Definicion 2.1.4. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea T una
transformacion lineal de V en W. El espacio nulo 6 niicleo de T (Nt ) es el conjunto de
todos los vectores v de V tales que

T(v)=0.

19
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Definicion 2.1.5. Si V es de dimension finita, el rango de T es la dimension de la imagen
deT ylanulidadde T es la dimension del espacio nulode T.

Ejemplo 2.1.6. Sean X; = (1,0,0); Xo = (1,1,0); X3=(1,1,1) y
T:R? — R?

una transformacion lineal tal que T(X;) = (-1,0), T(X2) = (2,1), T(X3) = (3,3). Encuentre
T(x,y,z), el nucleo (espacio nulo) y la nulidad de T.

Solucion. Sea X = (x, y, z), despejamos ay, az,y as de la ecuacion vectorial X = a; Xy +ax Xo+
as X3. Esta ecuacion es equivalente al sistema

a+ apx + as

ap + as

a3y = Z

Las soluciones son: ay = x—y, a = y—z, yas = z; entonces, X = (x— ) X1 +(y—2) Xo + 2 X3.
Luego

Tx,y,2)=x-y)(-10+(y-22,1)+23,3)=(-x+3y+2z,y+22)

Ahora
Nr = {xy2):Tkxyy =0}

= {(x,,2): (=x+3y+z,y+2z)=(0,0)}

= {(x,12): y=-2z, ), x=2+3y=2z—-6z=-5z}
Luego

Nty = {(-5z,-2z,2): zeR}
= {z(-5,-2,1); ze R}

la nulidad de T es 1.

2.2. Operadores

Definicion 2.2.1. Dados X,Y espacios vectoriales definidos sobre un campoK , un operador
T:Dc X—Y,sedicelineal si:

(i) El dominio D es un espacio vectorial y el rango R(T) cae sobre un espacio vectorial
sobre el mismo campo de X.

(i) Tx+y) =T+ T Vx,yeD
T(ax) = aT(x) Vxe X, VaelK
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Definicion 2.2.2. Sea V un espacio vectorial definido sobre un campo K, una aplicacion 1
se dice operador Identidad si:

.v — Vv

x — Ix)=x

Nota: El conjunto de funciones diferenciables en el intervalo [a, b] se nota C'[a, b].
C'la,bl ={f | f esdiferenciable en|a, b]}

Definicién 2.2.3. Supongamos que D : C'[0,1] — [0, 1] se define por Df = f' tenemos que
(f+9) =f+g" y (a.f) =a.f sifyg sondiferenciables.
D es lineal y se denomina operador diferencial.

Ejemplo 2.2.4. Sea K un cuerpoy sea V el espacio vectorial de las funciones polinomiales

f deK enk, dado por

f(x):co+c1x+...+ckxk

Paraelcaso (Df)(x) =c;+2cox+...+ kcix*~1. D es una trasformacion lineal de V en V.

Ejemplo 2.2.5. Sea A una matriz con elementos en el cuerpo K. La funcién

T:k™t — g™
x — Tx)=A-x

La funcién U definida por Ua = a A, es una trasformacién lineal de F* en F".

U(a): F"" — F".

Sea P una matriz m x m dada, con elementos en el cuerpo K y sea Q otra matriz n x n dada,
sobre KK, se define una funcién T del espacio K™*" en si mismo por T(A) = PAQ entonces
T es una trasformacion lineal de K" en K", porque:

I.

T(A+B) P(A+B)Q
PAQ+ PBQ

T(A)+T(B)

ii.

T(aA) = PaAQ
a(PAQ)
aT(A).
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Definicion 2.2.6. Sea J: CI0,1] — R definida por

1
Jf = fo fodx.

Puesto que
1 1 1
fo[f(x)+g(x)]dx:f0 f(x)clx+f0 gx)dxy

1 1
f af(x)dx = af fx)dx,
0 0
para funciones f y g continuas ] es lineal; ] se denomina operador integral

Ejemplo 2.2.7. Sea R el cuerpo de los niimeros reales y sea V el espacio de todas las
funciones continuas de R en R. Se define T por,

X
(THHx) =f0 fndz.

T es una transformacion lineal de V en V.
La funcién T f no solo es continua, sino que también tiene primera derivada continua. La
linealidad de la integracion es una de sus propiedades fundamentales.

Observacion 2.2.8. No toda transformacion que parece lineal lo es en realidad.

Ejemplo 2.2.9. Sea T:R — R, definida por
T(x)=2x+3

Entonces la grafica de {(x, T(x)) : x € R}, es una recta en el plano xy; pero T no es lineal
porque

Tx+y)=2(x+y)+3=2x4+2y+3 # 2x+2y+6=02x+3)+2y+3)=Tx)+T(y)

Observacion 2.2.10. Las tnicas transformaciones lineales de R en R son las funciones de
la forma
fx)=mx

para algin namero real m. Asi, entre todas las funciones cuyas gréficas son rectas, las
Unicas que son lineales son aquellas que pasan por el origen.

En élgebra y cdlculo una funcién lineal con dominio R estd definida como una funcién
que tiene la forma f(x) = mx + b. Asi, se puede decir que una funcion lineal es una
trasformacion de R en R si y s6lo si b (la ordenada en el origen) es cero.

Esimportante observar que si T es una trasformacion lineal de V en W, entonces T(0) = 0;
en efecto
T0)=T(0+0)=T(0)+T(), luego T(0)=0
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Teorema 2.2.11. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K, sea
{a1, - ap,} una base ordenada de V. Sean W un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo
K y B1,---, Bn vectores cualesquiera de W . Entonces existe una tinica trasformacion lineal
deT deV en W tal que

Ta]- :ﬁj j= 1,2,...,7’1.

Demostracion. Para demostrar que existe una trasformacion lineal T tal que Ta; = f;
se procede como sigue. Dado a de V, existe una tnica n-tupla (xi,...,x,) tal que a =
xlal +...+xnan.

Para ese vector a se define: Ta = x1 61 +...+ X, 0.

Entonces, T es una correspondencia bien definida que asocia a cada vector @ de V un
vector Ta de W. De la definicion queda claro que Ta; = §; par cada j. Para ver que T es
lineal, sea

ax=x1a1+...+ Xy,

Ca=Ccxi1a1+...+cx,ay,
B=yvia1+...+ypa,

Un elemento de V y sea c cualquier escalar. Entonces:
ca+f=(xi+yDar+...+(cxp+yna,

Luego:
T(ca+P) = (cx1+y)f1+...+(Cxn+yn)Pn

Por otra parte:
n n n
c(Ta)+TP=c) xi+) yifi=)_ (cxi+y)pPi
i=1 i=1 i=1
Asi T(ca+p) = c(Ta)+Tp.SiU esuna transformacionlinealde Ven W conUa; = f, j =
1,2,---,n. Entonces para el vector

n
a=) xa;
i=1

se tiene

n n n
Ua=U) (xia) =) xi(Ua)=) xip
i=1 i=1 i=1
Con lo que U es exactamente la misma correspondencia T que se defini6 antes, lo que
demuestra que la trasformacion lineal T con T'aj = ; es tnica. |

Ejemplo 2.2.12. Los vectores a; = (1,2), a» = (3,4) son linealmente independientes y por
tanto forman una base de R?, como puede verificarse directamente.

De acuerdo con el teorema 2.2.11, existe una tnica trasformacion lineal T de R? en R3 tal
que

T(a1)=(3,2,1), T(az)=(6,54)
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De ser asi se debe poder encontrar T'(e;). Encontrados los escalares cj,c, tales que
€1 = c1a1 + c22, se sabe entonces que T(e;) = c;Ta; + 2 Tas si la combinaciéon lineal
(1,0) = ¢1(1,2) + c2(3,4), entonces ; ¢; + 3¢, = 1y 2¢) +4c, = 0de donde ¢; = -2; ¢, = 1. Con
lo que

T(1,0)=-2(3,2,1)+(6,5,4)=(0,1,2)

2.3. ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Teorema 2.3.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Sean T y U
trasformaciones lineales de V en W. La funcién (T + U) definida por (T + U)(a) = T(a) +
U(a), es una trasformacion lineal de V en W. si c es cualquier elemento de K, la funcion
(cT) definida por:

(c(a) =c(Ta)
es una transformacion lineal de V en W. El conjunto de todas las transformaciones lineales

deV en W , junto con la adicién y la multiplicacion por escalar definidas, es un espacio
vectorial sobre el cuerpo K.

Demostracion. Supongamos que 7'y U son trasformaciones lineales de V en W, entonces:
i)
(T+U)a+p) = T@+p)+Ua+p)
= T@+TP)+U@+U(P)
= [T@+U@]+I[T(P)+UP)]
= [T+Ul(a)+I[T+UI(P).
ii)

(T+U)(ca)

T(ca)+Ul(ca)
c(Ta)+c(Ua)
c(T+U)(a).

Teorema 2.3.2. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Sea T una
trasformacion lineal de V. en W y U una transformacion lineal de W en Z. Entonces la
funcion compuestaUo T definida por (Uo T)(a) = U(T (a)) es una transformacion lineal de
VenZ.

Demostracion. i) (UoT)(a+pB)=UlT(a+PB)]=U[T(@)+T(B)]=UT)(a)+(UT)(B).

ii) (UoT)(ca)=U(cT(a)) =c(UoT)(a).
En lo que sigue consideremos trasformaciones lineales de un espacio vectorial en si
mismo. Como se tendrd a menudo que escribir T es una trasformacion lineal de V en
V, diremos que T es un operador lineal sobre V. |
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Definicion 2.3.3. Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, un operador lineal sobre
V es una transformacion lineal de V en V.

Lema 2.3.4. SeaV un espacio vectorial sobre el cuerpoK, sean U, Ty y T, operadores lineales
sobre 'V, sea c un elemento deK.

. IU=UI=U
. UM +T)=UN+UTy;(T1+T2)U = ThU + TLU;
iii. c(UTY)=(U)T7 =U(cTh).

Demostracion.  i. IU =UI = U; porque I es la funcion idéntica
ii.
Ul(Th + T)l(a) = UNTL+ T)(a)]
= U(hao+Ta)
= U(Tia)+U(Tra)
= (UT)(a)+ (UT)(a).

Asi, UT +T)=UT,+UT,
También,

(T +T)Ul(a) = (Ti1+T2)(Ua)
= (MUao+TLUw)
= (MU)(a)+(TLU)(a)
iii.
clUT) = (cU)Th
U(cTh)

Ejemplo 2.3.5. Si A es una matriz m x n con elementos en F, se tiene la transformacion
lineal T definida por

T(x)=Ax
de F*! en F"*1, si B es una matriz p x m, se tiene la transformacién lineal U de F"*! en
FP*! definida por U(Y) = BY. La composicién UT se define por:
(UT)(x)=U(T(x)) =U(Ax) = B(Ax) = (BA)x
Asi UT es (multiplicacién a la izquierda por el producto de matrices BA).

Ejemplo 2.3.6. Sea K un cuerpo y V el espacio vectorial de todas las funciones
polinomiales de K en K. Sea D el operador diferencial y sea T el operador lineal
(multiplicacion por x). (Tf)(x) = xf(x). Entonces DT # TD, en efecto DT —TD = I el
operador identidad.
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Teorema 2.3.7. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea T una
transformacion lineal de V en W. Si T es inversible, entonces la funcion reciproca T~ es
una transformacion lineal de W sobre V.

Demostracion. Para que T~! sea una transformacién lineal debe cumplir las dos
condiciones de linealidad:

i) T7H(B1+B2) =T LB+ T L(Bo).
i) T7(cB1) =cT™1(B)

Seaa; =T '(B;);i=1,2;estoes, sea a; el inico vector de V, tal que T~ (;) = §;. Como
T eslineal entonces:

L. T(a1+az)=T(a1)+ T(az) = f1+ Po.

2. T(cay) =cT(a;) =cp.
Asi ca; + a; es el inico vector de V que es aplicado por T en c¢f3; + B2 y asi

i) T7'(Br+P2)=ar+az=T"(B1)+ T ' (Ba).

i) T7M(chr) = cay =c(T™1By).
Luego T~! eslineal. [ |
Teorema 2.3.8. Sea T una transformacion de V en W. Entonces T es no singular si, y

solo si, T aplica cada subconjunto linealmente independiente de V sobre un subconjunto
linealmente independiente de W .

Demostracion. Supéngase primero que T es no singular. Sea S un subconjunto
linealmente independiente de V. si ay, -+, ak. son vectores pertenecientes a S, entonces
los vectores Tay, -+, Tak son linealmente independientes, en efecto, si

ci(Tay)+---+ck(Tag)=0

entonces
T(ciay1+---+ckap)=0

y como T es no singular
aay+--+crap=0

De lo que sigue con que cada c; =0, pues S es un conjunto independiente.
Este razonamiento muestra que la imagen de S por T es independiente.

Supongamos que T aplica subconjuntos independientes sobre subconjuntos
independientes. Sea a un vector no nulo de V. Entonces el conjunto S que consta del
solo vector a es independiente.

La imagen de S es el conjunto que consta del solo vector Ta. Por tanto Ta # 0, pues el
conjunto que consta del solo vector nulo es dependiente; lo que muestra que el espacio
nulo de T es el subespacio nulo cero, es decir, T es no singular. |
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Observacion 2.3.9. Una transformacion lineal puede ser no singular sin ser sobreyectiva
y puede ser sobreyectiva sin ser no singular, el ejemplo siguiente ilustra esta situacion.

Ejemplo 2.3.10. Sea K el cuerpo de los numeros complejosy V el espacio de las funciones
polinomiales sobre K. Considérese el operador diferencial D, como D aplica todas las
constantes sobre 0, D es singular; sin embargo, V no es de dimension finita, la imagen
de D es todo V y es posible definir una inversa a la derecha de D. Por ejemplo, si E es el
operador integracion definida:

Cn
(n+1)

Entonces E es un operador lineal en V y DE = I, por otro lado, ED # I, pues ED aplica las
constantes sobre cero.

Si f(x) = 0 para todo x, entonces f = 0. Conlo que T es no singular y es posible hallar una
inversaalaizquierdade T, por ejemplo, si U es la operacién suprimir el término constante
y dividir por x:

xn+1

1
E(co+clx+---+cnxn):c0x+§clx2+---+

Ulcg+ciXx+-+cpx)=c1+Cox+-+cpx" !

Entonces U es un operador linealen Vy UT = I. Pero TU # I, ya que cada funcién en la
imagen de TU estd en la imagen de T, que es el espacio de las funciones polinomiales f
tales que f(0) =0.

Teorema 2.3.11. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre el cuerpo K tal
quedimV =dimW. Si T es una transformacion lineal de V en W, es decir T : V — W las
siguientes las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Tesinversible
ii) Tes no singular
iii) T es sobreyectiva; eso es, la imagen de T es W.

Demostracion. Sea n=dimV = dimW sabemos por definicién que rango (7) = nulidad
(T) =n.

Ahora bien sabemos que T es no singular si, y solo si, la nulidad (T) = 0, y (como n =
dimW) laimagen de T es W si, y solo si, rango (T) = n. Como el rango mas la nulidad
es n, la nulidad es 0 precisamente cuando el rango es n. Por tanto, T es no singular si, y
solo si, T(V) = W. Asj, si rigen las condiciones ii),iii), la otra se cumple tambiény T es
inversible. [ |

2.4. Representaciones matriciales

2.4.1. Representacion de transformaciones por matrices

Cualquier transformacion lineal T : V — W de un espacio vectorial de dimension finita V,
en otro espacio vectorial de dimension finita W, se pude representar por una matriz. La
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representacion matricial de T depende tanto de la base de V como la de W. Sin embargo,
una vez se han escogido un par de bases y se consideren como bases ordenadas, entonces la
representacion matricial estd determinada en forma tinica.

Definicion 2.4.1. Sea B una base ordenada B = {X;, X, ..., X,} una base ordenada para el
espacio vectorial V. El vector coordenado de un vector X de V referido a la base ordenada
de B, es el vector columna
Ca ]
ap
X=| a3

| dn |

donde ay, ay, ..., a, son los escalares determinados en forma tinica y tales que X = a; X; +
a Xy + -+ an,Xy,. Los escalares ay, ay, ... a,. Se llaman las coordenadas de X referidas a la
base B. la notacion [ X]p se usa para denotar el vector coordenado X referido a la base B.

[T1p es la notacion usada para recordar que T es una transformacion que depende de la
base ordenada B.

Teorema 2.4.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpoK y W un espacio
vectorial de dimensién m sobre K. Sea V una base ordenada de V y B' una base ordenada
de W, para cada transformacion lineal T de V en W, existe una matriz m x n, A, cuyos
elementos pertenecen alk, tal que:

[Talp = Ala]p.

Para todo vector a en V. Ademds T — A es una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de todas las transformaciones lineales de V en W y el conjunto de todas las matrices m x n
sobre el cuerpo K.

Ejemplo 2.4.3. Sean
1 1 1

1
Blz X1: 0 ,X2: 1 ,ng 1 y BzZ{lelol,Ygz[
0 0 1

bases ordenadas para R® y R? respectivamente.

Sea T : R® — R? una transformacion lineal tal que:

T(Xl) :2Y1+3Y2, T(Xg) :0Y1+(—1)Y2, T(Xg) =3Y1—4Y2
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Luego,
1 1
T(X) = 2[ 0 +3 1]
_ 2 N 3
B 0 3
_ 5
B 3
1 1
T(Xy) = 0[ 0 +(—1)[ 1 ]
_ 0 -1
1o )T 41
B -1
-1
1 1
T(X3) = 3[0 —4[1]
_ 3 N -4
—lo -4
_ -1
-4

Se expresardn las imégenes de la base B; como combinacion lineal de la base B,

[ 5 1 2

3 =2 1 +3 it luego 3, = 3

2
-1 (1] [ 1 - 0
1 =0 0 +(-1) ut luego 1), —[ 1 ]
b N 2
-1 (1] [ 1 - 3
_4 _3L0_+(_4)k1 , luego 4 Bg-[_4].

Referido a la base ordenada B, se tiene

2 0 3
[T(Xl)]Bz = [ 3 ]) [T(XZ)]BZ = [ 1 ], [T(X3)]Bz = [ _4 ]
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Por lo tanto se forma la matriz

2 0 3
3 -1 -4

] = [[T(XD], T (X2)]B, [T (X3)]p,] = A

Para cualquier vector X de R3, afirmamos que
AlX]p, =[T(X)]p,

Para verificar esto, sea X = x; X + x X» + x3 X3, cualquier vector de R3. Entonces

X1

2x1+0xy +3x3
3X1 - le - 4X3

2 =
3

A[X]Blz[ 2 0 3 ]

3 -1 -4

= =

A continuacién se escribe T'(X) como una combinacién lineal de los vectores en B,. Como
T eslineal, tenemos:

T(X) = x1T(X1)+xT(X2)+x3T(X3)
X1(2Y1 +3Y2) + XZ(OYI +(-1) Yg) + X3(3Y1 —4Y2)
2x1+0x+3x3) Y7 +3Bx1—1x2—-4x3)Y>

Entonces

2x1+0xy+3x3

[T(X)]5, = 3x1— 1X2 — 4x3

= A[X]p,.

Por esta razon se dice que A es la matriz de T referida a las bases By y Bo.

Ejemplo 2.4.4. Sea f: R> — R3 lineal, de la cual se sabe que

f1,2,3) = (6,4,31)
f2,0,1) = (36,12
f0,1,00 = (0,1,2)

Hallar la matriz de f en la base natural.

Solucion.

By ={X1 =(1,2,3), X2 = (2,0,1), X3 =(0,1,0)}

|[F1.23)]5, [£2,0,1], [F0.1,0)],|
[(6,4,31)5,][(3,6,12)5,] [(0,1,2)3,]
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6 1 [ 0 ] 6 6
4 =6| 0 |+4| 1 |+31[ 0], luego | 4 =| 4
31 0 1 31 |, [31
3 1 [ 0 ] 3 3
6 =3|0|+6| 1 |+12| 0 |, luego| 6 =] 6
12 0 [ 1 ] 12 | 12
[ 0 1 0 0 0 0
1]:0[0 +1] 1 [+2 Ol,luego[ll :[1].
| 2 0 0 1 2]y L2

Luego la matriz referida a la base natural es

6 3 0
A=l 4 6 1
31 12 2

Ejemplo 2.4.5. Sea T :R* — R3 una transformacion lineal definida por:

X
X+2y
T(X)=T ;’ | x-3z+w
2y+3z+4w
w
Si B; y By son las bases naturales para R4 y Rg, respectivamente, encuentre

a) A=[T]g,B,.
b) Use A para encontrar a T (X).

Solucion:

a) De la definicion de T se observa que:

(1) 1+2(0) 1
T 0 :[1—3(0)+(0) ]:[1]

0 2(0) +3(0) +4(0) 0

(1) 0+2(1) 2
T 0 :[0—3(0)+(O) ]:[0]

0 2(1) +3(0) +4(0) 2
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8 0+2(0) 0
T 1 =1 1-31)+(0) =] -3
0 2(0)+3(1)+4(0) 3
8 0+2(0) 0
T 0 =] 0-30)+1 =11
1 2(0)+3(0)+4(1) 4
Como [T (E))]p, = T(E)), se tiene.
1 2 0 0
A=|1 0 =3 1 |=[Tlps,
0 2 3 4

b) Como [X]p, =X y [T(X)]p, = T(X). entonces tenemos que:

12 oo1l”*

TX)=AX=|1 0 -3 1 z
02 3 4

w

que coincide con la definicién dada de T.

Definicion 2.4.6. Sean C = {X}, X»,..., X} y C, = {11, Ys,..., Yy} bases ordenadas para el
espacio vectorial V, y sea 1 : V — V la transformacion identidad. La matriz Q = [Ilcc, =
[[X1]c, [[X2]¢,|...|[Xn]c,] se llama la matriz cambio de base de C a C, (porque Q[X]p =
[X]B,).

Teorema 2.4.7. Sea T : V — V un operador lineal sobre V. Sea A la matriz de T referida
a la base ordenada para V,C = {X1,Xo,..., X} si Cy = {1, Y,...,Y,} es cualquier base
ordenada para V entonces:

a) Lamatriz P = [[1]cl[Y2lcl...[[Yalcl para el cambio de base de Cy a C es inversible.
b Pl= (X1l [ X2l ... [[Xnlc,] es la matriz para el cambio de base de C a C .
¢) Lamatriz T referidaaC; esB= P lAP.

Ejemplo 2.4.8. Dada la base C = {E,, E», E3} para R3 yla “nueva” base

1 0 1
C=n=]2], a=| 2|, V3= ’
0 1 0

encuentre

a) La matriz P para el cambio de la nueva base C; ala base C.
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b) Encuentre la matriz P! para el cambio de base de C ala nueva base Cj.

X
c) Usando P!, escriba X = y | como una combinacién lineal de vectores de C'.
z
Solucion
1 01
a) P=[lc,c=I[MlcllY2lclY3lc]l = [V1|Y2|Y3]=] 2 2 0
010
b) Encontramosa P!,
1 01 1] 100
22 0] 010
01 0] 001
(1 0 1 | 1 0 O 10 1] 100
-2 2 -2 ] -2 1 0|—-(01 0 | 0 1
| 01 0] 0 01 02 -2 1] -210
1
10 1] 10 1Loojfo 5 -1
— 1 | 1({—-]101 0 | 0 1
_ _ _ 1
0 2 | 2 1 2 0011 —- 1
por tanto,
1
0o - -1
2
Pl=10 o0 1
1
2
c) P71[X]c =[Xlc. Por tanto,
1 Yy
= -1 Z_z
2 X 2
0 1 yi=1z
1 ! 1 z x-Yiz
2 2
y
] 0 1
:(%—Z) 2 [+z| 2 +(x—%+z) 0
0 | 1 0

2.4.2. Transformaciones lineales asociadas a una matriz

Teorema 2.4.9. Si A y B son matrices n x n tales que B es similar con A, entonces para
cualquier espacio vectorial V, de dimension n existe un operador lineal T : V — V, tal que
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Ay B son representaciones matriciales de T

2.5. Suma, producto y mualtiplos escalares de las
transformaciones lineales

Definicion 2.5.1. Sean T:V — W yS:V — W transformaciones lineales. Lasuma T + S es
la transformacion T + S : V — W definida por (T + S)(X) = T(X) + S(X) para todo X de V.
Si a es un escalar, el multiplo escalar a T es la transformacion aT : V — W, definida por
(aT)(X) =a(T(X)), para todo X de V.

Si T y S son transformaciones lineales con matrices A y B referidas a un par de bases,
demostraremos que la matrizde T+ S es A+ B.

Teorema 2.5.2. Sean T:V — W y S: V — W transformaciones lineales de un espacio
vectorial V de dimension n a un espacio vectorial W de dimension m, y sean C, =
{(X1,X2,....,Xn} y Co = {11, Yn,..., Yy} bases para V'y W respectivamente. Si [T|c,c,= A
=la;ijlimn ¥ [Slcic, = B = [bijlunn, ¥ 1 es un escalar, entonces [T + Slc,c, = A+ By
[I’T]Clcz =rA.

Demostracion. El vector coordenado T'(X;) referido ala base C; es

- a;

P
A= .7

| Amj |
Ademas,
iy
. by
B(j)=1| .

L bmj )
es el vector coordenado de S(X) referido a la base C, entonces
(T+89(X;) = TX;)+S(X))
= (alel+a2jY2+...+aijm)+(b1]—Y1+b2]-Y2+...+bijm)
= (6l1j+b1j)Y1+(6l2j+b2j)Y2+...+(amj+bmj)Ym

Por consiguiente el vector coordenado de (T + S)(X;) es

aj + blj
aj + boj L
= Aj + Bj =laj-ésima columna deA+ B

Como es cierto para j = 1,2,...,n tenemos que la matriz T + S referida a las bases C; y C,
es A+ B. [ |
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Ejemplo 2.5.3. Sean T:R* — R?y S:R* — R? dos transformaciones lineales definidas por

X
xX+2y
Tx)=T||”? ||=] 3y+4z
z
—2xX+5w
w
y
X
2x+y+z+w
sx)=s||? ||=]| y+2z+w
z
2x-3y+4z
w
Para las bases,
1 1 1 1
0 1 1 1
Ci=4X= 0 , Xo = 0 , X3 = 1 , Xg= 1
0 0 0 1
y
1 0 0
CG=y=l0|, =1 rn=|1
0 0 1

a) Muestre que C; y C, son bases paraR* y R,
b) Encuentre A= [Tl¢,c, ¥ B =I[Sl¢,c,-
c) Encuentre [T + Sl¢,c, y demuestre que [T + Sl¢,c, = A+ B.

d) Encuentre [aT]¢, ¢, y demuestre [aT]c,c, = aA.

Solucién
a) Veamos la independencia lineal de C;.
Si
0 1 1 1 1 a1+ A2+ a3+ ay
10 _ 0 1 1 Ll | azt+as+ay
0= 0 = 0 + Qs 0 + as 1 + a4 1 = Qs+ ay
0 0 0 0 1 ay

Luegoas =0, deaqui as3+ay=0 nosllevaaque a3z =0, delhechoqueas+as+as=0
nos conduce aque a; =0 ,ypuestoque a;+ax+az+as=0 setieneque a;=0.
Porlo tanto C; eslinealmente independiente.

Ahora veamos que C; genera a R*

Si

+y +2z

o O O =
S O =
[
QU O T Q
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entonces

X+y+z+w=a
y+z+w=>b
z+w=c
w=d

de donde
w=d; z=c—d ; y=b—(c—d)—-d=b-c;y

x=a-w-z-y=a-d-(c-d)—(b-c)=a-b

Veamos ahora la independencia lineal de C;

Si,
0 1 1 1 a
OZ[OIZCH O|+ax| 1 |+as| 1 |=]| ax+as
0 0 0 1 as

Luego a3=0 ; deaqui az+a3=0 nosllevaaque ay=0, Yy porudltimo,tenemos
que a; =0.
Por lo tanto C; es linealmente independiente.

Veamos que C, genera a R3

1 0 a
x| 0 1 |{=|D»
0 1 c
Entonces
z=c ; y=b—-z=b—-c ; x=a

De lo anterior se logra concluir que C; y C, son bases.

+2

0
+y| 1
0

b) Las columnas de la matriz A son los vectores coordenados de T(Xj),
T(Xy), T(X3), T(X,) referidos a la base C;. De la definiciéon de T, se tiene las columnas
de la matriz A son los vectores coordenados de T(X;), T(X5), T(X3), T(Xy)

referidos a la base C,. De la definicién de T, se tiene

(1) [ 1+2(0) 1 [ 1]
TX)=T| , |=|30+40 |=
[ -2(D)+50) | [ -2 ]
L 0 p
i [ 1+2(1) 1 [ 3)
TX)=T| , |=|30+40 |=] 3
0 | 2 +50) | | -2 |
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1 1+2(1) 3
TX3)=T| 1 |=|3(1)+4(Q1) = 7
0 -2(1)+5(0) -2
i 1+2(1) 3
T(Xy)=T 1= 3(1) +4(1) =17
1 —-2(1)+5() 3
Luego:
1 a
T(Xy)= 0 = V1+aYo+asYs= ar + ds
-2 as
de donde
l=a;; 0=ax+azy —2=as
asique
a=1;,,a0=2y a3 =-2
luego
1
T(X;) = 0 =11 +2Y,-2Y;
-2
Similarmente
3 a;
T(X5) = 3 = h+aYo+azYs= ap + as
-2 as
de donde
3=a1;;3=ax+azy —2=a3
asique
d1:3; ,a2:5y d3:—2
luego
3
T(X5) = 3 =3Y, +5Y, -2Y;
-2
Ademas:
3 a;
T(X3) = 7 = aqah+wYo+asYs=| ar+as
-2 as




2.5. SUMA, PRODUCTO Y MULTIPLOS ESCALARES DE LAS TRANSFORMACIONES
38 LINEALES

De donde

3=ay; a2+a3:7ya3:—2

Por lo tanto
=3, az3=-2ya=9

luego
3
T(X3) = 7 =3Y +9Y, -2Y;
-2
Por consiguiente
3 a;
TXy)=|7 | =a11+aYo+a3Y;= ar + as
3 as

De donde

a=3;, ax+az3=7yaz=3

Por lo tanto,
a) =3, a2:4ya3:3

luego
3
TXy)=|7 | =3Y1+4Y,+3Y;
3
entonces,
1 3 3 3
A= 2 5 9 4
-2 -2 -2 3

de igual forma las columnas de B se obtienen resolviendo,

ay 2
S(Xq) = ap + as = 0
as 2
a1 3
S(Xz) = ap + as = 1

as -1
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S(X3) =

w W
——

ay
ap + as
as

S(Xy) =

Il
———
w =
[ '

Asi que
S(X1)=2Y1—2Y2+2Y3 ; S(X2)23Y1+2Y2—Y3
S(X3)=4Y1+0Y2+3Y3 ; S(X4):5Y1+Y2+3Y3
de donde
2 3 45
B=] -2 2 01
2 -1 3 3

c) Paraencontrar [T + Slc, ¢, necesitamos los vectores coordenados de (T + S)(Xj),
(T+8)(X2),(T+S)(X3) y (T+95)(Xy) referidos ala base Cy pero (T +S)(X;) = T(X;) +S(X;)
y esto implica que

(T +S)(X)c, = T(X)lc, + [S(XD]c,

Entonces cada columna de [T + Sl¢,c, es la suma de las correspondientes columnas de
[T]C1C2y[S]C1C2'

1 3 3 3 2 3 45 3 6 7 8
[T+ Slc,c,=A+B= 2 5 9 4|+ -2 2 01|=10 7 9 5
-2 =2 -2 3 -2 -1 3 3 0 -3 16

d) Para encontrar la matrizde a T, debemos encontrar los vectores coordenados de a T'(X;)
referidos a la base C,. pero aT(X;) = a(T(X;)) y esto implica [aT(X;)]¢c, = a[T(X;)]c,. Por
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tanto, cada columna de [aT]c, ¢, es a-veces la correspondientes columna de [a T]c, c,. De
donde

la 3a 3a 3a
[aT]c,c, = 20 S5a a 4a |=aA
-2a -2a -2a 3«

Ejemplo 2.5.4. Sea P, = {P: P(x) son polinomios de grado < n}
Definamos:
T - P2 - P1
p—q

donde p(x) =a+bx+cx* , qx)=(a-3c)+b+2a)x , y

S : P,—P
p—r

donde p(x) = a+bx+cx* y r(x)=Q2a+b)+cx.SiCr={fi(x) =1, o(x) = x, f3(x) = x°} y
Co =1{g1(x) =1, g2(x) = x} son bases para P, y P; respectivamente,

a) Encuentre [T]c,c,

b) Encuentre [S]c,c,

¢) Encuentre [T + Sl¢,c, y observe que [T + Sl¢,¢, = [Tlc, ¢, + [Slc, ;-

d) Encuentre [rT]c,c, y muestre que [r T]c,c, = r[T]c, c,-

Solucion
Veamos que efectivamente C; y C, son bases,

Veamos la independencia lineal:
(a1 fitazfo+asfz)(x)=0x)=0
luego,

a1 fi(xX) + a2 fo(x) + s fz(x) =0

de donde
a1 (1) + az(x) + a3(x*) =0

Asi que a; = az = a3 = 0 Ahora veamos que los elementos de C; generan a P,, sea
ve P, entonces v(x)=a+bx+ cx’=a-(1)+b-(x)+c-(x?) asi que {1, x, x2} genera
p,.
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Veamos que C,, es linealmente independiente.

(@181 +a282)(x) =0(x)=0

luego,
a181(x)+azge(x) =0
de donde
ai(1)+ax(x)=0
Asique ay = a2 =0.
Veamos que los elementos de C, generan a P, sea v € P;, entonces v(x) =a+bx=
a-(1)+b-(x), asi que {1, x,} genera a todo P;.

De lo anterior se concluye que C; y C son bases.

a) [Tl e, = UT(GIT (6T (f)]e,]

T:Py — Py;
a+bx+cx* — (a-3c)+(b+2a)x
— (1-30)+0+2(1)x=14+2x=1-14+2-x
x — (0-30)+0+20)x=x=0-1+1-x
¥ — (0-31)+0+20)x=-3=-3-1+0-x

Luego la matriz asociada a la transformacion T es :

[T]:[l 0 —3]

21 0

b) [Slc ¢, = IS IS(f2)16I1S(f3)]c,]

S:Pp, — P
a+bx+cx* — (2a+Db)+cx
— (2MN)+0)+0)x=2=2-1+0-x
— 2O)+D+0x=1=1-1+0-x

¥ — (200+0)0+DWx=x=0-1+1-x

Luego la matriz asociada a la transformacion S es :

[S] =

210
0 01

0 [T+Sleic, = (T + ) (e, (T + (e, (T + ) (f3)]c,]

[T+S]:P, — P
a+bx+cx? — (a-30)+bh+2a)x+(2a+b)+cx
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= (Ba-3c+b)+(b+2a+0)x
— (B(1)-30)+0)+0O+2(1)+0)x=3+2x=3-1+2-x
— (BO)-30)+D+(1+20+0)x=14+x=1-14+1-x
2 — (B(0)-3(1)+0)+0+20)+1)x=-3+x=-3-1+1-x

Luego la matriz asociada a la transformacion [T + S] es :
31—3] 1+2 0+1 -3+0 _[10—3

[T+ S] =
[T]+[S]

+

21 1 2+0 1+0 0+1 21 0 0 01

210]

d) [rTlec, = rT(WIIrT(f2)lc1lr T(fs)lc,]

(rT]:P, — Py
a+bx+cx? — (a-30)+b+2a)x
r — (rr-0+0+2r))x=r+2rx=r-1+42r-x
rx — 0-30N+F+20)x=rx=0-1+r-x
rx> — (0-3(N)+0+20)x=-3r=-3r-1+0-x

Luego la matriz asociada a la transformacion r[7T] es :

1 0 -3

2 1 0 :r[T]C1C2

[rT]:[ r 0 -3r ]:r

2r r 0

Ejemplo 2.5.5. Sea T : P, — Ps la transformacion lineal definida por:

T(a+bx+cx®)=(a+bx+cx®)+(a+b+c)x>.

Supongamos que las bases de P, y P3 sean C; = {1,x,x’} vy C = {1,x,x%, x5
respectivamente, entonces:
T:P, — Pg
a+bx+cx? — (a+bx+cx®)+(a+b+o)x’
— A+Ox+Ox)+1+0+0)x°=1+x>=1-140-x+0- x> +1-x°
— O+Mx+Ox)+O0+1+0)x°=x+x>=0-1+1-x+0- x*+1-x°
¥ — 0+0)x+Dx)+0+0+D)x°=x*+x>=0-1+0-x+1-x*+1-x°

Luego la matriz asociada a la transformacion 7 es :

[(T]=

—_—_ 0 O =
— O = O
—-_— 0 O

Definicién 2.5.6. SiS:V — W y T : W — U son transformaciones lineales, definimos la
compuesta como la transformacion ToS:V — U, donde (T o S)(X) = T(S(X)) para todo X
deV.
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Teorema 2.5.7. SiS: V — W y T : W — U son transformaciones lineales, entonces
ToS:V — Wes una transformacion lineal.

Demostracion. Se debe ver que,
) (ToS)(X+Y)=(ToS)(X)+(ToS)(Y)
ii) (To8)(aX)=a((ToS)(X))
Sean X y Y vectores de V y sea a un escalar. Entonces
(ToS)(X+Y)=T(S(X+Y)) (definicibn de T o S)
=T(SX)+S(Y)) (por ser S lineal)
=T(S(X)+ T(S(Y)) (por ser T lineal)
=(ToS)(X)+(ToS)(Y) (pordefinicionde ToS)

Por lo tanto,
(ToS)Y(X+Y)=(ToS)(X)+(ToS)(Y).
ii)

(ToS)(aX)=T(S(aX)) (Definicién de T o S)
=T(aS(X)). (por ser S lineal)
=a(T(s(X)). (Por ser T lineal)

=a((ToS)(X)) (aplicando la definicién de T o S).
Entonces (T o S)(aX) = a((T o S)(X)). |

Ejemplo 2.5.8. Si S:R* —R® y T:R®— R? son transformaciones lineales definidas por

x xX+2y X
2x +
S Y l=] x-2 y Ty |= Yy
z 3y+4z
w w+2z z

Entonces T o S:R* — R?. Sean C; y C, las bases naturales de R*, R® y R? respectivamente.

X

i) Encuentre (T o S) Z

w

ii) Encuentre [S]c,c,[Tlc,c, Y [T o Slc,c,
X

iii) Use [T o Sl¢,c, para calcular (T o S) z

w

iv) Calcule la matriz producto [T]¢,c,[S]c,c,-
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Solucién:
xX+2y
' ~ B N Rx+2y)+(x—2) 3x+4y—z
) (ToeS)(X)=TESX)N=T i+2z 3(x—2) +4(w +22)) 3x+5z+4w

i) = [Slg =I[S(ED]c, I[S(ED)]c, [[S(E3)]c, [[S(Edlc, ]

(1) 1+2(0) 1
| 0 ‘ 0+2(0) 0
(1) 0+2(1) 2
[S(E2)lc, = o |~ [ 0-0 ] = [ 0 ]
| 0 ‘ 0+2(0) 0
8 0+2(0) 0
[S(E3)lc, = 1= 0-1 = -1
| 0 ‘ +2(1) 2
8 0+2(0) 0
| 1 ‘ 0+2(0) 1
luego

o onnN
|
N — O

1
[Slc, = [[S(ED]c, I[IS(E2) ¢, IIS(E3)]c, |IS(Edlc,] = [ 1
0

-0 O
——

= [Tlcc, = [TEDIGIT (B2, [T (E3)lc,]

S

B 2(1)+0 2

TlEilc,=T 0 [ 3(0) +4(0) [ 0 ]
0

2(0)+1 1

TlE2lc, =T é [mn+um [3]

S 8 2(0)+0 0

3lc X 3(0) +4(1) 4

luego
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210]

mqgﬂwwmgwwm@w@w@:[034

» [ToSl¢ ¢, =[(ToS(ED]c,II(T o S)(E2)

—_—

G| (T 0 8)(E3)], (T 0 S)(Ed)]c,]

1 1
0 0 L
[(ToS)EVIc, = (TS| o [=T|S|, :T( 0])
0 0 0
_[21+1] |3
| 31 |7 [3
ARG
[(ToS)(Exlc, = (ToS) o|=T S 0 :T( 0 )
0 0 0
[ 22+0 ] _[4
3-044-0 | |0
: 8 :
(ToS)(Elc, = (ToS)| | [=T|S| [ ||=T]] !
0 0 2

B 2.0-1 [ -1
- 3.(-1)+4-2 | 5

[(ToS)(Edlc, (ToS§)

-0 O O

luego

[T o Slc,c, = [[(T o SYED]G, (T 0 S)(E2)]c, [ [(T 0 S)(Es)]c, (T 0 S)(Ea)lc,]

|3 4 -10
‘[3 0 5 4]
iii)
(To8)(X) = UTo8)(X)]cz2=[ToS)c c,(X)]
X
34 -10 y | | 3x+4y—-2z
[3 0 5 4 z | | 3x+5z+4w
w
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210
0 3 4

iv) [T] C1C [S] GG =

O =
- O O

34 -1 0
]:[3 0 5 4]:[T°S]C1C2

2.6. Funcionales Lineales

Definicion 2.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Una funcional lineal en V
es una transformacion lineal V — K.

Ejemplo 2.6.2. Sea ¢:R* — R, definida
¢= :\/§x1—5x2+x4

Veamos que ¢ es una funcional lineal.

Solucién
i)
X1 1
. X2 y2
Si x= =
X3 vy 3
X4 Ya
entonces,
X1 W4l X1+0N
X2 V2 X2+ )2
x+y) = + =
Plx+y) ¢ X3 V3 ¢ X3+ Y3
X4 Va X4+ Y4
= V3(x + Y1) =5(x2 + y2) + (X4 + y4)
= (V3x;—5xp+ x4) + (\/§J/1 —5Y2+ ya)
X1 1
X2 J2
= +
¢ X3 ¢ V3
X4 Ya
ii)
X1 CcX1
_ X2 _ CX2
Plcx)=¢|c X3 =¢ cxs

X4 CXy
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=V3(cx1) = 5(cx2) + (€x4)
:c(\/§x1 —5X9 + X4)

X1

X2

X3

X4

:C(/)

Aqui usamos las definiciones de las operaciones lineales en R* y las propiedades de
las operaciones aritméticas en R.

Ejemplo 2.6.3. Sea ¢ :R> — R
Definida:
o=

Veamos que ¢ no es un funcional lineal.

X1

) = 5x1 - 7x1x2

Solucién
Es suficiente mostrar con algiun ejemplo que no se cumple cualquiera de las dos
propiedades: la aditiva o la homogénea. En este ejemplo no se cumple ninguna de estas.

Mostremos que no se cumple la propiedad aditiva.
Sean

Entonces
2
xX+y= [ 3 ] ; O(x+y)=5-2-7-2-3=10—-42=-32.

Por otrolado, p(x) =-2 y ¢(y)=-9 luego ¢(x)+¢p(y)=-2-9=-11.

Tampoco se cumple la propiedad homogénea.

1
Seanc=10 y x= 1 entonces,
10
cx = 10 ; ¢Plex)=5-10-7-10-10=50-700=-650

Por otro lado, ¢p(x) = -2 ; cp(x) =10(—2) = —20, asi que ninguna de las dos propiedades
se cumplen.

Ejemplo 2.6.4 (Ejemplo traza de matrices). El funcional ¢r : M,([K) — K se define
mediante la siguiente regla:

n
tr(A) = Z ajj.
j=1
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Veamos que la traza cumple con las propiedades aditiva y homogénea:
n

n
i) tr(A+B)= (ajj+bjj):
j=1

n
ajj+ Z bjj =tr(A) +tr(b)
j=1 j=1

J

n
ii) tr(cA)= (cajj)=c
=1 j

n
ajj =ctr(A)
=1

Ejemplo 2.6.5 (Funcional de evaluacién de polinomios en un punto ). Sea ¢ € C un punto
fijo, en el espacio P, (C) de polinomios de grado < ny coeficientes complejos.
Se define el funcional de evaluacién en el punto c, asi:

eval.(ag+a1x+--+a,x") = (ag+ajc+--+a,c"?

La expresion (ag + ajc+...+ a,c’) se denota por f(c). Asi que

evalc(f) = f(c); VfePy.

Efectivamente si
fle)=ap+ajc+...+a,c"

ge)=Po+Pic+...+Ppc"
entonces
i)
eval (f+g) = (f+g)(c) = f(c) + g(c) =eval.f +eval.g
ii)
eval.(rf)=(rf)(c)=rf(c)=reval.f.
Ejemplo 2.6.6. Se demostraré que el siguiente funcional
¢:Py(C) — C
f— 5fED+8f' @)

es lineal.
Se sabe que paratodo pe C

i)
f+p=fp+gp) (NHp)=cf(p)
ii)

F+" W =f"0+g"®x (N =cf"x)

Por lo tanto
i)

G(f+8)=5(f+(=71+8(f+8)"(2)
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=5(f(=7)+g(=7)+8(f"(2) +g"(2))
=G6f=n+8f"(2)+(5g(-7)+8g"(2)
=N+ d(8)

ii)

Gbf)=5bf)(=7)+8(bf)"(2)
=5bf(-7)+8bf"(2)
=bG5f(-7+8f"(2)
=bp(f).
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CAPITULO 3

L OTROS EJEMPLOS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

3.1. Otros ejemplos de Transformaciones Lineales

A continuacién veremos mas ejemplos de transformaciones lineales.

X1

):

Ejemplo 3.1.1. Probar que la aplicacién T : R> — R?> tal que T(x) = T(

2x1
X1+ Xo

es lineal.
Solucion:

enR’yaeR.

X1 X2
Sean x = =
[ N ]yy [ Y2

i)

T(x+y):T( x| | x ) _ X1+ X2
N Y2 yi+y2
[ 200+ 1)
| xR+ (n+y2) ]
[ 2x+2x
a kx1+x2+y1+y2}
_ [ 2x1 ZX2
T atn X2+ Vo ]
= 7[5 el ]
N Y2
= T)+Ty)
ii)
T(oc(x)):T(a 1 ) = &
h4! ay

51
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a(2xy)
a(xy +y1)
2x1
o

ar |

aT(x)

X1
4!

xX=y

no es una
xX+2

Ejemplo 3.1.2. Verificar que la aplicacién T :R?> — R? con T ([ ;C/ ]) )

transformacion lineal.

Solucion:

Para ver que una aplicacién no es lineal basta con verificar que al menos una de las
condiciones no se cumple para elementos particulares del espacio sobre el que esta

definida. En este caso particular, tomemos por ejemploa=2 y v =

1
3

Entonces,

T(av)

Il
~
[\

—_—
w =
—_—
~——

Il
~
N

Il
|
NN

al(v) = 2T ;]

Es decir, en este caso particular, T'(av) # aT (v), por lo que la transformacion no es lineal.

Ejemplo 3.1.3. Determine sila aplicaciéon L: P3 — P, definida por

L(agx3 + a2x2 +a1x+ap) = a2x2 + ay
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es 0 no una transformacion lineal .
Sean

P(x) = a3x® + apx*> + a1 x + ag € Ps
Q(X) = ngs + b2x2 + b1x+ bo € P3, y keR.

Entonces,

i) LIP()+Q)] = L[(asx®+ axx*+ arx+ ag) + (b3x> + bax* + by x + by)|

= L((az+b3)x® + (@ + by)x* + (a1 + by) x + (ap + by)]
= (ap+by)x*+ag+by
= (@x® + ag) + (bx? + by)
= Llasx® + ax X’ + ay x + ap) + L(b3x> + by x? + by x + by)
= L[P(x)]+L[QX)]

i) Likp(x)] = L[k(azx®+axx*+a1x+ap)]
= [L(tkaz)x® + (kap) x* + (kay) x + (kap))]
= [kax* + kay) = k[a»x* + ag]
= k[La3x® + axx* + a1 x + ap)|
= Kk[L(P(x)].

Asi que L es lineal.

Ejemplo 3.1.4. Dadalabase B = ([ i ] , [

)de R2 dete;rminar T( ; 4
)l | ol )| o]

€ R%2 como combinacién lineal de los

) siendo

T : R?> — R3 una transformacion lineal tal que T(

Solucién: Primero escribiremos al vector

elementos de la base B.
Es decir,

X 1

y

=a +b

1
-1
dedonde x=a+b y y=a-b.Despejando a y b en términosde x,y en el sistema
anterior se obtiene que :

de la siguiente forma:

. e | X
Asi podemos escribir [
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Por lo tanto

)= G )

[ 3x-y
= X+y
[ —X+Y

Ejemplo 3.1.5. Sea M,,» — P», una transformacioén lineal tal que

1 0])_ 01])_ 0 0)\_ 2 00])_
(PR R (Y B B
. a b 1 -1
Determinar T ( c d )ycalcular T ([ 1 2 D
Solucién:
Tenemos que :
a b 1 0 01 00 0 0
T( c d]) = T(“[o 0]”9[0 0] 1 0" 0 1])
10 01 00 00
= aT( 0 0])+bT( 0 0 )+cT 1 0o )+dT([O 1])
= al®+x)+bx+1)+cx*-1)+d(Q)
= (a+o)x*+(a+b)x+b—-c+2d
Luego:

T([ i _; ])=(1+1)x2+(1—1)x—1—1+2(2):2x2+2=2(x2+1)

Ejemplo 3.1.6. Sea la transformacién lineal T : R® — R? definida por

_| Xty
| 3x—-z
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Dadas las bases

-3

2
yUs=| 4
3

e[ 1] o[ )

Obtener [T] C1GC

Solucion: Como [T]¢,c, = [T(U1)]c, [T (U2)]c, T (Us)]c, entonces,

i)
3 ]_ 4da; +3ay
1 1=

2
T(Ul) - [ a) + ay

1

4
1

] :a1Y1+a2Y2:a1

de donde
2=4m+3a, y l=a1+ay.

Por lo tanto
a=-1 y a=2

luego
2
TU,) = [ 1 ] =-1Y1+2Y, =-Y; +2Y,
ii)
_ -3 _ _ da;+3ay
T(Uz)—[ ~10 ] = ai+taY,= L+ a
De donde
-3=4a1+3a, y -10=a;+ay.
Por lo tanto
ay =27 'y ax;=-37.
Luego
-3
T(U,) = [ _10 ] =27Y1-37Y,
iii)
_ 6 _ _ da; +3ay
T(Us)—[ 3 ]— a1+aY>= ay + dp ]

De donde
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6=4a1+3a, y 3=a1+ay.

Por lo tanto,
a=-3 y a=6.

Luego
6
T(Us) = [ 3 ] =-3Y,+6Y,
entonces,
-1 27 -3
Mae=1 5 37 ¢ ]

Ejemplo 3.1.7. Sea (K = Q)

a+2b a+b
3a -b

tal que a,beK}

y sean

a. Demuestre que B = {X;, X»} esunabasede V .

b. Determine yp: V — K2,

c. Sea X =

-1 0
3 1)
Encuentre ( si existen ) by, b, € K tales que X = (by, b2) .

11 3 2
d. SeanYl_[3 0],1/2_[3 ]
de V.

ysea B’ = {Y1, Y»}. Demuestre que B’ es una base

e. Determine la matriz Mgp'.

f. Si X =(2,5)p, encuentre las coordenadas de X en la base B'.
g. Si X =(—1,4)p, encuentre las coordenadas de X en la base B.
h. Si X =(-2,3)p, encuentrea Y € V talque Y = (-2,3)p.

i. Determine yp : V — K2

Solucion:

[

. 1. Veamos que son linealmente independientes.

ool

+
0 0 ale ang



3.1. OTROS EJEMPLOS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

57

N IS U O D -
- 3o “lo -1
_ a1 +2ax a;+as
B 30(1 -

Luego,
a1=0, y ax =0.

Lo cual significa que {Xj, X»} es un conjunto linealmente independiente.
ii. Veamos que B generaa V.

Si
a1 +2a, a;t+ar a+2b a+b
3a; —a» | 3a -b
Se tieneque @y =a, y as=b, asi que
a+2b a+b _ a a 2b b
3a -b | 3a 0 0 -b
1 1 2 1
= 43 0]”9[0 —1]
= aXi+bXs.
Lo cual significa { X7, X»} generaa V.
b.
vp(X) = yplaXi+axXy)
= amyp(X1)+ ayp(X2) = (a1, az).
-1 0 _ _ 1 1 2 1 _ b1 +2bs b1+ by
C. [ 3 1 —b1X1+b2X2—b1[ 3 0 + bo 0 —1 ]—[ 3b, —by

Dedonde -b,=1, y 3b;=3.Porlotanto by =1y bp=-1.

d. i. Veamos que son linealmente independientes.

8 8] = am1+arY»
_ al[ 11 ras 3 2]
3 0 3 -1
a;+3as a;+2as
3a;+3ay —Q2

Dedondea, =0 y a; =0.
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ii. Ahoraveamos que B’ generaa V.

Dado ;1;—2[) a_+bb € V, vamos a escribir a este elemento como combinacién
linealde Y} y Yo.
Es decir,
a+2b a+b | _ B 11 3 2| | a1+3ax a;+2ap
3a _p |Tahit@l=an) g, taz) g —1]‘ 3a13ay -
De aquise tienequea,=b y azx=a-b.
Por lo tanto
a+2b a+b 11 3 2
3a b ‘(“_b)[z; 0]+b[3 —1]

Lo cual significa que {Y1, Y»} generaa V.

. Dado que B = {X},X>} vy B’ = {Y;, Y,}. Tratemos de expresar a X; y X como

combinacién lineal de Y7 y Y».
De Xj=a,Y;+a,Y, obtenemos,

11
30

deaqui a2,=0y a;=1.
Por lo tanto

a;+3as a;+2ar
3a;+3as —Qa2

Xi1=Y1=1-Y1+0-Y,.

De X, =a;Y;+ asY, obtenemos,
2 1]

0 -1 |

Deaqui ax=1vy a;=-1.
Asique

a;+3ar a)+2a:
3a;+3ay —Q2

Xo=-1-Y1+1-Y,.

Por lo tanto la matriz cambio de base

X=2,5p = 2X3+5X

|
\S)
W
O
+
)]
SN
|
—
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- laolto 5]

12 7
6 -5
Ahora escribiremos a X en la base B'.
12 7
6 _5 aYi+arYs
1 4 3 2
YGilg o |T% 3 1
_ a;+3ay a+2ar
- 3a;+3as —Q2

dedonde a,=5 y a;=-3,porlo tanto

X=2,5p=-3Y1+5Y,=(-3,5)p

X=(-1L4)p = -1Y;+4Y,
11 3 2
= fa o]l o)

- [Z )+

Ahora,

11 7
[9 _4] = a1 Xi+a2Xy

1 2 1
30 0 -1

a+2ay a;+as
3@1 —a

= +as

dedondea; =3 y a»=4,luego

X= (—1,4)37 =3X1+4X2= (3,4)3

X=(=23)p

-2Y1+3Y,

=343 ]
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_[2 2,9 s
B -6 0 9 -3
(7 4
B 3 -3
Ahora,
! 4 = -2X;+3X,
3 -3 |,
1 1 2 1
- _2[3 0|3 o —1]
_[-2 -2].[8 3
B -6 0 0 -3
~ [ 4 1
-6 —3_B
i.
vp(Y) = ypl@aYr1+axY)

a1yp (Y1) + axyp (Y2) = (a1, az)
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