Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

MARCOS DE SUBESPACIOS EN
ESPACIOS CON METRICA
INDEFINIDA

Andres Cruz Andrade

Neiva, Huila
2014




Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

MARCOS DE SUBESPACIOS EN
ESPACIOS CON METRICA
INDEFINIDA

Trabajo presentado como requisito de grado
para optar al titulo de licenciado en matemdticas

Andres Cruz Andrade
2009179269

Asesor:
Msc.Osmin Ferrer Villar

Neiva, Huila
2014




Nota de Aceptacion

Jefe de Programa

Director

Segundo Lector

Neiva, Febrero de 2014






AGRADECIMIENTOS

Debido a la gran importancia que tiene para mi la cualidad de ser agradecido, no quiero dejar de
nombrar a nadie en esta parte. Por eso agradezco a todo aquel que no pueda nombrar aqui.

Gracias a Dios protector, a mi madre Jaqueline Andrade quien es mi guia en la vida, por ser todo
de mi y también por darme la oportunidad de cruzar en mi vida a personas que con su carisma,
sencillez, amabilidad y sinceridad le dieron luz al camino para llegar a cumplir éste suefio. Al Msc.
Osmin Ferrer Villar, el cual mds que un asesor es un gran amigo, por ser ejemplo para mi como
persona e investigador, que no dudé de mis capacidades para llegar a este punto. A mi hermana
B. Leandra Cruz, una mujer espléndida, amiga, una guerrera que me tendi6 su mano y fue factor
fundamental para mi proceso de pregrado. A Lina M. Ninco cuyo apoyo fue indispensable para
hacer realidad este proyecto. A mi hermano, quien es mi compafiero de lucha, mi compadre del
alma, que a pesar de las dificultades y los tropiezos me di6 la fortaleza y la esperanza para que
pudiera cumplir el suefio de ser licenciado en matemadticas. A mi abuela querida, bella y hermosa
Amelia Peralta por su sacrificio y por su fé puesta en mi. A mi padre Otoniel Cruz quien fue el
que coloco la primera piedra para construir este camino que se ha forjado por trabajo sudor y
lagrimas. A mis grandes amigos por su apoyo incondicional, a los profesores de mi Univesidad
Surcolombiana quienes con su paciencia para conmigo plantaron en mi el deseo de ser parte de
una comunidad muy especial, la cual es ser investigador en matemdticas de alto nivel.






INDICE GENERAL

OBJETIVOS 11
1. PRELIMINARES 15
1.1. Espacios Vectoriales . . . . . . . . . .. . . . i e 15
1.2. Subespacios . . . . . . . .. e e e 16
1.3. IndependenciaLineal . ... .. ... ... ... .. ... e 17
1.4. Conjunto Generador . . . . . . . . . . i ittt e e e e e e e 17
1.5. BaseyDimension . . . . . . . . ... e e e 18
1.6. Espacio MEtrico . . . . . . . . . . i e e e 18
1.7. Espacios Normados. . . . . . . . . . ottt e e e e e 19
1.8. Espacio con ProductoInterno. . . . ... .. ... .. ... .. 20
1.9. Sucesiones convergentesy sucesionesdeCauchy . . . ... .. ... ... ........ 22
1.10.Espaciosde Hilbert . . . . . . . . . . . . e 24
1.11.Teoria de operadoreslineales . . . . . . . ... .. .. ... . 24
1.12.PSeudoinversas . . . . . . o o v it e e e e e e e e e 30
1.13.Sucesionde Bessel . . . . . . . .. L 31
1.14.Bases Ortonormales . . . . . . . . . ... . e 32
1.15.Basesde Riesz . . . . . . . . ... 34

2. TEORIA DE MARCOS 37
2.1. Propiedades Bdsicas . . . . . . . ... ... e 37

3. Espacios con métrica indefinida. 47
3.1. Espacios con Métricalndefinida. . . . .. .. ... ... ... ... ... . o ... 47
3.2. Vectores positivos, Negativos Y NEULTI0S. . . . . . . v v v v v v v e et e e 48
3.3. Ortogonalidad. . .. .. .. ... . ... e 51
3.4. Operadores lineales en espacios con métrica indefinida . . ... ... ... ....... 54

4. MARCOS DE SUBESPACIOS EN ESPACIOS CON METRICA INDEFINIDA 63
4.1. Proyecciones Completas . . . . . . . . . ... 63
4.2. Espaciosde Hilbertcon W -métrica . . . . ... ... ... ... 66
4.3. Marcosde Subespacios . .. ... ... .. 67
4.3.1. Marcos de Subespacios en EspaciosdeHilbert . ... ............... 67

4.3.2. Marcos de Subespacios en EspaciosdeKrein. . . . ... ... ........... 67



INDICE GENERAL

4.4. Marcos de Subespacios en espacios de Hilbert con W -métrica . . . .. .........
4.4.1. Marcos de Subespacios en Espacios de Krein Regulares . ... ..........
4.4.2. Marcos de Subespacios en Espacio de Kreinsingular . . . .. ........... 71



INTRODUCCION

gel estudio de espacios con producto interno uno de los conceptos més importantes es
el de base ortonormal. Este concepto permite que cada elemento en el espacio sea escrito como
“combinacién lineal” de los elementos de la base ortonormal, pero algunas de las condiciones
para que una familia de elementos en el espacio con producto interno sea base ortonormal es
muy restrictiva, por ejemplo la dependencia lineal y, a veces, la ortogonalidad respecto a un
producto escalar lo cual es dificil y casi imposible de probar en muchos casos. Los marcos se
vuelven una herramienta mas flexible que las bases. Un marco para un espacio con producto
escalar permite que cada elemento en el espacio se puede escribir como “combinacién lineal” de
elementos en el marco, pero laindependencia lineal y ortogonalidad entre los elementos del marco
son condiciones que no son necesarias. Intuitivamente se puede pensar en los marcos como una
base “generalizada’, pero estos tiene mas elementos.

Los marcos aparecieron por primera vez en 1952 en el trabajo Una Clase de Series de Fourier no
armonicas, de R. J. Duffin y Schaeffer A.C. [16]. En este articulo los marcos se utiliza como una
herramienta en el estudio de las serie de Fourier no arménicas, y 30 afios después, en 1986, 1.,
Grossmann A., Meyer, Y. en su trabajo llamado Painless nonorthogonal expansions [2], los marcos
se utilizan para buscar las expansiones en series de funciones en L, (R) similar a la expansién en
serie utilizando bases ortonormal. En los tiltimos afios la teoria de marcos en el espacio de Hilbert
se ha desarrollado rdpidamente debido al desarrollo de nuevas aplicaciones ([1], [10],[11],[14] ).

En [4], [17], [18] considerando en un espacio de Hilbert una 7 -métrica, se obtiene un espacio
de Krein. Cuando las propiedades de operador de Gram W (0 € (W), 0 € p(W)) resultado en
dos tipos de espacios de Krein, regulares (0 € p(W)) y singular (0 € o (W)). Asi que los marcos son
considerados sobre espacios de Krein por Kevin Esmeral, Ferrer Osmin, Elmar Wagner ([7],) yJ. L.
Giribet, A. Maestripieri, E Martinez Peria y P Massey, [5], donde se muestran algunas equivalencias
cuando se considera sobre espacios de Hilbert.
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OBJETIVOS

Objetivos Generales

= Estudiar algunos referentes histéricos que muestran la aparicion de la teoria de marcos en
espacios de Hilbert.

» Analizar la definicién de marcos de subespacios en espacios de Hilbert y espacios de Krein
con W -métrica.

= Estudiar el comportamiento de los marcos de subespacios cuando el operador autoadjunto
W no esté acotado.

Objetivos Especificos

= Analizar que todo espacio de Hilbert con 7/-métrica tiene una descomposicién en dicho
espacio.

= Analizar como se puede transferir marcos de subespacios en espacios de Krein a marcos de
subespacios en espacios de Hilbert y viceversa.

11
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JUSTIFICACION

oy en dia se puede observar que aunque la transformaciones de Fourier ha sido una
herramienta importante en el andlisis de mds de un siglo, tiene una seria carencia de anélisis de
sefiales, en el sentido de que oculta en sus fases informacién sobre el momento de emision y la
duracién de la sefial. Lo que se necesitaba era localizar una representacién tiempo-frecuencia
que se encontrara mediante una informacién codificada en ella. En 1994, D. Gabor llena este
vacio y formula un enfoque fundamental para la descomposicion de sefiales en términos de
sefales elementales. El enfoque de Gabor se convirtié rdpidamente en un paradigma para el
andlisis espectral asociado con métodos tiempo-frecuencia. Hoy en dia, las ideas de Gabor atn se
encuentran en el centro de la gran cantidad de aplicaciones de marcos Gabor (Weyl-Heisenbers).

Los Marcos para espacios de Hilbert fueron definidos formalmente por Duffin y Schaeffer [16],
en 1952 ellos estudian algunos problemas profundos en las series de Fourier no arménica.
Basicamente, Duffin y Schaeffer resumieron la nocién fundamental de Gabor para estudiar el
procesamiento de sefiales. Las ideas de Duffin y Schaeffer al llegar no parecieron generar mucho
interés por las series de Fourier no armoénica, sin embargo Daubechies, Grossmann y Meyer [2]
en 1986 jugaron un papel histérico en esta teoria. Después de este trabajo innovador, la teoria de
los marcos comenzé a ser estudiada méds ampliamente, aunque no en la medida del desarrollo
extremadamente rdpido de las ondas.

Tradicionalmente, los marcos se han utilizado en el proceso de comprimir datos, procesamiento
sefales, procesamiento de imagenes y la teoria del muestreo. Hoy en dia, cada vez mds se estan
encontrando usos para la teoria de marcos como la 6ptica, filtros, localizacién de senales, asi
como el estudio de los espacios Besov, en teoria espacio de Banach etc. En el otro sentido,
potentes herramientas como la teoria de operadores y la teoria de espacios de Banach, se estdan
introduciendo al estudio de los marcos dando resultados profundos en la teoria de marcos. En este
mismo momento, la teoria estd empezando a crecer rdpidamente con una gran cantidad de gente
nueva incursionando en el drea.

Una de las cosas buenas acerca de la teoria de marcos, es el hecho de que grandes porciones de esta
teoria atiin no han sido desarrolladas, como marcos para espacios de Hilbert de dimensién finita,
marcos wavelet etc. Ademds, muchas de las areas extensamente desarrolladas, como marcos Weyl-
Heisenberg y marcos exponenciales, atin tienen muchas preguntas abiertas fundamentales para

13
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retar a cualquiera, como la clasificacién completa de marcos Weyl-Heisenberg o la clasificacion de
los marcos exponenciales.



CAPITULO 1

‘ PRELIMINARES

% capitulo comienza con algunas observaciones sobre espacios vectoriales. Luego se
introducen la nocion de espacio métrico, espacio normados, espacio con producto interno, espacios
de Hilbert y por tiltimo algo de la teoria de operadores.

1.1. Espacios Vectoriales

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial \ # @, sobre un campolK R o C) esta formado junto con
dos operaciones +, -, la primera binaria+:V xV —V y lasegunda-: K xV — V y que satisface
las siguientes propiedades.

Propiedades de la Suma
1S. Paratodo x e y de V, x+ y es un elemento de V.
2S. Paratodo xe yde V, x+ y = y + x. (La suma de vectores es conmutativa).
3S. Paratodo x,y,zdeV, (x+ y) + 2= x + (y + 2). (La suma de vectores es asociativa).

4S. Existe un vector s en V tal que para cualquier x de V, x+s = s+ x = x. (s es el elemento
identidad para la operacion llamada suma).

58. Para todo vector x de V existe un vector y en V tal que x+ y = y+ x = 5. (y es un inverso
aditivo del vector x).

Propiedades de la Multiplicacién Escalar

6M. Paratodo reK y VxeV, rxeV.

7M. Para todo par de escalares, r,w e K y cualquier x de V, (rw)x=r(wx) = w(rx).
8M. Para todo par r,welK y cualquier x de V, (r + w)x=rx+ wx.

9M. Para todo r e K y dos vectores cualquiera x e y de V, r(x+y)=rx+ry.

10M. Paratodo x deV, 1x = x, donde 1 es el nimero real 1 o el nimero complejo 1 + 0i.

15
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1.2. SUBESPACIOS

Teorema 1.1.2. (a) Seansys' elementos del espacio vectorial V y ambos satisfacen la propiedad

48, entonces s = s'. De ahora en adelante el elemento identidad de V' lo indicaremos 0.

(b) Si x estd en el espacio vectorial V y siy ey’ son inversos aditivos de x como en la propiedad

58, entonces y = y', al inverso de x lo indicaremos con —x.

(c) En un espacio vectorial V, existe un vector P tal que xP = P para todo x € K es el elemento

identidad de V.

(d) En un espacio vectorialV, el escalar —1 multiplicado por el vector x es el inverso aditivo de x.

En simbolos, (-1)x=—-x

(e) En un espacio vectorial V, el escalar a multiplicado por el elemento identidad de V, es el

elemento identidad de V. En simbolos, a0 = 0.

(f) En un espacio vectorialV, sirx=0yr #0, entonces x = 0.

Demostracion.  (a) Supongamos que sy s’ son identidades de un espacio vectorial V. por la

(b)

(©

(d)

(e)

)

1.2.

propiedad 4S tenemos que s es el elemento identidad para la operacién suma, es decir,
s'+s=s+s' =" Pero s también es una identidad para V; entonces s+ s =s'+s=s

Supongamos que y e y’ son inversos aditivos de un vector x.
Tenemos y=y+s=y+(x+)y)=(+x)+y =s+y =y, enefecto, y =y

Por la demostracion de (a) se tiene que la identidad aditiva de un vector x es tnica y la
notaremos por 0 y se llamara el vector nulo. De igual manera por la demostracién de (b)
se obtiene que el inverso aditivo de un vector x es inico y se denota por —x, y se llamara el
vector inverso de x.

Por la propiedad 5S y (b) tenemos que y + (—y) = 0 luego 0x = (y + (—y))x; ahora por la
propiedad 8M obtenemos (y+ (-y))x = yx+ (- y)x = yx + (—yx) concluyendo de nuevo por
la propiedad 58 que yx + (—yx) =0, en efecto 0x =0

Por la demostracion de (b) tenemos que el inverso aditivo del vector x en V es —x y por la
proposiciéon 10M se tiene que la igualdad —1x = —x se cumple.

Por la propiedad 9M tenemos un escalar a y dos vectores x y su inverso —x en V, entonces
a(x+(—x)) = ax+a(—x) = ax+(—ax). Por la propiedad 58 obtenemos ax+ (—ax) =0, luego
aplicando de nuevo las propiedades 9M y 58 podemos concluir

ax+(—ax)=a(x+(—x))=a0=0
Dadorx=0y r #0, entonces x =1-x, luego x = r~1rx, lo cual es iguala x = rlrx), de

este modo x =r"10 y por (e) podemos concluir que x = 0.
[ |

Subespacios

Definicién 1.2.1. SeaV un espacio vectorial sobre un cuerpolK R oC) y sea W un subconjunto deV
no vacio. Se dice que W es un subespacio siy solo si W con las operaciones de suma y multiplicacion
por un escalar definidas enV es en si mismo un espacio vectorial.
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En forma superficial parece que para determinar si W esun subespacio fuera necesario comprobar
si las 10 propiedades 1S-5S y 6M-10M se cumplen. Sin embargo, como lo establece el siguiente
teorema solo es necesario verificar las propiedades 1S y 6M, siempre y cuando W no sea vacio.

Teorema 1.2.2. Si(V,+,-) es un espacio vectorialy W es un subconjunto no vacio deV, entonces W
es un subespacio de V si:

(i) ParatodoxeydeW, x+ yestaenW.

(ii) Paratodor e K yparatodoxen W, rx éstaen W.

Reciprocamente, si W es un subespacio deV, (i) y (ii) se cumplen.

Demostracién. Usando como hipotesis a (i), para dos vector x e y cualquiera de W, x + y esta en
W. Atin mds, x + y estd determinado en forma tnica en W debido a que la suma estd determinada
de forma tinica en V. Entonces, la propiedad 1S se cumple.

Dado dos vectores x e y de W, los vectores w e y estdn en Vy por lo tanto x+ y = y+ x. Entonces, la
propiedad 2S se cumple para W. Se dice que W hereda la propiedad 2S de W. En forma semejante,
W hereda la propiedad 3S de V.

Como W no es vacio, se puede escoger un vector x; de W. De acuerdo a la hipétesis (ii), (—1)x;
debe estar en W. por el teorema 1.1.2 (d), se tiene (—1)x; = —x1, que es el inverso aditivo de x;.

Usando la hipétesis (i) vemos que la suma de dos vectores cualquiera de W estd en W y, en
particular, x; + (-1)x; =0 estd en W. Como x+0 = 0+ x = x para cualquier vector x de V, entonces
x+0=x =0+ x también es cierto para todos los vectores de W, y queda verificada la propiedad 4S
para W.

Para cualquier vector x de W se tiene por la hipétesis (ii), que (—1)x = —x estd en W. De donde, la
propiedad 5S se cumple.

Por la hipotesis (i7), para cualquier vector x de W y cualquier escalar r de K tenemos que rx estd
en W. Dado que el vector rx estd determinado en forma tnica en V, también lo estd en W por
tanto, la propiedad 6M se cumple. Las propiedades 7M-10M son propiedades que W hereda de V.
De donde, W es un subespacio de V.

|

1.3. Independencia Lineal

Definicién 1.3.1. Sea V un espacio vectorial y {x1, x,..., Xn} un conjunto no vacio de vectores deV,
es linealmente independiente si y solo si, para todos los escalares 11,72,...,75, SI 11X1 +T2Xo +...+
rnxp=0entoncesri=rp=...=r,=0.

1.4. Conjunto Generador

Definicién 1.4.1. Sean V un espacio vectorial y M = {x1,Xy,...,X,} un subconjunto de V, el
subespacio de todas las combinaciones lineales de M se llama el subespacio generado por M y se
denota gen (M).
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1.5. BaseyDimension

Definicién 1.5.1. Sea V un espacio vectorial y B un conjunto de vectores de un espacio vectorial V,
entonces B es una base para V siy solo si

(i) Elespacio V es generado por B
(ii) B es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 1.5.2. Sea V un espacio vectorial, la dimension de V es el niimero de elementos que
tiene una base de V.

Definicién 1.5.3 (Sobreyectiva). La aplicacién A de S en T se dice que es sobreyectiva sobre T si
dado t € T cualquiera, siempre existe un elemento s € S tal que t = A(s).

Si llamamos al conjunto AS = {x €T :x=A(s) paraalgin s € S} la imagen de S bajo A, entonces A
es sobreyectiva si la imagen se S bajo A es todo T

Definicién 1.5.4 (Inyectiva). Una aplicacion ¢ de S en T se dice que es una aplicacion inyectiva si
elementos distintos de S tienen imdgenes distintas en T. En otras palabras si ¢(s) = ¢(s*), entonces
s = s* o equivalentementesi s # s* entonces @(s) # @(s*)

Lema 1.5.5 (Biyectiva). La aplicacién o : S — T es una correspondencia biyectiva entre S y T si y
sélo si existe una aplicacion u: T — S talque ooy y poo son las aplicaciones identidad sobre S y
T, respectivamente.

1.6. Espacio Métrico

Definicién 1.6.1. Sea X un conjunto no vacio, una aplicacién d : X x X — R, se dice una métrica (o
una distancia) si para todo x, y, z € X se satisface:

d)) dx,y)=0 © x=y

dy) d(x,y)=d(y,x); Vx,y€ X (Simetria)

ds3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z); Vx,y,z€ X (Desigualdad Triangular)
Al par (X,d) se le llama espacio métrico. La métrica d representa la distancia entre los
puntos x e y.
Observacion 1.6.2. A partir de la definicién 1.6.1 de la métrica tomando en ds), z = x se tiene:

0=dx,x)=dx,y)+dy,x)=dx,y)+dx,y)=2d(x,y)

porlotantod(x,y)=0 V x,yeX.

Definicién 1.6.3. Sea (X, d) un espacio métrico, ae X yr >0, el conjunto
Bx(a,r):={xe X: d(a,x)<r}

recibe el nombre de bola abierta, con centroen a y radior.
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Definicién 1.6.4. Sea (X,d) un espacio métrico, y A c X no vacio, se dice que A es un conjunto
abierto si:
VxeA 3dry talque B(x,ry) C A.

Definicién 1.6.5. Sea X cR y acR. Entonces a es un punto adherente de X siy solo si, existe una
sucesion {x,}nen en X tal que nlim Xp=a
—00

Definicién 1.6.6. Sea X c R. La clausura de X (X), se define como
X:={aeR/aes punto adherente de X}

Definicién 1.6.7. Sea (X,d) un espacio métricoy W < X. Se dice que W es cerrado si su
complemento, W¢ = X\ W, es un conjunto abiertoen X.

Proposicién 1.6.8. Sea (X,d) un espacio métrico. W c X es cerrado siy sélosiW = W.
Definicién 1.6.9. Sea (X, d) un espacio métrico, Ac X se llama denso en X, si A=X.

Definicién 1.6.10. Un conjunto E se llamard numerable siy sélo si es equipotente con el conjunto
de los ntimeros naturales N, es decir, cuando existe una biyecciéonde N a ‘E.

Definicién 1.6.11. Un espacio métrico (X, d), es separable, si existe D c X , denso y numerable.

1.7. Espacios Normados.

Definicién 1.7.1. Sea V un espacio vectorial sobre K (donde K denota R 6 C), una funcion
I-1:V— K sedice que es una norma en 'V, si satisface:

N) llvl=0; VveV

N) [v|=0= v =0

Ns) rvii=Irilvi;rek, VveV
Ny [v+wl=slvl+lwl; Vo,weV

La asignacion de || - | se conoce como norma. Al par (V, | - ||) se le llama espacio normado.

Proposicion 1.7.2. En todo espacio normado (V,| -|), se puede introducir una meétrica
d: X x X — R dada por:
dx,y)=llx-yl

la cual es llamada métrica inducida por la norma.

Demostracién. d,) d(x,y)=0,luego || x—y [|=0, entonces se tiene que x—y =0 (Por N,). Por lo
tanto x = y. Reciprocamentesix =y, x—y=0yd(x,y) =0.

d>)

d(x,y)

[x=yl=l-Dy-=x)I=I-1ly—=x| (Por N3)
ly—xl=d(yx)
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d3)
dx,y) = llx=yl=lx-y+z-zl=lx-2)+z-y) |
< lx-zl+lz-yl (PorNy)
< d(x,2)+d(z,y).

Definicién 1.7.3. SeaV un espacio vectorial. Dos normas || - |1 y || - |2 sobreV se dicen equivalentes,
si existen dos constantes a, b > 0 tales que

alxlh=lxllz=bllxl, VxeV

6 en forma equivalente

a< X2 oy evo.

(B}

Definicién 1.7.4. SeaV un espacio vectorial sobre un campolX (R 6 C) la aplicacion
9: XxX—-K
se llama forma sesquilineal, si satisface:
@ 9x,y)=9(,x) VxyeX
i) I(x,y+2)=9(x,)+0(x,2) Vx,yzeX
(i) 9(x,Ay) =A0(x,y) Vx,yeX, LeK

1.8. Espacio con Producto Interno.
Definicién 1.8.1. SeaV un espacio vectorial sobre un campolk (R 6 C) la aplicacion
G VxV—IK

es llamada producto interno o producto escalar, en X , si para todo x,y,z X y todo a € K se
satisface:

Py) (x+y,2)={x,2)+(y,2) (Linealidad con respecto a la primera componente)
Py) (ax,y)=alx,y) (Conjugado lineal con respecto a la primera componente)
P3) (x,y) = (y,x) (Simetria Hermitiana).

Py) (x,x)=0; (x,x)=0sx=0 (Nonegatividad)

Alpar (V,{,-)) selellama espacio producto interno y lo notaremos como (V,:,)).

Las tres primeras condiciones son conocidas como sesquilinealidad, y la cuarta es llamada no
negativa. De este modo, un producto interno es una forma sesquilineal no negativa.

Proposicion 1.8.2. Sea V un espacio vectorial sobre K y (-,-) : VxV — K una funcién producto
interno, entonces
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i) (-,-) eslineal con respecto a la segunda componente.

Sean x,y,z €V, entonces

(X, y+2)=(y+2,X) =y, x) + {2, X) =(), X) + {2, X) ={x, y) + (X, 2)

ii) Conjugado lineal con respecto al segundo factor.

Sean x,y,zeV ya €K, entonces

(x,ay) ={ay,x)=al{y,x) =a{y,x)=alx,y)

iii) (x,0) = (x,0+0) = (x,0) +(x,0), por lo tanto{x,0) =0, Vx eV

Lema 1.8.3 (Desigualdad de Cauchy Schwarz ). Sean (X, {(:,-)) un espacio producto interno y

X,y €V, entonces se tiene

1<, )1 < (x, 002y, 172

Demostracién. Si y =0, entonces se tiene (x,0) =0, y la igualdad se verifica.
Sea y # 0, para cada escalar a se tiene

Os{x—ay,x—ay)={(x,x—ay)—{ay,x—ay)=(x,x) —(x,ay) —{ay,x) +{ay,ay)
= (X, x) —a(x, y) — aly, x) + @a(y, y) = (x, x) —a(x, y) — a [{y, x) = a(y, )]

Como y # 0 podremos tomar o = %, con lo cual (y, x) —a@(y, y) = 0, y entonces,
2 2
0<(x,x)— 20 (x,7) = (x,x) — [x )l , luego [x p) <(x,X)
»y »y »y

1x, Y12 < (x, X)(y, y), por lo tanto [(x, y)| < (x, x)!/?(y, !/

Definicién 1.8.4. [Suma Directa] SeanV un espacio vectorial, S y ‘P subespacios deV. Se dice que
V es la suma directade S y ‘P denotada porV =S &P, sicada v enV puede ser expresado de
forma tinica como suma de un elementose€ S y otro peP.

Definicién 1.8.5. Sea (X, :,-)) un espacio producto interno, los vectores x,y € X son ortogonales si
(x,y)=0, locualsenotax L y.

Proposiciéon 1.8.6. Sea (X,(-,-)) un espacio producto interno sobre un campo K la relacion de
ortogonalidad cumple lo siguiente:

i). xLy, siysolosi, yLx (simetria).
ii). 0 L x para todo x en X.
iii). x Lz, y 1z, entonces(ax+py) Lz paratodo a,pekK.

iv). xLx siysolosix=0
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Definicién 1.8.7. Sea (X, (:,-)) un espacio producto interno. Dado M c X, el conjunto
Mt ={veXx:viMf={veX:(v,m=0(meM)

se llama Complemento Ortogonal de M, al conjunto notado por M*.
Notacion 1.8.8. Cuando (r,s) = 0 para todo s € S escribiremos (r, S) = 0.

Proposicién 1.8.9. En un espacio producto interno (X, (-,-)) se puede inducir una norma

-1 : X — R dada por
xll = v/ {x,x)

La cual es llamada norma asociada al producto interno.

Demostracién. Sean x,y € X, a € K

Ny) I xll=v/(x,x)=0 (Por Py).
N2)  lxl=0—[xl=V(xx)=0— (x,x)=0——x=0.  (PorPy).
N3)  llaxl=v<ax,ax) = Va(x,ax) = Vaa(x x) = laly/(x,x) =al | x|
Ny) ||x+y||2=(x+y,x+y)=(x,x+y>+(y,x+y)=(x,x>+(x,y>+(y,x)+(y,y)
= (%, %) + (X, ) + (5, )+ y) =l x| +2Rex, )+ | y P
=[x * +2Kx, )1+ 1 y 117
<|l x|I? +2<x,x>“2(y, y)“2+ |y I?> (Por Lema 1.8.3)
=lxl®+20x iyl +1yl?
= xll+ 1y

Asique, [x+yl<lxl+1yl
[ |

De acuerdo con las Proposiciones 1.7.2 y 1.8.9, también se puede inducir una métrica dada por

ax,y)=lx-yl=v{&x-yx-y

Definicién 1.8.10. Sea (X, (-,-)) un espacio producto interno, la pareja (X, | - ||) recibe el nombre de
espacio pre-Hilbert, donde || - || es la norma asociada al producto interno (-,-).

Proposiciéon 1.8.11. Sia;, ay,...,a, y by, by,..., b, son niimeros reales cualquiera, entonces

n 2 n 2(n 2
(Z aib,-) S( ai) (Z bl‘) (1.1)
i=1 i=1 i=1

1.9. Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy

Definicién 1.9.1. Sea (X,d) un espacio métrico, la sucesion {x,}nen de puntos de X, se dice
convergente a x Si
Ve>0,3dKeN/sin=zK —d(x,,x) <&

Definicién 1.9.2. Sea (X, d) un espacio métrico, una sucesion {x,}nen es de Cauchy, si

Ve>0,dKeN/ myn=K— d(x,,xy,) <€
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Definicién 1.9.3. Un espacio métrico (X,d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy en X
converge a un elemento de X.

Proposicion 1.9.4. Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.
Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico completo y M < X cerrado. Tenemos {x,}}., una

sucesion de Cauchy en M. Luego, tambien es sucesién de Cauchy en X. Por tanto, converge a un
punto x € X. Como M es cerrado, entonces x € M,y {x,};_, converge a x en M. |

Observacién 1.9.5. Tenga en cuenta, que la desigualdad triangular opuesta se cumple en un
espacio normado X:

=yl =1l -1yl Vxyev (1.2

Demostracién. Sean x,y € X, entonces | x|l = || (x—y) + yl < [x— yll + | x|, asi
lxl =Nyl =lx=yl (1.3)
Ademds, [lyll = | (—x+x)+yl =l (y — x)+xll < ly—xl+lIx] = lx—yl+lx]l, luego Iyl < lx—yl+xIl,

de este modo tenemos — || x|| + |yl < lx -yl por lo tanto
Ixll=lyl=-llx=yl (1.4)

De (1.3) y (1.4) se tiene —||lx — yll < x|l — |yl < llx — yll, de lo cual se concluye |||x|| - ||y||’ <lx-yl
|

Definicién 1.9.6. Sea p € R con p = 1, se define ¢ (C) como

oP(C) = {xz EPRyI €Ty, Y |<fj|"<oo}
Jj=1

una métrica para ¢€P(C) es

. 1/p
d(x,y) = (Z |éj—n,~|p)
j=1

donde x = (¢ j) jen, ¥ = () jen, Se tiene que (¢P,d) es un espacio métrico.

Definicién 1.9.7. Notaremos por ¢*° el conjunto de todas las sucesiones de niimeros complejos,

020 ={x/x= (&) jen;s; €C}

tal que para todo j = 1,2,---se tiene|{j|<c, con c€R

d(x,y)=supl¢j—njl; x=1{¢j}jen, ¥ =10} jen.
JeN
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1.10. Espacios de Hilbert

Definicién 1.10.1. Se dird que un espacio con producto interno (X, :,-)) es un espacio de Hilbert, si
el espacio métrico (X, d) es completo con respecto a la métrica inducida por el producto interno.

Notacién 1.10.2. De ahora en adelante, H representard un espacio de Hilbert.

Proposicién 1.10.3 (Conjunto Total). Sea H un espacio de Hilbert y M < H con M # @. Se verifica
que M es totalen H, siy solo si, M+ = {0}.

Demostracién. Sea S el subespacio cerrado generado por M. Entonces M+ =St y H = S& S*.
Por lo tanto, # = S, si y solo si, M+ = S+ = {0}. [ |

Definicién 1.10.4. Sea (V,|-|l) un espacio normado con F c V. Es total en V, si el subespacio
generado por F es densoen V.

1.11. Teoria de operadores lineales

Definicién 1.11.1. Una aplicacién ‘T entre dos espacios vectoriales X,Y definidos sobre un mismo
campo K, se denomina operador. Este operador ‘T se dice que es lineal si:

(i) Eldominio D c X es un espacio vectorial.

(i) Tx+y) =TX)+Ty) Vx,yeD
T(ax) = aT(x) VxeX, VaekK

Notacién 1.11.2. Indicaremos como .Z (X, Y) al conjunto de todos los operadores lineales de X en
Y.Esdecir, Z(X,Y)={7:X — Y /T esunoperador lineal}. Si X = Y escribiremos simplemente
Z(X).

Definiciéon 1.11.3. Sean H un espacio de Hilbert y T € £ (H) se reconocerdn los siguientes
subconjuntos asociados a T

x ker(T)={xeH : Tx=0} esel espacio nulo 6 niicleo de T .
* Rang(T)=1{Tx : x€ H}, es el rango 6 imagen de T
Observacién 1.11.4. ker(7) # @¢. En efecto: 7(0) =7 (0-0) =0-7(0) =0, entonces 0 € ker(7).

Proposicion 1.11.5. Sea H un espacio de Hilbert, T € £ (), entonces ker(T) es un subespacio de

H.

Demostracion. Sean u, v € ker(7), a un escalar. Luego:
Tu+v) = Tw+7TwW)=0+0=0
porlo tanto (u+ v) € ker(7).
Tau) = aZw=a-0=0

Porlo tanto (au) € ker(7). Asi, ker(7) es un subespacio de # . [ |
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Definicién 1.11.6. Sean (X, || -I), (Y, - |I) espacios normadosy ‘T : X — Y un operador lineal, si
dceR" talque|| T(x)|ly <cll xlx, Yx€ X, sedicequeT es un operador acotado.

Notacién 1.11.7. Con #A(X, Y) se denota al conjunto de los operadores lineales acotados de X en
Y. En caso de que X =Y, entonces se escribe £ (X).

Luego si 7 € #(X,Y) entonces existe ¢ € R*, tal que

T (x)
|Tx) lly<sclxllx entonces wSc con x#0
Xlx

Por lo tanto el subconjunto de R

W:{nfr(x) ||Y,x¢0}
1x1x

es distinto de vacio y acotado superiormente por c, asi que, existe el sup(W), el cual se notard || 7 |.

Definicién 1.11.8. Sea T € #A(X,Y), el conjunto

I T”:S”p{ I 7(x) Iy x;éo}

Ixlx

recibe el nombre de norma del operador ‘T .

Definicién 1.11.9. Dado V un espacio vectorial sobre el campo K, f:V — K, se dice que es un
funcional lineal continuo si:

@) fx+y) = f)+fy Vx,yeV
(ii) flax) = af(x) VxeV, Vaek

Definicién 1.11.10. EIl espacio E' de todos los funcionales lineales continuos sobre un espacio
normado (E, || - 1) se denomina espacio dual de ‘E .

Observacion 1.11.11. La norma de la Proposicién 1.8.9 (con K (R o C) y |-lk =1-|) provee
efectivamente a £’ de la estructura de un espacio normado.

Teorema 1.11.12 (Teorema de Representacion Fréchet-Riesz). Si f es un funcional lineal continuo
en un espacio de Hilbert H , entonces existe un tinico vector y € H que representaa f, en el sentido
de que f(x) ={(x,y) conx,y € H.

Demostracion. Sea fe H' y sea ker(f) un subespacio de #. siker(f) =%, entonces f=0y
se toma y=0. Si ker(f) # #, existe un zeker(f)l tal que f(z) =1. Ahora, para cada xe€ H
se tiene x— f(x)z € ker(f); y como ze€ker(f)*, necesariamente

0=(x—f(x)z,2) = (x,2) — (f(X)2,2) = (x,2) - [(X)(2,2) = (x,2) — f(0)]| 2l|*, asi que

f(x) = lzll7%(x, z) = (x, ]zl 722) = (x,y), donde y = |zl|"2z es independientemente de x. Esto
prueba la afirmacién de existencia.

Para establecer la unicidad, basta observar que si {x, y) = (x, w) para todo x € # en particular sera
y—w L y—w conlo que tenemos y = w. |
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Teorema 1.11.13 (Teorema de Representacion de Riesz). Si H 1 y H, son espacios de Hilbert y
T :9H 1 — H, esunoperador lineal acotado, la formula

o7 (x,y) = <Tx,y> (1.5)

define una forma sesquilineal acotada, tal que T estd determinado unicamente por ¢ y tiene
norma

logl =17l (1.6)

Reciprocamente, dada una forma sesquilineal acotada @ en H 1 x H 5, existe un tinico operador lineal
T:H1— Hy tal que p = ¢ ; ademds

lol=logl=ITI (1.7)

Demostracion. Para probar la primera parte, se comienza observando que ¢ es trivialmente
sesquilineal.
Sea x,y € #; con |x| <1, |yl <1. Entonces ’<‘Ix,y>| < ”‘Z‘x”” y ” < ”‘T” . ” X ||” y ” < ”‘T”
Por lo tanto,

s=sup{|(Txy)|:Ixl <1, IyI<1f< 7]

Inversamente, Sea x,y € A con ||x| <1, ||yl < 1. Entonces |<x, ‘Ty>| = |<‘Tx, y>| < s. Fijamos

X, z— |<z, T x>| es un funcional lineal continuo sobre # 1, de norma |7 x||. Por lo tanto, tomando

el supremo en y encontrando que [|'7 x|l < s. Tomando ahora el supremo en x se puede concluir
que [T < s,y conello que ||T] = s.

Reciprocamente, dado x € #{; el problema consiste en definir 7x € #, tal que ¢ = ¢. Al tal fin,

consideremos el funcional lineal f; definido sobre #» mediante f;(y) = ¢ (x,y) Vy € #,. Este
fx es continuo, con || fcll < ¢l - |l x |I. El Teorema 1.11.12 proporciona un unico z € H, tal
que fx(y) =,z) Yye H, y |Ifxll =1 z |l. Definiendo z = 7 x se cumple que (y,Tx) = fr(y) =
¢(x,y) YyeH, o, equivalentemente, (T x,y) =¢(x,y) Yye H,.

La aplicacion T : H | — H , asi definida es lineal, ya que para u,ve H, y A, u€ K se verifica

<‘Z'(/1u+pv),y> =pAu+pvy)=22p(w,y)+ue (v,y) =MTu,y)+ w(Tv,y)
=ATu,y) +uTv,yy=ATu+uTvy) VyeH,.

Ademas, |Tx|l =l z Il =l fxll < lel -l x], de modo que 7 es continuo y su norma no excede a | ¢||.
puesto que ¢ = ¢ se infiere de la primera parte (1.7).

La establecer la unicidad de 7, supongamos que S : #, — H, es otra aplicacion satisfaciendo
(Sx,¥) =@ (x,y) y por (1.5) se obtiene (Sx,y) = ¢ (x,y) =(Tx,y),conx€ H; y y€ H,. Entonces
(Sx—Tx,yy=0conx€eH, y ye H,,yparticularizando y = Sx—Tx € H , con x € H  se concluye
que S=7. [ ]

Definicién 1.11.14. Sea T € L (), se dice que T es inyectivo si T(vi) = T(v2) implica
V=9, Yu,ve€H

Definicién 1.11.15. Sea ‘T € £ (H), si Rang(T) = H se dice que T es sobreyectivo.

Definicién 1.11.16. Sea T € £ (H) se dice que T es invertible si cumple:
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i) T esinyectivo
ii) T es sobreyectivo

En tal caso, se tiene que existe Q € L (H) de maneraque TQ=Q T =1 4 dicho operador es tinico
y se notapor T~

Definicién 1.11.17. Sea T € £ (H). Existe un tnico operador lineal T, € L (H) tal que
(Tx,y)={x,T1y) para todo x, y en H . Dicho operador se le llama el adjunto de T y se nota como
T*. Porlo tanto (Tx,y) ={x,T*y). Ademds, | T*|| =T

Proposicién 1.11.18. Sean #1,H , espacios de Hilbert sobre el campo K. S,T : H, — H,, son
operadores lineales y A € IK se cumple que:

D. {T*y,x)=(y,Tx) VxeH, yeH,
ii). AT =AT*
iip). (S+7)* =8"+T"

iv), T**=T

v. I T*TI=1T*T| =T

vi). T*T =0si,ysolosi, T=0

Demostracién. La propiedad (i) es consecuencia inmediata de la Definicién 1.11.17. En efecto:

(Tyx)=(xT"y)=(Txy)=(yTx).

La Proposicion (ii) se da por la Definicion 1.11.17 y la Proposicién 1.8.2 ii) (conjugado lineal con
respecto al segundo factor), por lo tanto

<x,(/1‘1‘)*y>= <(/1‘I)*y,x> =<y,/lTx> =/l<y,Tx> =x<y,‘fx> =1<‘1‘x,y> =x<x,‘1“*y>

La Proposicion (iii) se garantiza por la Definicién 1.11.17 y la Proposicién 1.8.2 i)

<(S+‘Z‘)*x,y>:<y,(8+‘1‘)* > <S+‘I ¥, X > <Sy+‘2‘y,x>:<8y,x>+<‘fy,x>
=(sy,x)+(Tyx) = (5.5 x)+ (3 T*x) = (S"x,y)+(T"xy)

=<S*x+T*x,y>=<(S*+‘T*)x,y>

Para comprobar la valides de la Propiedad (i v) se puede ver (T *x, y) =<y, T*x) = (T y,x) = (T x, ).

Para probar (v), obsérvese que estdn definidas las composiciones T*7 : H| — H, y
TT* :Ho—H>.Si xeH, | x| <1, se tiene

1T x> =(Tx, Txy ={(T*Tx,Tx) < |T*Tx|-| x| <|T*Tx| < |7*7T|; tomando el supremo en
x encontramos que |7 x||? < ||7*7T|. Inversamente, es claro que | Z7*7|| < |T*| - T < T ||>. Por
ultimo, la validez de la igualdad || 7* 7| = |7 ||? se sigue sin mds que intercambiar los papeles de
Ty T.
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(v) implica (vi) yla Definicién 1.7.1 N>, se concluye:
<). IT*TI=17)?>=0,luego T =0

=). 7 =0, entonces | T||2=|T*T| =0
[ ]

Definicién 1.11.19. 7 € Z(H), es llamado autoadjunto (o hermitico) si coincide con su adjunto.
T =T

Definicién 1.11.20. Sean (#,[-,-]) un espacio con producto internoy ‘T y T, operadores lineales
en H con Dom(T;) = Dom(T») = S, se dice que‘T1 y T_2 conmutan cuando

T1T2=T,7,.

Definicién 1.11.21. Sean X un espacio producto interno de dimensién finitay T € £ () . Se dice
que ‘T esnormal si conmuta con su adjunto; es decir,

TT*=T*T

Definicién 1.11.22. Sean X eY espacios producto interno sobre el mismo campoK yT € Z(X,Y).
Se dice que T es unaisometria si (7T x,Ty) =(x,y) paratodo x,y de X.

Proposicién 1.11.23. Dado ‘T € £ (H), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i). T esisométrico
ii). T*7T =1
iiD). (Tx, Ty)=(x,y) Vx,yeH.
Demostraciéon. Como |Tx|| = ||x| x € %, se halla que
(T*Tx, %) =(Tx,(T*) 0 =(Tx, T =1TxI*= I x|*=(, )= x,x) VxeHH.

Veamos ahora que (i) implica (ii).

Considérese las formas sesquilineales, ¢ y ¢ definidas por (1.5) de tal forma que ¢ (x, y) =(Sx, ),
v (x,y) = (Tx,y) con x,y en H. Siendo S, 7T operadores lineales se verifica que (Sx, x) = (T x, x)
con x € #, de donde ¢ = . Consecuentemente, (Sx, y) = (7 x,y) con x,y € #, obligando a que
Sx=Tx xe4.

La implicacién de (ii) a (iii) se hace inmediata ya que podemos ver
(Tx, Tyy={T"Tx, T*"Tyy=Ax,1y)=(x,y) x,yeH
finalmente, (iii) implica (i), ya que |7 x[?> = (T x,Tx) = (x,x) = x> xeH |

Observaciéon 1.11.24. Sean S,7 € Z(X,Y) se evidencia (Sx,x) = (Tx,x) con x € H, entonces
S="T.

Proposicién 1.11.25. ElRang(7) de un operador isométrico‘T es un subespacio cerrado de H .
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Demostracion. Como 7 es lineal, Rang(7) es un subespacio. Supongamos que y € Rang(7), y se
probara que y € Rang(7). A tal fin, sea {y,}S> , una sucesién convergente a y en #, donde y, = T x,,

y Xp € H con n€N.Como || x,—Xpll = 1T X =T Xl = | Y= ymll — 0 cuando m, n — oo, {x,}52, es
una sucesion de Cauchy en # . Al ser # completo, {xn}., converge a algin x € H . La continuidad
de 7 yla unicidad del limite permite concluir que y = lim; . ¥5 = lim; oo T x, = T x. |

Definicién 1.11.26. Sea H un espacio de Hilbert, T € £ () se dice simétrico si su dominio,
Dom(T), es denso en H y para todo x,y en Dom(T) se tiene

(Tx,yy=(x,Ty).
Definicién 1.11.27. Sean H un espacio de Hilberty U € £ (), se dice que U es unitario si:
(D) (Ux,Uyy=(x,y); Vx,ye H. (U es unaisometria).
(ii) Rang(U) = H; (U es sobreyectivo ).
Proposicion 1.11.28. Las siguientes condiciones relativas a un operador lineal U son equivalente:
(i) U es unitario.
(ii)) U™ es unitario.
(iii) Uy U™ son isométricos.
(iv) U esisométricoy U™ es inyectivo.
(v) U es isométrico y sobreyectivo.
(i) U es biyectivo, U~ = U *.
Demostracién. Laequivalencia entre (i), (i), y (iii) se hace evidente en virtud de las definiciones
anteriores, la proposicién 1.11.23 y la relaciéon 7** = 7.

Los operadores isométricos son inyectivos; por tanto, (iii) implica (i v).

Ademas, (iv) implica (v). En efecto, al ser 7 isométrico, Rang(7) es un subespacio cerrado de ‘H
(Proposicién 1.11.25), y como ‘7 * es inyectivo encontramos que H = {0} =ker(T*)* = Rang(7) =
Rang(7).

Para ver que (v) implica (vi), obsérvese en primer lugar que, por hipdtesis, 7 es biyectivo. Sea
S = T7!, entonces ST = TS = I. Ahora, por la proposicién 1.11.23, T* = T*I = T*(TS) =
(T*T)S=1S=S.

Finalmente es claro que (vi) implica (i). En efecto por (iv) se tiene que U es sobreyectivo por lo
tanto
Rang(U)=H (1.8)

por (iii) setiene U *U =1 y por ser U biyectivo tenemos también 7/ ' U =1 . Luego
(Ux,Uyy=(U " ux, U Uy =T x]1y)={(x). (1.9)

De 1.8y 1.9 se tiene que U es unitario. |
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Definicién 1.11.29. Sean # un espacio de Hilberty S, T € £ (H). Se dice que S es unitariamente
equivalente a ‘T si existe un operador unitario U en ¥ tal que

S=uTu'=uTUu"*.

Definicién 1.11.30. Un operador ‘T € £ (#) se dice positivo si (7T x,x) =0 para todo x € H .
Se notard en este caso ‘T = 0.

Observacion 1.11.31. Si 71,7, € .Z (%) son tales que ((‘Il —‘Ig)x,x> >0 Vxe X, entonces
diremos que 7| = 75.

Definicién 1.11.32 (Raiz cuadrada de un operador). Sea H un espacio de Hilberty T € L (H) y
positivo, se dice que un operador adjunto P es la raiz cuadrada de T, si P? =T. En caso de que
P >0, sedice queP es una raiz cuadrada positiva de T,y se nota® = T'/?

Definicién 1.11.33 (Proyector ortogonal). Sea (V,(:,-)) un espacio vectorial con producto interno.
Se dice que P € £ (V) es un proyector ortogonal si cumple:

(i) Dom(P)=V
(i) P2=P
(iii) ‘P es una isometria.
Observaciéon 1.11.34. P es simétrico. En efecto:
(Px,))=(PPx,Py)y=(Px,Py)= (fo,szy> =(Px,PPy)=(x,Py)
Ademas, P es autoadjunto. En efecto:

(’P*x,y) =(xX,PY)=(Px,PPy)=(Px,Py)y={PPx,Py)=(PXx,y)

1.12. Pseudoinversas

Definicién 1.12.1. Dado T € £ (1, H ) un operador de rango cerrado (Rang(T) cerrado en # »),
Be L(H,,H 1) es una Pseudoinversas de T si

TBT=T y BTB=B. (1.10)

En particular, se tiene que TB y BT son idempotentes; se pueden tener estas composiciones
varias veces y aun asi se consigue el mismo resultado que se obtiene al realizarse una sola vez. Con
Rang(7 B) = Rang(7T), ker(BT) = ker(7).

Notacién 1.12.2. Con SI (7) se denotara al conjunto de Pseudoinversas de 7.

Observacion 1.12.3. La condicién de que el Rang(‘7) sea cerrado en # , es necesaria y suficiente
para que exista B € £ (H », 1) que cumpla (1.10). Por otro lado, si 7B es idempotente, entonces
Rang(7 B) es cerrado, por lo tanto, tambien 7 es de rango cerrado, dado que Rang(7) =
Rang(‘T B). Reciprocamente, si Rang(7) es cerrado, se puede construir ficilmente B € £ (H 5, H )
definiéndolo adecuadamente en la suma directa de H, = Rang(‘7) @ Rang(‘T )l.

Puede mostrarse que, para cada par de operadores idempotentes ? y Q en.Z(H,) y L (H1)
respectivamente, con Rang(?) = Rang(7) y ker(Q) = ker(‘7) existe un tinico elemento B € SI (7)
con TB=?, BT =Q. En particular, se destaca el caso en que P y () son proyectores ortogonales
i.e., idempotentes y autoadjuntos, al rango y nticleo de 7, respectivamente.
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Lema 1.12.4. Supongamos que ‘T : H, — H , es un operador sobreyectivo acotado.
Entonce existe un operador acotado T" : H, — H | para el cual

TT f=f, VfedH,. (1.11)
Demostracién. Consideremos la restriccion de que 7 € ker(7)+, i.e., permitir que
T =T ey © ker(D' — 5.

Se puede ver T € 93(}[1,?[2). 7 también es inyectivo: si Tx = 0, se deduce que x € ker(7)* = 0.
Ahora probaremos que 7 es sobreyectivo. Dado y € # 1, existe x € #H, tal que 7 x = y. Al hacer
X = X] + X», donde x; € ker(7)+ y x2 € ker(7) se obtiene que

‘j‘x:‘l‘x:‘f(xl+x2)=‘2‘x=y.
Se deduce que 7 tiene inverso acotado
7= ‘Zzl:elr((z-)i . 3y — ker(T)* .
dado lo anterior se observaque 77 f = f, VfeH;. |

Definicién 1.12.5. Dado T € £ (H1,H ), con Rang(T) cerrado en H ». Se notara por T al tinico
operador en S1 (T) talque TTT y T'T son proyectores ortogonales. Esta es la Pseudoinversa de
Moore-Penrose de T .

Notacién 1.12.6. El operador 7 construido en el Lema 1.12.4 se llama el pseudoinverso de T .
Este operador da la solucién a un problema de optimizacién importante en el Capitulo 2.

Teorema 1.12.7. Sea T : H, — H» un operador sobreyectivo acotado. Dado y € #, la ecuacion
T x = y tiene una tinica solucion, es decir x =T y.

Demostracion. Por el lema 1.12.4 7'y es solucién de la ecuacién. Toda solucion tiene la forma
x=T%y+2z con zeker(T). Puesto que 77y eker(7)*, la solucién general en términos de la
norma viene dada por

IxI2= 17"y + 21> < 171 yI? + 1 2112,

lo cual es minimo cuando z = 0. [ |

1.13. Sucesion de Bessel

o0
Lema 1.13.1. Sean H un espacio de Hilbert, y { fi}(.)ol c H . Supongamos que Z c; fi es convergente
i= .
o , i=1
para todo {ci} . € ¢“(N). Entonces

i=

(o)
i=

T:0*(N) — #, T{ci} =X (1.12)
i=1

define un operador lineal acotado. El operador adjunto estd dado por

T*:H — (2(N), T*f= {<fﬁ>}

o]
i=1

(1.13)
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oo
i=1

Definicién 1.13.2. Sea H un espacio de Hllbert, y { fi} c H es llamado una sucesién Bessel si
existe una constante B > 0 tal que

§|<f»fi>'253||f||2, VieH. (1.14)
i=1

El ntiimero B es llamado una cota de Bessel.

oo o0 .
; - es una sucesion de
1= i=

Teorema 1.13.3. Sea H un espacio de Hllbert, y { fi} . c H. Entonces { fi}
Bessel con cota de Bessel B si y solo si

es un operador bien definido de 2(N)aH viTl = VB.

1.14. Bases Ortonormales

Definicién 1.14.1. Una base ortonormal en un espacio de Hilber H es un conjunto ortonormal
maximal.

Proposicion 1.14.2 (Bases ortonormales). Sea S = {e,}qc; Un conjunto ortonormal en un espacio
de Hilber H .
Lo anterior es equivalente a:

i). S es base ortonormal.

ii). (Serie de Fourier) Todo x € H se puede expresar como una suma de Fourier recpecto a S:

x=) (x,eq)eq

ael

iii). (Identidad de Parseval (1)) Para todo x € 7, | x||> = Y [(x, es)|*.

ael

iv). (Identidad de Parseval (2)) Para cualquier x,y € H, (x,y) = Z (X,eq){V,eq)-

ael
v). St={0.
vi). Sestotalen H .
Demostracién. Paraver que (i) implica (i), Supéngase y = x — Z (X, eq)eq; se trata de probar que
=0, ael
Ahora bien, fijando € I,

(y,ep) = <x— Z (x, ea)ea,eﬁ> =(x,ep) — Z (x,eq){eq,ep) =(x,ep) —(x,eg) =0.

ael ael

Si y # 0, el vector u = ||y|™! y es unitario y ortogonal a S; por lo tanto, SU {u} es un conjunto
ortonormal que contiene propiedades de S, contradiciendo la maximalidad de S. Concluyendo
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que Y =0.

Por la continuidad de un espacio producto interno (X, (-,-); dada dos sucesiones {x,}°°,, { yn};’f:l
en X convergentes a x, y € X, respectivamente, entonces el limite de (x,, y,) cuando n — co es
(x,y) y el limite de || x|l cuando n — oo es || x|, més la linealidad (conjugada) del producto interno
escalar en la primera componente(segunda componente), se ve que (ii) implica (iv). Ahora si se
toma x = y se da la implicacién de (iv) a (iii). Notese que (ii) implica (iii) como consecuencia de
hacer S = {e;}$2, siendo una sucesién ortonormal en un espacio de Hilbert #, y sea {1;}5, c K
(conK (R o Q).

Por otra parte, (iii) implica (v), yaquesi x € St entonces (X,eq) =0 con a € I,ysiseverifica (iii),
necesariamente x = 0.

La equivalencia de (v) y (vi) es consecuencia de la Proposicién 1.10.3.

Se finaliza la demostracion estableciendo que (v) implica (i): si S no es maximal entonces existe
un vector unitario ortogonal a S, asi que St #1{0. [ |

Recordemos que un conjunto arbitrario se dice parcialmente ordenado si estd dado de una
relaciéon binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva, y totalmente ordenado si esta relacién es,
ademds, conexa. El principio de maximalidad de Hausdorff establece que todo conjunto no vacio
parcialmente ordenado contiene un maximal totalmente ordenado.

Recuerde que dos vectores son ortogonales si

<x,y> = 0.

Decimos que {ei}, . < 4 es un sistema ortonormal (ONS) si
1=

<ei»ej>:5i,j»

donde 0;, j es una funcion llamada 0—Kroneckers, i.e., la funcién se hace uno si i = j, de otra
manera es 0.

Notacién 1.14.3. Se notara con span(S) al conjunto generado por los vectores de S, usando
Unicamente combinaciones lineales finitas de elementos de S.
oo
Definicion 1.14.4. Un ONS {ei}_ . es una base ortonormal (ONB) si
i=
o0

}[:W{e,} . (1.15)

i=1

oo
Es bien conocido, que para un ONS {ei}‘ v (1.15) es equivalente a
=

=fI>, VYfeH. (1.16)

(5.0

(1.16) se llama formula de Parsevals’s. Cudndo {ei}ci)l es un ONB, cada f € H se puede escribir
como =
[e.°]
r=Y (feie (1.17)

1=

—
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Definicién 1.14.5. Sean Q <R" un conjunto abiertoy f € L*(Q), con {8k}, € L*(Q). Si gx— f
en L2(Q), entonces {8k} s €sunasucesion {gk}zo:l tal que

f(x)=1im g,, (x)
k—o0
para algiin x € Q.

No todos los espacios de Hilbert tienen una ONB {ei}oo

i=1
Espacios de Hilbert que tienen una ONB contable se dice que son separables. En este trabajo

siempre se va asumir que los espacios de Hilbert son separables. Se puede demostrar que L?(Q)
es separable para cada conjunto abierto Q € R". Ademds, ¢2(I) es separable siempre que I sea un
conjunto de indices contables.

, i.e., una base ortonormal contable.

Ejemplo 1.14.6 (Operadores Isométricos). Sea H un espacio de Hilbert cldsico (esto es, que la
oo
dimension ortogonal de # es numerable), y sea {xk}k—1 una base ortonormal de #{. Existe un

tnico operador lineal continuo 7 tal que T x = xi;1 con k € N. En efecto, todo x € # admite una
[e.°]

(e, 0)
Unica representaciéon en la forma x = Z Ak Xy ybasta definir 7 x = Z Ak Xr+1. Evidentemente 7 es
k=1 k=1

lineal, y la igualdad | 7x[|* = ¥52 | |Ax[* = [ x||* muestra que T es isométrico.

El operador adjunto 7™ acttia de la forma siguiente: 7*x; =0, y T*x = x3—1 (ke N, k=2).
En efecto, (77 x1,xj) =(x1,Tx;) =T Tx1,Xj41) =L x1,X41) = (X1, Xj41) =0=(0,x;) con j € N.
Similarmente, si k = 2, (7" x, xXj) =A{x, Txj)= (‘I*‘ka,xj+1) = (I xk, Xj1+1) = (X, Xj+1) = 0 en otro
caso; por lo tanto, (T*xk,xj) = (Xk-1,xj) con jeN.

[e¢]

Ejemplo 1.14.7 (Operadores Unitarios). Sea # un espacio de Hilbert Clésico, y sea {xk}k | una

base ortonormal de # . Sean y = Xpk+1, Y-k = X2k con k € N. Entonces {yk}k ,€s también una
€

o0
base ortonormal. Todo vector x € H admite una tnica representacion de la forma x = Z Vi
k=-o00

y existe un Ginico operador lineal continuo U tal que U yx = yi+1 para k € Z, al tener en cuenta

o0 o0
que, Ux=U ( > /lkyk) = > AkYi+1. Se sigue que U *yi = yx_1 con k € Z. Como U *U yj =
k=-0c0 k=—00

U U*yr=yrx =1 yi, U es unitario.

1.15. Bases de Riesz

Definicién 1.15.1 (Sucesién Minimal). Sea # un espacio de Hilber y {f}.., c H, se dice que
{fi};c; es una sucesién minimal si f; ¢ |...,f;,...|;c; Vi€ I constituye la generacion natural
de la independencia lineal de n-vectores fi,..., f, al pasar una sucesion fi,..., fi,...

Definici6n 1.15.2 (Bases de Riesz). Sea H un espacio de Hilbery {fi}.., < # es una Base de Riesz
para H, si existe una base ortonormal {e;};c; para H y un T € £ (H) invertible de manera que
Te;=f; paratodoicI.

Definicién 1.15.3. Sea H un espacio de Hilbert, {xi}ic; y 1Vilicr dos sucesiones en H se dice que
son biortogonales, si

<xi,x+yi> =0;; VxeHA
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Teorema 1.15.4. (i) Para cualquier sucesion dada {x;}ic| existe una sucesion biortogonal {yi}icr

siy solo si {x;};e; es minimal, en el sentido de que cada elemento de {x;};c; Seencuentrafuera
del span lineal cerrado, i.e.,

Vpel Xp # span{xi}#p
(ii) Una sucesion biortogonal {x;};c; tiene una tinica forma si y solo si {x;};c; es completo en .

(iii) Una sucesion {y;}ic1 biortogonal a una base {x;};c; para # es asi misma una base para H, y
cada x se representa de la siguiente forma,

x=) oyDxi ¥y x=) (5x)yi

i=1 i=1
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CAPITULO 2

TEORIA DE MARCOS

2.1. Propiedades Basicas

Definicién 2.1.1. Sea # un espacio de Hilbert se dice que la familia de elementos {fi}iel CH esun
marco para %, si existen constantes A, B > 0 tales que

AlFIPSY KE P <BIfI?, YfeH 2.1)
iel
Los nimeros del marco A, B se denominan limites del marco. No son los tinicos que tiene. Los
limites optimos para el marco son el mayor valor posible para A y el menor posible para B. Si en
(2.1) podemos eligir A = B, el marco se llama ajustado. Si un marco se le remueve un elemento y
deja de ser un marco, se dice que el marco es exacto. Dado que un marco {f}._, también es una
sucesion de Bessel, entonces por el Lema 1.13.1 el operador

iel
T:0%(I) — #H, T{c,-}id:z}cifi 2.2)
1€

eslineal y acotado; T a veces se llama el operador premarco. Por el Lema 1.13.1, el operador adjunto
estd dado por

T — 2(N), T*f={f, )}, @3)

mediante la composicién de los operadores Ty T*, obtenemos el operador
[e.°]
S:H —H, Sf=TT*f=> (f,f)fi (2.4)
i=1
S se llama el operador marco.

S es acotado, y
ISI=ITT*I <ITI-IT*II=ITI*=B.

Yaque S* = (TT*)*=TT* =S, el operador S es autoadjunto.

A continuacién, se presenta algunas propiedades importantes de S.

Lema2.1.2. (i) Eloperador S esinvertible, satisfaciendoB™'1 < S7' < A™'I

37
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(i) {S7'fi};.,; es un marco para H con limites B~1, A™!, llamado marco dual de {fi};c;.
Demostracion. (i) :Puesto que AI < S < BI tenemos

—-A

B
I1-B7'S| < H <1,

S = (T*)_1 T~ conmuta con S e I, y multiplicando AI < S < BI por S~1 se obtiene la
desigualdad deseada.

(ii) Se elige f € #,y se analiza
R R N Y B

La desigualdad Blr<stgAal ||f||2, junto con la ecuacién anterior, produce

BUFIP <L KE STl < ATHIAI,

que es la desigualdad deseada .

Los limites optimos del marco se pueden expresar en términos de los operadores T, S.

Proposicién 2.1.3. Sea{fi};e; un marco, entonces las cotas optimas del marco estdn dadas por
-1y-1 -2 2
A= ST =0ThE B=1ISI=ITIA
La descomposicion del marco, que a continuaciéon se expone, es algo muy importante del marco.

Demuestra que si {f;}ie; €s un marco, cada uno de los elementos en el espacio de Hilbert tiene una
representacién como una combinacién lineal infinita de los elementos del marco.
Por lo tanto es natural ver un marco como una especie de “base generalizada ”.

Teorema 2.1.4.

f=8ST =Y, ST i fiVfeH. 2.5)

iel
A menudo, la descomposicion del marco también se utiliza de la forma
f=STISfF=3 X 1087 f;
iel

Como se vera mds adelante, las propiedades del marco de subconjuntos de un marco {f;};c; juega
un papel crucial en muchos contextos. Es importante también tener un concepto de marcos de
subespacios en espacios de Hilbert #{. Esta es la motivacion tras la siguiente definicion.

Definicién 2.1.5. Sea {f;};c; S H.

(i) Si {fi};c; esun marco para el espacio de Hilbert span{fi},., entonces decimos que {f;}
es una sucesion de imdgenes.

iel

(ii) Unmarco {fi},., sedice que tiene la propiedad submarco si cada subfamilia {fi};.,, J <1
es una sucesion de imdgenes.
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(iii) Siun marco {fi}; , tiene la propiedad de submarco y existe un marco en comin con limites
A, B para todas las sucesiones de imdgenes {f;},.,, J <1, entonces decimos que {f;},., esun
marco de Riesz.

ie]’

(e 9]

Ejemplo 2.1.6. Sea {e,-} una ONB para #.
i=1

oo
(1) {ei} es un marco de Riesz ajustado con limites A=B=1.
i=1

(ii) Sea

f. . ::{el» €2, — —e3, — }

ks = fer e e zen -z e

Entonces {f;},.; es un marco para # con limites A= B=1. {f;},.; no tienela propiedad de
submarco. La subfamilia

{ ; .
€, ——=¢€2,—— '}Z{—,ei}

V2 \/_ Vi iz
no es una sucesion de imégenes.

Con el Ejemplo 2.1.6 (ii) en mente, es natural preguntarse por las condiciones suficientes para un
marco ajustado con limites del marco A= B =1 auna base ortonormal.

Teorema 2.1.7. Sea {f;} ie; Un marco ajustado para un espacio de Hilbert H{ con limites del marco
A= B =1, yadmitiendo que| f;|| = 1 para todo i € 1. Entonces {f,-}ie] es una base ortonormal.

Demostracién. Un marco es completo, por lo que span{ fi}ie ;= . S6lo tenemos que demostrar

(fj, fi» = 6i,. Elegimos un f} arbitrario. Usando la condicion del marco, se tiene
1ficl® = 2 1 fieo P = W ficll* + 3 (K fi f?
i€z i#k

yvyaque | fr|l = 1 se puede concluir

Y Kfe fdl?=0

i#zk
por lo que [{f, fi}|* =0 para i # k.
|

El siguiente lema demuestra, que es suficiente comprobar la condicién de marco en un
subconjunto denso de # .

Lema 2.1.8. Suponiendo que {f;} ;e €S una sucesion de elementos en un espacio de Hilbert H y que
existen constantes A, B > 0 tal que

AIfIZ <YK 2 <BISFIP
iel
para todo f en un subconjunto densoV de H . Entonces {fi}iel es un marco para H con limites
AB

Demostracién. Se debe probar que la condicién del marco se cumple para todos los elementos en
H.Sea g € H,y al admitir por contradiccién que

Y Kg, fiy/* > Blgl*.

iel
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[e.0]
se elige una sucesion { gi} - € V tal que g; — g para j — oo. entonces también existe un conjunto
] =

finito F < I tal que
> Kg f)l* > Bligll®.

ieF

Puesto que g; — g para j — oo, se deduce que para j lo suficientemente grande,

Y KKgj [l > Bligjl*.

ieF

esto es una contradiccion, por lo que se concluye que

Y g, fiy* < Blgl?*, Vge 4,

i€l
No se puede demostrar que la condicion de marco inferior esta satisfecha. Sea otra vez g € #,y

elegimos una sucesion {g f}(;il c Vtalque gj — g para j — oo. A través de la desigualdad triangular
frente (1.2) utilizada en la norma ¢(I) se obtiene

1/2 1/2
<|YKgi-g P <B"igi-gl—0
iel

H[Zug],fm -[Zite P ]]

iel iel

para j — oco. Por lo tanto ¥ ;e (g, fi)l* — L e 148, fi)1? para j — co. Ya que
Allgil* <Y Kgj [y, VjeN
iel

por lo que se puede concluir que

Algl* <> g, iyl

iel

El siguiente resultado da una caracterizacién equivalente del marco.

Teorema 2.1.9. Una sucesion { fz}, <; € H es un marco para un espacio de Hilbert # siy sélo si, la
relacion

T+{cifie— 2 cifi
iel
esta bien definida de ¢*(I) en 1.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que {fi} ;e; €S un marco. Por el teorema 1.13.3, T
es un operador acotado de ¢%(I) a #. Por el lema 2.1.2 (i), el operador marco S = TT* es
sobreyectivo. Por lo tanto T es sobreyectivo.

Ahora supongamos que T es un operador definido de ¢?(I) a #{.Porlema 1.13.1 combinado con
el teorema 1.13.3 se deduce {f;},.,; cumple la condicién de marco superior. Sea T': # — ¢2(I) la
notacién del pseudoinverso de T, tal como se construyo en el lema 1.12.4. Para f € A se tiene

f= TTTf: Z(TTf)ifi»

iel

donde (TJr f )l. denota la coordenada i-ésima de T f. por lo tanto
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IFIt = <7

n 2

= [(Z s
< Xl ool
< WL ool

iel
podemos concluir que X
2 - 2
L n| = a1

Ejemplo 2.1.10. Sea {ei}?il una ONB y definir

fi=ei+eiy1,i=12,...

Entonces {fi}(]).il no es un marco: dejanto f := ¥ (- l)J_Iej, tenemos || f||?> = n. Ademas , para
i=12,....,.n—-1,

(_1)j_l<ej;ei+ei+l>

I
™M=

fr fod

1
)+ (-1) =0,

I
—_

mientras que [{f, e;)| = 1. Por lo tanto

x 1
Y KE P=1==IfI%
i=1 n

lo que implica que { fi}‘?il no es un marco. Se puede demostrar que span{ fi}(;il =H.

Como consecuencia del teorema 2.1.15 a continuacion, { fi}?il no puede llegar hacer un marco

para A mediante la adicién de un nimero finito de elementos, y no existe una base de Riesz para
[e.°] .
4 que contengan {f;} j=1 cOmMo un subconjunto.

Lema 2.1.11. Sea{f;},., un marcoyexistaun f € H.Si f = ;c;c; f; para algiin coeficiente {c;},_,,

entonces 2 2 2
Lfof -5 (s ) gl (s

iel iel

Demostracion. Sea a; = (f, S1 fi). Por célculo directo,
(157) = (Sansf)=yem
(5575) = (Sans'r)-Lam-5]a

:
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Desde <fi,S‘1f> = <S‘1ﬁ,f> = a;. Por lo tanto

)3

1

2
ai’ =) ciai=) ac
i i

y por lo tanto

2

i

2
a; |

;'ai|2+;'ai—ci

oo - -Tre|of) -

i
n

Ejemplo 2.1.12. Sea {e,-}i <; Una base ortonormal para un espacio de Hilbert #/, considérese una
sucesion {fi, f2,...} = {e1,e1,e2,e2...}. Entonces, para todo f € %, se tiene

S i)l =2 X [(rer)| =21

mostrando que {f;},., es un marco ajustado con limites A = B = 2. Ahora i se elimina un elemento
fp delasucesion . El limite B claramente no se afecta. Puesto que

AT = SN+ = S )

vemos que A~! =1 es un limite inferior para el marco {f;}, 4p

Entonces se considera la sucesion {fi, f,...} = {2e1, e, e3,...}, y paratodo f € # se obtiene
S m)l =sl(re)] + 1o

mostrando que {f;},_; es un marco con limites A =1y B = 4. Sin embargo, si se excluye un vector
f»» deja un conjunto incompleto, ya que {e;} ;¢ €8 una base ortonormal para #. demostrando que
{fi} 1, no puede ser un marco.

Observacion 2.1.13. Se puede concluir que:

« En el primer caso, aunque un vector se excluye de la sucesion, la sucesion restante establece
un marco para # .

e¢ En el segundo caso, la exclusiéon de un vector del marco deja la sucesién incompleta.
Como muestra el siguiente Teorema, no hay otras posibilidades.

Teorema 2.1.14. La eliminacion de un vector de un marco deja un marco o un conjunto incompleto.
En particular

<fj;S_1fj> # 1={fi};; esunmarco
<fj;S_lfj> = lb{fi}#j es incompleto
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Demostracion. Elegimos un j € I arbitrario, y removemos f; de {f}. ;. Definimos por
conveniencia la notacién, a; = < fj,S‘1 fj>, por lo tanto f; = };a;f;. j Evidentemente, otra

representacion del marco fjes f; =3 ; a;ifi = fj = X, ¢ifi con ¢; = @j ;, por lo tanto con el Lema
2.1.11 tenemos la siguiente relacion entre c; y a; :

Z’C,| —1— a,’ +Z’a,—cl ’aj’2+i§j

Consideramos los casos a;j =1y a; # 1 por separado. En primer lugar, supongamos que a; = 1. De

off +fes-1f + o

i£j

2
la formula anterior, Z#j ai’ =0, de modo que

=<S_1f,-,f,~>=0 Paratodo i#j

Puesto que a; = <S_1fj,fj> = 1 Sabemos que S_lfj # 0. Por lo tanto, hemos encontrado un

-1 . . .
elemento S™! f; distinto de cero que es ortogonal a {f;}; »j» mostrando que {fi}; 4 i esta incompleto.
Supongamos ahora que a; # 1, y sea f cualquier vector de # . Entonces f; = -4 Y.izjaifi, que
—_— a .

la desigualdad de Cauchy-Schwartz da

KPP = '1 Zaxffl
]l#]
Zlazl YK P
] l#] i#j
= CZ|<f»fi>|2

i#]

“MCap > la;|*. Denotamos A, B los limites del marco para {f;}
] l#]
Entonces

i£j°

AlfII? <Z|<f P =Y KEMP+KEA P 1+C) Y K P
i£j i£j
iy . A
La ecuaci6n anterior muestra que {f;},. j satisface la condicion del marco, con cota inferior — T3C
y claramente { fi}i " tiene cota superior satisfaciendo también el marco .

Es interesante observar, que incluso si se retira f; del marco {f;}
la familia {fi},, j sera una sucesion de imagenes.

;<7 deja un conjunto incompleto,

cH.Si

iel =

K:0%(1) = H, K{citie; =Y ci(fi- &)

iel

Teorema 2.1.15. Sea {fi};.; un marco para %,y sea {g;}

es un operador compacto definido, entonces {g;} ie] €S una sucesion de imdgenes.

Para ver la forma de utilizar el Teorema 2.1.15, consideremos un marco {f;}’ y una familia
{gi}72, = # que, paraciertoneN,

gi=fii=zn.
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Es decir, {g;} -, solo se diferencia de {f;},-, por un nimero finito de elementos; en particular,
{gi}2, podria ser {f;};-, con un elemento eliminado. Entonces el operador

Kiei}iZ, = i ci(fi-gi)

es de dimensidn finita, por lo tanto compacto. Concluimos por el Teorema 2.1.15 que {gi}?zl es
una sucesion de imagenes.

La prueba del Teorema 2.1.14 muestra una interesante propiedad de {f;};,.; v el marco dual
{s71 fi} ;e que serd de interés mas adelante.

Corolario 2.1.16. Sea {f;},., un marco exacto, entonces {f;}.., y {S~'fi}., son biortonormales,
en el sentido de que (f;, Sy = «j ;. Ademds, {ﬁ}iel es una base para H .

Demostracion. La prueba del Teorema 2.1.14 demuestra ( f}, S1 fiy==6 j,i- Por la descomposicion

del marco tenemos que para cada f € # puede ser expresado como f = Z < f,s7! f,~> fi-Conel fin
i

de demostrar que esta representacion es tnica, supongamos que f = Z b; f;. Entonces tenemos

1
que

(£S5 i) =( X b, i) =X b £.57" fi) = by
J J
lo cual concluye la demostracion. ]

Teorema 2.1.17. Sea {fi}l.el un marco para H con limites A y B. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(i) {fi};c; es una base de Riesz para H .

1

}
(i1) {fi};c; es un marco exacto.
(iii) {fi};c; es minimo.

}

(iv) {fi};c, tiene una tinica sucesion biortogonal, es decir {S™" fi}.

) {fi} i1 €S w-independiente, en el sentido de que si Z cifi=0 en #H para una sucesion de
i
escalares {c;},_,, entoncesc; =0 paracadai.

Demostracion. (i) = (iv). {fi},c; es un marco y una base, por lo tanto, un marco exacto. El
corolario 2.1.16 da que {f;},.; y {S7" fi},c; son biortogonal. Puesto que {f;}._, es un marco, que
es completo, y por el Teorema 1.15.4 (ii), la sucesion biortogonal se determina en forma tnica.
(iv) = (iii). Puesto que {fi},_, tiene una (tinica) sucesién biortogonal, es minimo, por el Teorema
1.15.4 (7).

(iii) = (ii). Supongamos que {f;} ;¢; €8 minimo y un marco exacto. Entonces, hay un elemento
fp talque {fi},, , €s todavia un marco, por lo tanto, completo. Entonces f), € span{fi}..,,lo que
contradice la minimalidad.

(ii) = (i). {fi};c; es un marco exacto, por lo tanto una base, por el corolario 2.1.16. Podemos
afirmar que Y./, ¢; f; es convergente a un elemento f € 7, entonces {c;} ;. € £*(N).

iel

i#p’

iel
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Para ver esto, tenga en cuenta que si f =372, ¢;fi, de ¢; = <S‘1f,fi> paracadai €N, donde Sis el
operador marco. por lo tanto

St =3 [(s77.5)] <857 <o0

Sea {e;} -, la base can6nica de £%(N). Entonces el operador lineal
T:0*(N)— H, Te;=f;

estd bien definido. Si podemos demostrar que T es limitado e invertible, en donde estamos.
o0
T es uno a uno, ya que si {c;};.; € £*(N) y T{c;} =0, entonces Y_ c;f; = 0; ya que {fi},; es una
i=1
base, esto implica que ¢; = 0 para todo i € N. T esta también sobreyectiva; para ver esto, elegimos
cualquier f € # y escribimos

F=3 (1S =157 A))

Con el fin de mostrar que T es acotado, consideremos la sucesién de operadores

Tu: O*(N)— 9, Tu{citio, =Y cifi

i=1

Cada T, esta acotado, y como n — oo, T, — T punto a punto sobre éz(l\l). Por lo tanto T es
continuo, por el principio de acotacién uniforme. Luego T es acotado, lineal y biyectivo, Por lo
tanto, un homeomorfismo, por el teorema de la aplicacion abierta.

(i) = (vi). Supongamos que {fi}iel es una base de Riesz y que Z ¢; fi = 0 para una determinada c;
i

sucesion de escalares. Entonces )

=0

AZ|Ci|2 <|> cif;
i 7

y puesto que A > 0, concluimos ¢; = 0 para todo i.

(vi) = (i). Una vez mas que {e;},_, es la base ortonormal canénica para ¢*(N).

Consideremos el operador lineal Q : éz(l\l) — H, definido por Qe; = f;. Este operador esta bien
definido, ya que {e;},_; es una base para ¢%(N). Sea {c;} € £*(N), entonces tenemos que

Joter]

2
e [otede)

w [(Fass)f

geH lgl=1 i

BY lcil?
i

IA

mostrando que Q es acotado. El w-independencia asegura que Q es uno a uno. Con el propésito
de demostrar que Q es sobreyectiva, tenemos que encontrar, dado cualquier f € #, una sucesiéon
{ci};c; € €%(N) con Q{ci},; = f. Una posibilidad del presente documento es ¢; = <f, S‘1ﬁ>, con S
siendo el operador marco. Ahora hemos demostrado que Q definida por Qe; = f; es acotado, uno
auno y sobreyectiva. Entonces { fi}i 7 €s una base de Riesz. |
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La condicién w—independiente es mds fuerte que la de independencia lineal. Para ilustrar este
punto, se prueba una caracterizacién mas a la base de Riesz. El resultado debe ser comparado con
la equivalencia de (i) y (v) en el Teorema 2.1.17.

Proposicién 2.1.18. Sea { fi}zl un marco para . Donde A, con n € I, sera la notacioén para
un marco con cota inferior éptima con respecto a { fi}?:l. Entonces las siguiente afirmaciones son
equivalentes:

@ {f; }‘:il es una base de Riesz para H .

@ii) {fi}>2, es linealmente independiente y inf,e; A, > 0.

Gii) { f,-}»‘;i1 es linealmente independiente ylim,,_.., A, existey es positivo.

., . . e pes . n
Demostracién. Es claro que (i) = (ii). Si (ii) se satisface, entonces, paracasa ne€ I, { f,-}»l.:1 es una
base de Riesz por su span con cota inferior A := inf,¢; A, lo que significa que

AY leil* = 11Y cifill? (2.6)
para toda sucesion {ci}l'.lzl. En consecuencia {f,-}cixz)l es una base de Riesz para #. (ii) © (iii) se
deduce del hecho de que la sucesién de limite A, n € I es decreciente por definicion. |

El Teorema 2.1.17 demuestra que { fi}ie ; Si es un marco, pero no una base de Riesz, entonces
un determinado elemento f € # se puede escribir como f = Zc,- fi para algunos coeficientes
iel

{citicr # {<f, S_lf,->}id. Recuerde que por el Lema 2.1.11, en ese caso

Ylal?=Y|(£.57 )

iel iel

2+i;’c,-—<f,8‘1f,->’2.

En particular, dado f € H, los coeficientes del marco tienen un minimo ¢>—norma entre todos los
coeficientes, satisfacen la ecuacién
Tfcitier=f.

Combinando esto con Teorema 1.12.7 sea demostrado.

Corolario 2.1.19. TTf = {<f, S_lfi>}i€1

Dado un marco {f;}ic;, minimalidad de la 0% —norma de los coeficientes {c;}ic; en la expansion

f= Z ¢ifi no es siempre una cuestién importante; podria haber otras condiciones que son mds
iel
relevantes. Se caracteriza a todas las familias {g;}ic;1 que son duales de {f;}ic1 en el sentido que

f=Y{f.g)fs vfed @27)

iel



CAPITULO 3

ESPACIOS CON METRICA INDEFINIDA.

3.1. Espacios con Métrica Indefinida.

Definicién 3.1.1. Sea V un espacio vectorial. Una variedad lineal en V es un subconjunto no vacio
de V que es estable con respecto a las operaciones de suma de vectores y producto de un escalar por
un vector.

Definicién 3.1.2. Sean A;, A,...A, subconjuntos de V, la variedad lineal generada por
A1, Ag,... Ay es la menor variedad lineal que contienea Ay U A, U...U A, y se denotard por

gen{Al, Az,...An}.

Observacién 3.1.3. Si £1,£,,...£, son variedades lineales en V, el espacio gen{£1, 22,...55”}
sera denotado por

i+, +8:+...+5,.

La suma vectorial (generada) por variedades lineales linealmente independientes £..5,,...8, es
llamada suma directay se denota por

S P S U S
Si £ es una variedad lineal en V por el lema de Zorn, existe una variedad lineal 4 en V tal que
£nM =10} y V=5£i+M. 3.1)
Ma4s atn, dada una variedad lineal M ; en V tal que
SnM,=1{0}

se puede hallar una variedad lineal M que contiene a M ; con las propiedades (3.1). En este caso
se dice que M es una variedad lineal complementariapara £ conrespectoa V.

En este trabajo los productos internos son més generales que los usados para definir espacios de
Hilbert.

Definicién 3.1.4. Si V un espacio vectorial, [-,] : V x V — C es una forma sesquilinealen V, esto es

47
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1. [x+y,z| =[x,z + |y 2] paratodox,y,z€ V.
2. lax,y| = a|x,y| paratodox,ye V.
3. [x,y] = [y, x| paratodox,ye V.
Entonces (V,[,*]) se le llama espacio con producto interno indefinido .

Proposicién 3.1.5. Sea (V,[-,‘]) un espacio con producto interno. Para todo x €V, entonces

[x,x]eR

Demostracién. Si x € V, entonces [x,x] = [x,x] por la Definicién (3.1.4), por lo tanto
[x, x] R |
Definicién 3.1.6. Sea (V,[-,:]) un espacio producto interno indefinido, se dice que (V,—[-,"]) es el

anti-espacio de (V,[-,-]) si:

1. Paratodo x €V setiene que[0,x] =0.

Pues

0=10,x]-1[0,x]=1[2-0,x] —[0,x] =2-[0,x] — [0, x] = [0, x].

2. Paratodox,y,z€V setieneque|x,y+z] =[x, y] +[x, z].

En efecto,

[x,y+z]=[y+zx]=[yx]+(z,x] = [y,x] +]z,x] = [x,y] + [x, 2].
Proposicién 3.1.7. Si (V,[-,‘]) es un espacio con producto interno entonces se cumple la propiedad
de polarizacién, es decir, para todo x,y € V se tiene que
i

[x ]—l[x+ X+ ]—l[x— x—y|+= [x+iy, x+i ]—i[x—i x—1iy]
Y =12 Y, X+y 2 hx=y 2 Yy x+iy 2 Y Yi-

3.2. Vectores positivos, negativos y neutros con respecto a un producto
interno.

Como VxeV, [x,x] =[x,x], entonces por lo tanto la propiedad de tricotomia de los nimeros
reales garantiza que una y s6lo una de las siguientes tres condiciones se cumple

>0 (en este caso se dice que x es positivo)
[x,x] =4 <0 (en este caso se dice que x es negativo)

=0 (en este caso se dice que x es neutro)

Puede ocurrir que x sea neutro atin cuando x # 0.

Las consideraciones anteriores nos llevan a distinguir los siguientes conjuntos
Note que N # @, pues 0 € A.

(@) B** <PB*. Laprueba se obtiene usando que x = 0 implica [x, x] = 0.

(b) B8~ <B". Laprueba es andloga a la anterior.
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Bt ={xeV:[x,x]=0} B~ ={xeV:[x,x] <0}
Bttt ={xeV:[x,x]>06x=0} B " ={xeV:[x,x]<06x=0}

AN ={xeV:[x,x] =0}

(c) Puede ocurrir que exista x € Bt y sin embargo este x ¢ Bt Esto ocurre cuando existe x € V,
x #0tal que [x,x] =0.

(d) N =B"nB". Esto es consecuencia de que [x, x] =0 siy s6lo si [x,x] =0y [x,x] <0.
Definicién 3.2.1. Sea (V,[-,-]) un espacio con producto interno. Se dice que

(@) (V,[-,-]) es un espacio con producto interno indefinido cuando posee tanto elementos positivos
como elementos negativos. Es decir, existen a,b € V tales que [a,al >0 y [b,b] <0.

(b) (V,[-,-]) es un espacio con producto interno semidefinido cuando no es indefinido.

(c) (V,[-,]) es un espacio con producto interno semidefinido positivo cuando [x, x] = 0 para todo
xeV.

@) (V,[,-]) es un espacio con producto interno semidefinido negativo cuando [x, x] < 0 para todo
xeV.

(e) (V,[-,-]) es un espacio con producto interno definido cuando x € V y [x, x] = 0 implica x = 0.

() (V,[-,*]) es un espacio con espacio con producto interno neutro cuando [x,x] = 0 para todo
xeV.

Observaciones 3.2.2. (i) El producto interno es indefinido siy solo si B** # {0} y B~ # {0}.
(ii) El producto interno es definidosiy sélo si B+ = {0} 6 B~ = {0}.
(iii) El producto interno es semi-definido positivo siy s6lo si B8~ ~ = {0}.
(iv) El producto interno es semi-definido negativo siy sélo si B** = {0}.
(v) Elproducto interno es definido no posee elementos neutros no nulos.

(vi) Se puede ver que un producto interno semi-definido puede ser:

a) Neutrosi, [x,x] =0 Vx € V (cuando se cumple este caso es semi-definido positivo y
negativo).

(vii) El espacio producto interno definido puede ser:

a) Definido positivo si, [x,x] >0 para x #0

b) Definidonegativo si, [x,x] <0 para x#0

Proposicién 3.2.3. Si(V,[,-]) es un espacio con producto interno semidefinido, entonces se cumple
la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Esto es,

%71 < (x,x1[1,¥]

para todo x,y e V.
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Demostracién. Si (V,[-,-]) es semidefinido positivo, la prueba es la usual dada para espacios de
Hilbert.

Si (V,[+,-]) es semidefinido negativo, consideremos la funcién [-,-],: V x V — C dada por

(%], =-[xy].
Asi
(% ¥l =[xl
Luego
(631 = 1= Loy 11 = [l y]|" = (= ) (= [, 3]) = (221 [ ]
paratodo x,ye V. |

Teorema 3.2.4. Todo espacio con producto interno indefinido posee elementos neutros no nulos.

Demostracién. Sea (V,[-,©]) un espacio con producto interno indefinido. Entonces
existen a,b e V tales que [a,a]l >0 y [b, b] <0. Por lo tanto [a, a] [b, b] <0, luego

—4]la,a]lb,b] =0.
Consideremos la ecuacién cuadrética para la variable x
(b, b] x2+2Re[a, blx+[a,a] =0. (3.2)
Como (2Re[a,b])?=0 y —4l[a, al[b, b] = 0, entonces
(2Rela, b))* —4a,al[b,b] =0

y también se tiene que [b, b] # 0. Por lo tanto la ecuacidn (3.2) tiene solucién en R.

Sea x, € R solucién de (3.2). Definamos ¢ = a+ x, b, se probard que [c,c] =0y ¢ # 0. En efecto

[c,cl=[a+ xob,a+ x,b] = [a,a+ xob] + [xob, a+ x,b] = [a,al + [a, X,b] + [x,b, al + [x,b, x,b]
=[a,al + X, [a, b] + X, [b, @] + XoX, [, D].
Usando que x, € Ry que x, es solucién de (3.2) se obtiene
[c,c] = [a, al + X, [a, bl + X, [b, al + XoX, [b, b] = [a, al + X, [a, b] + X,a, bl + X4 [, b]

= [a, a] +2xoRe[a, b] + x> [b, b] = [b, b] x>+ 2Re [a, b] x, + [a,a] = 0.
Por otro lado si ¢ =0, se tendria a = —x,b. Luego
0<[a,a] = [~Xob,—Xob] = (=x,) (—Xo) [b, b] = x5 [b, b] 0.

Esto es una contradiccion.
Asi que V posee elementos neutros no nulos. [ |

Note que si el producto interno es definido, [x, x] = 0 implica x = 0, entonces el producto interno no
posee elementos neutros no nulos, por lo tanto no es indefinido. Esto prueba el siguiente resultado.

Definicién 3.2.5. Una variedad lineal V es definida positiva (definida negativa) si para todo x €
V' \ {0} se cumple que: [x,x] >0 (I1x,x] <0).
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Teorema 3.2.6 (Krein-Smulian). Siel espacio con producto interno (V,[-,-]) posee al menos un vector
positivo (negativo), entonces todo elemento de V es la suma de dos vectores positivos (negativos).

Demostracion. Si x,xg €V, [xo,Xp] >0, para A € R suficientemente grande, se tiene la ecuacion:

[X+ Axg, X+ Axg] = [x, x + Axg] + [Axg, X + Axg] = [x, x] + [x, Axg] + [Axg, X] + [Axg, Axp]
=[x, x] + A [x, Xo] + AL, Xo] + AA [xg, X0l
=[x, x] + A [x, X0 + A [x, o] + A* [x0, Xo]

=[x, x] + 2ARe [ x, xo] + A2 [x0, Xo]

Luego entonces, serd positiva. Por lo tanto los vectores x; = x + Axp, X = —AXp son positivos y
tenemos que x = x; + x. Para demostrar con los vectores negativos se debe tomar el anti-espacio
de V. [ ]

Corolario 3.2.7. Si (V,[,"]) es un espacio producto interno, entonces ninguno de los conjuntos
B, B, B B~ es un subespacioen V.

3.3. Ortogonalidad.

Definicién 3.3.1. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno indefinido y sean x,y € V. Se dice
que x, y son vectores ortogonales cuando [ x, y| = 0. Esto se denota mediante x L y.

Definicién 3.3.2. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno y sean A y B subconjuntos de V.
Se dice que A y B son conjuntos ortogonales cuando a L b para todo a € A, para todo b € B. Esto se
denota mediante A L B.

Proposicién 3.3.3. Si (V,[-,]) es un espacio con producto interno neutro, entonces [v, w] = 0 para
todov,weV.

Demostraciéon. Sean v, w € V, entonces [v, v] =0, [w, w] =0 pues V es neutro.
Por la desigualdad de polarizacién se tiene que

1 1 i i
[v,w]zZ[v+w,v+w]—z[v—w,v—w]+Z[v+iw,v+iw]—2[v—iw,v—iw]zO.

Definicién 3.3.4. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno indefinido y ‘W subconjunto de V,
el Complemento Ortogonal de W, denotado por (W), es

WL={xeVv: [x, W] =0}
Proposicién 3.3.5. Si (V,[-,]) es un espacio con producto internoy ‘W < V, entonces
@ W<wt
) wWtcwti

Demostracion.

(a) Sean x € W/ . Entonces [x,y] =0 paratodo y € wt, Luego x € W-+L. Porlo tanto W < WL,
(b) Para probar W+ < WL basta aplicar la parte (a) al conjunto W=. Es decir; sea W+ =S,
entonces S c S por parte (a). Luego W< ((I/VL)LL, en efecto W+t c w+iL, [ ]
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Definicién 3.3.6. Sean (V, [,-]) un espacio con producto interno indefinidoy £ una variedad lineal
contenidaenV.Si £ es la suma de variedades lineales £,,%,,%5,...,%, ortogonales dos a dos, se
dice que £ es la suma ortogonal de las variedades £1,%,%3,...,%£, y escribiremos

=8 [HE [+ [+]...[+]1£,.

Si ademds la suma es directa, entonces se dice que £ es la suma directa ortogonal de las variedades
£.5,,85,....%, y escribiremos

£=5[HS HEH... [ HE.

Definicién 3.3.7. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto internoy ‘W una variedad lineal en V, la
variedad lineal

Wo=Wnw
se llama la parte isotrépica de W y sus elementos se llaman vectores isotropicos.
Note que en cualquier caso este conjunto es no vacio:
W #o.
Esto se debeaque0e W y0e W luego0e W n WL =we.

Definicién 3.3.8. Si W # {0} se dice que ‘W es una variedad lineal degenerada. En caso contrario,
se dice que W es una variedad lineal no degenerada.

Proposicién 3.3.9. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno y N el conjunto de vectores
neutros de V. Si W es una variedad lineal en V 'y W° es la parte isotrépica de W entonces

WAL
Demostracion. Si x € W entonces x€ W n W, luego [x, x] =0y por lo tanto x € A. [ ]

Proposicién 3.3.10. Sea (V,[-,-]) espacio con producto interno semi-definido, entonces la parte
isotropicade V es el conjunto de vectores neutros. Es decir,

Vo=
Demostracion. Sea x € . Entonces x € V y se tiene que [x, x] = 0.

Para probar que x € V+ se toma y € V. Como el producto es semidefinido vale la desigualdad de
Cauchy -Schwartz. Por lo tanto se tiene que

0<|[x,y]l*<ixxl[yy]=0.

De donde [x,y] = 0. Luego x € V1. Por lo tanto x € VN V1 = 7. Esto prueba que A_ < V°.

Como ya se vio en la Proposicién 3.3.9, se tiene que V/° < A/, por lo tanto A = V°. [ |

Definicién 3.3.11. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno y ‘W una variedad lineal de V.
Sea x € V, si x admite una representacion como x =y +z, cony € W yze W+, sedice que y es una
proyeccion ortogonal de x sobre W .
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Proposicién 3.3.12. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno y ‘W una variedad lineal en V.
Si x € V y existen dos proyecciones ortogonales y1 y y» de x sobre ‘W, entonces estas difieren en un
vector isotropico.

Demostracién. Sean y; y y, proyecciones ortogonales de x sobre 7/, entonces existen z; € Wy
2o € W tales que
xX=y1+2z, X=Y2+2p.

Por lo tanto
Y1—)Y2=22—2;.

Sea
w=2—2.

Se probard que w € W°.

En efecto y; y y» estdn en W, el cual es una variedad lineal en V. Entonces y; — y» € W. Luego
zp — z; € W. Ademas z;, z» € W entonces

[z, w]=0 y (22, W] =0 paratodo x € W,

por lo tanto
(22— z1, w] =[z1, w] — (22, w] =0+0=0

entonces z, — z; € WL. De donde

ZZ—Z1€WOWJ'=WO.

Teorema 3.3.13. Sean (V, [-,-]) un espacio con producto interno y £ una variedad lineal de V.
(@) SiZ esno degenerado entonces los elementos de V tienen a lo sumo una proyeccion sobre £ .

(b) Si existe un elemento en V que tiene exactamente una proyeccion sobre la variedad lineal £
entonces < es no degenerado.

Demostracion. (a) Sean x € V e y1, y» proyecciones de x sobre ., entonces existen z,,2; € .Z L
tales que
X=)N+z21 X=)2+2p

Luego y; — y» = 22 — z1. Pero es claro que y; + (=)2) € £y 21 + (-22) € £+ por tanto
y1—y2 € £ =1{0}, esto indica que y; = y».

(b) Sea x € V tal que tiene exactamente una proyecciéon sobre . y esta es y, entonces existe
ze Lttalque x=y+z.

Supongamos que .Z es degenerado, entonces existe zq # 0 tal que zy € .£° = £ n.Z*. Como
X=y+z=y+z+0=(y+2zp) +(z2—20)

se sigue que y + z # y. Esta es la proyeccién de x sobre .Z, lo cual es absurdo.
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Definicién 3.3.14. Sea (V,[-,-]) un espacio con producto internoy W una variedad lineal de V. Se
dice que W es ortocomplementada cuando todo x € V se puede escribir como x =y +z, con y € ‘W
yz € W, En este caso se escribe

V=cliw, Wt 6  V=gen{W, W}

Teorema 3.3.15. Sea (V,[-,-]) un espacio con producto interno y ‘W una variedad lineal en
V. Todo vector de V tiene una proyeccion sobre W si y sélo si ‘W es ortocomplementado.
En particular, cuando ‘W es no degenerado se tiene que todo vector de V tiene una tinica proyeccion

sobre W siy sélosi W = W [+ W+,

Nota 3.3.16. El Teorema 3.3.15 garantiza la existencia de proyectores ortogonales en subespacios
ortocomplementados.

3.4. Operadores lineales en espacios con métrica indefinida

Definicién 3.4.1. Un operador lineal T de un espacio vectorial V| en un espacio vectorial V, es una
aplicacion definida en una variedad lineal Dom(‘T) < Vy y a valores en V5 tal que:

T(ax+y)=aT(x)+7T(y)

para cualquier x,y € V y a € C. La variedad lineal Dom(T) < V) es el dominio de T y la variedad
lineal T(Dom(7)) = Rang(7T), es el rango de T .

SiVy =V, =V, sedice que‘T es un operador linealen V.

Definicién 3.4.2. Un operador lineal T en (V,[,-]) es simétrico si
[T(x),y] =[x T

para todo x,y € Dom(7T).

Definicién 3.4.3. Sea (V,[-,]) un espacio con producto interno. Un operador ‘T en 'V es isométrico si
[T(X),Ty)]=[xy]

para todo x,y € Dom(T).

Proposicion 3.4.4. Todo operador isométrico cuyo dominio es no degenerado es invertible.

Demostracién. Si ‘T x =0, entonces para cualquier y € Dom(7) tenemos
[,7]= [T, T»]=1[0,T(y]=0

debe ser x = 0. Asi x es ortogonal a Dom(T). Como Dom(7T) es no degenerado, entonces 7 es
invertible. u

Definicién 3.4.5. Sea (V,[-,-]) un espacio con producto interno, si‘I es un operador isométricoen V
talque Dom(T) = Ran(T) =V, sedice que T es unitario.

Definicién 3.4.6. Sea ‘T operador lineal en V y W una variedad lineal en V, se dice que W es T -
invariante (o invariante porT) si T(W nDom(T)) < ‘W.
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Proposicién 3.4.7. Si ‘T es un operador isométrico en (V,[-,-]) y W € V es una variedad lineal tal
que W < T (W nDom(T)), entonces W es invariante porT.

Demostracion. Sea x € W+ entonces
{{T @), W]} <{[T®),T(W nDom(T)]|} ={[x, W nDom(T)|} = {[x, W]} = {0}.
]

Proposicion 3.4.8. Si ‘T es un operador simétrico en (V,[-,-]) y W < Dom(T) es invariante por T,
entonces lo es W+,

Demostracion. Sea x € W+ entonces
[T (x), W] =[x, T(W)]

como 7 W < ‘W, entonces

T} {[x W]} = (0},
|

Definicién 3.4.9. Sean ‘T y ‘T, operadores linealesen V con Dom(T 1) = Dom(7,) =V, sedice que
T1yT, conmutan cuando
T1To=T,T,.

Definicién 3.4.10. Sea U € £ (V) y E una variedad lineal en V, se dice que ‘E es U -invariante
cuando U E < E . Sedice que ‘E reducea U si‘E yE* son U —invariantes.

Definicién 3.4.11. Se dice que una descomposicion en suma directa
V=51 [HE [HE .. [H £,
reduce a ‘T si:
1. £,,%,,8;,...,%,, sonT—invariantes.
2. Dom(T) = (Dom(T)NE1) [+ (Dom(T)NE) [+]...[+] (Dom(T) N £,).
En este caso 7 es suma directade 7 |£,,7 | £5,7 | £3,...,1 £,

Teorema 3.4.12. Si‘P es un proyector ortogonal en un espacio producto interno indefinido (V, [-,-]),
entonces el rango de P es ortocomplementado y para cada x € V, P » es la proyeccion del rango de
P sobre W. Si ademds W es no degenerado y ortocomplementado, entonces Py es un proyector
ortogonal yRang(P) = W.

Demostracién. Sea x € V, entonces se puede escribir
X=Px+(x—Py).
Ademads como P, = P (x) se tiene que
[x-Py, Py =[P(x-Py), Py =[Px-P%y]=[Px-P,y]=[0,y]=0

paratodo ye V.
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De donde
V = cl{Rang(?), (Rang(?))},

esto es Rang(?) es ortocomplementado y P , es la proyeccién de x sobre Rang(?).
Por otro lado si x, y € V, existen u, z€ W tales que
xsz’w(x)+u y xsz’w(x)+z.
Se tiene que
|29y @, 7| = |2 49 0,2 gy )+ 2] = [ 0,2 5y W] + [P 4 ), 2] = |2 40,2 4y ()] +0.
Luego
|20y 0,7] = |29y 0.2y )] = 622, 0] = [ 2 0]
Sea we W
P gy (=P, (), w] = [’Pw(x—’.PW(x)), w] = [x—LPWx),LPW(w)] = [w,’l’w(w)] = 0.

Entonces

?W(x)—_fpfw(y)e Wnwt

A% = {0} y W es no degenerado, luego
)
Py =P

Si ¥V = V9[+]7,, entonces ¥V = V°[+]7;, de modo que 7; es no degenerado y
ortocomplementado, asi P Y= P PV, entonces P es proyector ortogonal con Rang(?) = V1 y
ademads

(2,2 ()] =[x¥]

para todo x, y en ¥ porlo tanto P es isométrico. |

Definicién 3.4.13. Decimos que (V,[-,-]) es descomponible si admite una representacion de la
forma
V=V HVTHY, VYIeBT, VY BT,

donde V° es la parte isotrépicade V, V=, V™ son variedades lineales. Toda descomposicién como
la anterior recibe el nombre de descomposicion fundamental.

Sea (7, [-,*]) un espacio con producto interno,
V=w'Hw [+ w" con WTcB™, W <B T y wWecw

entonces W0 = 19,
Donde W es un subconjunto de V.

Proposiciéon 3.4.14. Toda descomposicion fundamental de un espacio con producto interno
indefinido, descomponible y no degenerado (V,[-,*]) es de la forma

V=vVHV" con V*TcBtt V- B,
(NO)O — NO N (NO)J_ — NO y(NO)J_ — N()'
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Observacion 3.4.15. Sea (7, [-,-]) un espacio con producto interno indefinido, descomponible y
no degenerado tal que

V=vY"HV" con VB, VY B
entonces los proyectores P *: 7 — 1* dados por
PE(x)=x*
estdn bien definidos y son proyectores ortogonales.

Definicion 3.4.16. Los operadores P* : V — V* de la observacion 3.4.15 se llaman proyectores
Jundamentales y
J=Pt-P~

se llama simetria fundamental.

P*, P~ yporlo tanto J estan asociados a la descomposicién fundamental.
Sixe V=Y*"[+]7 " ,entonces x=x"+x =P *(x)+ P (x) y
JO) =@ '-PH)X) =P *x)-P (x)=x"—x". Luego x=P (0)+P () y J(x) =P (x)—P (x),

+1 1
entonces J(x)+x=2P"(x) Porlotanto P = ]T, en forma similar se obtiene que P~ = —

Por lo tanto de que [P *(x), P~ (x)] =0 se sigue que J*=1.
Demostracién. Se probara que la composicion de J con sigo misma es la identidad.
Px=JJx=]&"-x)=Jx" - Jx =x"—(-x)=x"+x =x=Ix

Ademas J es isométrico, en efecto,

U, y] =[x =x"y"+y | =[xy ]+ [y [+ =25y ]+ [-27, y7]
= [x*yt ] =[x,y ] =[xy #0+0-[x7,y7]
- [X+,y+] + [x+,—y_] + [x_,y+] _ [x_,y_]
=[xy Ty Ty [ -y
=[xy -y [y -y = T xy -yT = [T )]

Si (V,[+,-]) un espacio con producto internoy [-,-]; =: V x V — C dada por
[x,¥],=[(x),y]
Observacion 3.4.17. ] es J-isométrico, en efecto,
), I, =110, JW] = [x,JW»] =[x, y] =[x ¥y],
Entonces para todo x, y € 1V tenemos que
[yl =Uxy]=[x" -7y +y =[xy +yT ] =[xy +y7]
=y Ny =y = oy = [y - [0 7] 20

Alafuncién [-,-];: ¥ x ¥V — C, se le llama J-producto internoy | - || ; se le llama J-norma.
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Proposicion 3.4.18. Si | es la simetria fundamental asociada a la descomposicién
vV =V* 4]V, entonces [v+,v_]] =0.

Demostracién. Como [v*,0] =0y [0, v7] =0 se tiene que
[v*,v7],=[v"+0,v” +0],=[v",0] - [0,v7] =0,
|

Teorema 3.4.19. Sea (V,[-,:]) un espacio con producto internoy J es la simetria fundamental. Si
[-,:17: V x V — C estd dada por [x,y]] =[J(0),y], entonces| [x,y] ’ <lxlslyl;.

Demostracion.

|| =] o]+ o] = [t |+ (]|

<[ [yl x DR [y ]
< ([t 2 =12 1) ([ 1 = [y 1) = i,
|

Definicién 3.4.20. Sean (V,[-,-]) un espacio con producto interno, U y ‘W variedades lineales de V.
Decimos que U y W son comparieros duales si

UnWt=0=UtnW.
Y notamos que U # W

Obsérvese que si W es no degenerado entonces
WEnw =w° =10}
Por lo tanto W+ # W.

Definicién 3.4.21 (Espacios de Krein). Sea X un espacio vectorial sobre C. Considere
[]: X x X — C, una forma sesquilineal. El espacio vectorial (X, [-,']) es un espacio de Krein
si K=K"o X y(X*, [,1), (X, []) son espacios de Hilbert, donde K*, K~ son ortogonales
con respecto [-,-].

Notacién 3.4.22. De ahora en adelante, K representard un espacio de Krein.

Ejemplo 3.4.23. Consideremos (R?, +) con la suma usual, y [, -] : R? x R? — C dado por

[(x1, 1), (X2, ¥2)| = X1 X2 = Y1 Y.

Ya se prob6 que esta funcidn asi definida es un producto interno.
Sean

K" ={x0:xeR vy K ={0,x):xeR}.

Sean u € X* y v € X~ entonces existen x,y € R tales que u = (x,0) € Kt y
v=1(0,y) € X~ luego
[, v] = [(x,0),(0,)] =x0-0y=0
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dedonde X L X~.

Si (x, y) € R? entonces
(x,¥) = (x,0) + (0, y).
De lo anterior R?> = Xt [4] X~ y es facil ver que (X*,[-,]) y (X~,—[+]) son espacios de Hilbert,

por lo tanto (R?,[-,-]) es un espacio de Krein.
Note que u = (x,0) € X* implica
[, u] = [(x,0), (x,0)] = xx—00=x*>0
yv=(0,y) € X luego
~[v,v1=~[(0,),(0,5)] = =00~ yy) = y* > 0.

Si {(x5,,0)} en sucesion de puntos en K * tal que

lim (x,,0) = (x, y) € R
n—oo

entonces y = 0. Luego (x,y) € X*. Porlo tanto X * es cerrado.

Andlogamente se ve que X~ es cerrado.

Observacién 3.4.24. Los espacios de Krein son no degenerados. Sea (X, [-,-]) un espacio de Krein.
Tal como se dijo antes este espacio es no degenerado y descomponible. Por lo tanto existen los
proyectores ortogonales P* : X x X — X * dados por

P*(x) =x*

y la simetria fundamental / = P* — P~ asociada en forma natural.
Sea [, ];: K x X — C dada por
[x.¥],=[J(x),¥]
Consideremos el espacio de Hilbert asociado con (%, [+,]).
Luego
[x,yl;=Ux,yl=(x,y), Vx,yeX

lxl; =+/[x,x];V x,€ X 3.3)
Corolario 3.4.25. Al espacio de Krein (X, [-,-]), se le puede asociar un espacio de Hilbert (X, [-,17).
Por otro lado, si (#{,[-,]) es un espacio de Hilbert, entonces podemos verlo como un espacio de Krein

de la forma
H =5 [+1{0}.

Teorema 3.4.26. Sea (X, [+,*]) un espacio de Krein y sean
K=KiHK;, K=K;HX;, conKi,K3<p™"yKi, Kz <p
dos descomposiciones fundamentales entonces:
dim(X7) = dim(%X3) y dim(X ) =dim(%X5).

Ademds si J1 y J2 son las respectivas simetrias fundamentales entonces || - ||, y |l - |l7,, son normas
equivalentes.
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Este es un resultado clasico de espacios de Krein. La prueba puede verse en [3].

Tomando en cuenta el Teorema 3.4.26 tiene sentido hablar de
kT =dim(X™) y kK~ =dim(X ")
cualquiera sea la descomposicion fundamental del espacio de Krein.

Por el Teorema 3.4.26 dos descomposiciones fundamentales dan origen a normas equivalentes y
por lo tanto dan origen a la misma topologia. Esta topologia es la que se conoce como fopologia
fuerte del espacio de Krein.

En general, los conceptos de convergencia, continuidad, etc en un espacio de Krein se refieren a
esta topologia.

Definicion 3.4.27. Sea k = min{X*, X ~}. Cuando k es finito se dice que (X, [-,"]) es un espacio de
Pontryagin.

Sea T : X — X un operador lineal. La definicién del adjunto de T se hace de manera andloga
a como se hace en espacios de Hilbert, usando la versidon para espacios de Krein del teorema de
representacion de Riesz. Es decir, el adjunto de T es T Dom(T™) — X tal que

[T(x),y] =[x, T ()]
para todo x € Dom(T), y € Dom(T™).

Teorema 3.4.28. Sean (X, [-,-]) un espacio de Krein, T un operador lineal en dicho espacio, dominio
de T denso en K. Sea J una simetria fundamentalen K y T*/ el adjunto de T respecto al espacio de
Hilbert (X, [-,-1)), entonces

T[*] — ]T*]]

Demostracion. Sean x,y € K tales que x€ Dom(T*)y y € Dom(T), se tiene que
U, y], = [T, )] =[x TIW] = U0, TIW], = [T )W, W], = (77760,
=TI, Jy] = [T 100, JTy] = [T )0, Iy] = [T J(x), y]
Por lo tanto JT! = T*/J de donde T = JT*/J [ |

Proposicion 3.4.29. Sea X = K*[-+1K~ un espacio de Krein y P un proyector ortogonal en X,
entonces K* y K~ son P -invariantes.

Demostracion. Sear* e K*.Luego parar~ € X, entonces
[P, 1= [P, PPr =[P, Pr ] =[r",r 1=0
enefecto?,+ e X 1=K P +e X, PKtcK* |

Proposicion 3.4.30. Sea X = K*[+]1 K~ un espacio de Krein con simetria fundamental J, W < K
¥ P un proyector ortogonal P : X — ‘W, entonces P conmuta con J.

Demostracion. Sear e XK.
Pl =PJp++y=Pyt—r) =P+ —P, hacemos P+ =w* e KyP, =w €K
wr—w =J(wr+w)=J( P+ +P)=]Py++r)=JP, porlotanto P J = JP [ |
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Proposicion 3.4.31. Sea K un espacio de Krein con simetria fundamental J y P un proyector
ortogonal, entonces ‘P un proyector ortogonal, luego P es J-isométrico.

Demostracion.
(Px,Pyly=UPx,Pyl=[PJx,Pyl =Ux, ¥l =[x, )1y
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cAPITULO 4

LMARCOS DE SUBESPACIOS EN ESPACIOS CON METRICA INDEFINIDA

geste capitulo se muestra que si (#,(-,-)) es un espacio de Hilbert y en él se considera la
forma sesquilineal ( W -,-) llamada W -métrica, con W* = W € B(H), y ker W = {0}, entonces el
espacio (#,(W-,-)) se denomina espacio de Hilbert con 7/ -métrica o simplemente 7/ -espacio,
mostrdndose la dindmica de los marcos de subespacios sobre estos espacios. Con dindmica se
hace referencia al comportamiento de Marcos de subespacios en H qy (el comportamiento de
(H,(W-,-)) comparando con H y viceversa. Basado en el estudio realizado por Primitivo Acosta,
Esmeral Kevin, y Ferrer Osmin en Frames of subspaces in Hilbert spaces with ‘W -metrics [12].

4.1. Proyecciones Completas

Definicién 4.1.1. Sea (X, [-,']) un espacio de Krein, considere x,y € X, se dice que x es ortogonal a
¥y silx,y]l =0, y sedenota por x L y, seindica que x es J-ortogonal a y si[x,y]; =0, y se denota por
x[L]y.

Definicién 4.1.2. Un subespacio V de K tal que VnVY ={0} y V+ VI = K, donde VI* es
el complemento ortogonal de V con respecto [-,-] se llama proyeccion completa.

Observacién 4.1.3. A partir de ahora, los subespacios cerrados en este trabajo son proyecciones
completas. Se denotaran por Py y Qy los proyectores ortogonales y J-ortogonales
respectivamente sobre V. i.e., P‘[/* = Py = P%, y Q‘*/ =Qy= %, respectivamente.

Por otra parte, en [17] se mostré que para cualquier subespacio cerrado V su complemento
J-ortogonal V*! y su complemento ortogonal V+ son subespacios cerrados y estdn conectados
mediante la formula:

i, vl =gyt
ii). vi=jvil
iii). V) = vt

Demostracién. i). Sea we VY entonces VveV : [w,v]=0 A w=]Jw, asi tenemos que
[JJw,v]=0 YveV,entonces [Jw,v];=0,luego w e JvL, por lo tanto vl e gvt,

63
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Sea ze JVL. entonces 3 he V*/ z= Jh por consiguiente

(z,x]=[Jh,x]=[JJh,Jx] =[h,Jx] = [h,x];=0

por lo tanto JV+ c V), de lo anterior se concluye que V*! = jv+

ii)Sea w e V*, entonces Vv e V : [w, v]; =0, tenemos que [Jw, v] = 0. De este modo vemos que
we v,

En efecto V+ c JVH, Sease jvi] luegosidxe VI s = Jx, entonces

(s, yl;=Ux,yl;=UJx,y1 =[x,y]1 =0

porlo tanto JV 1 c v+,

Por todo lo anterior concluimos que V+ = V4 |

por la observacion 4.1.3 vemos que JV es una proyeccién completa si y solo si V es proyeccién
completa. Ademads, la condicién V[ VI = {0} nos dice que cada k € R tiene una tinica proyeccién
J—ortogonal sobre V, ver [17].

Definicién 4.1.4. [17] Sea KX un espacio de Krein. Consideremos un conjunto de vectores
{eilier € X, (donde I es un conjunto arbitrario de indices) es llamado sistema J-ortonormalizado si
lei,ej] = J_r(?,-,j para todos los i, j € I, donde 5,~,j es la delta de Kronecker.

Ejemplo 4.1.5. El ejemplo mds sencillo de un sistema J-ortonormalizado de X es la unién de
dos sistemas arbitrarios ortonormalizados (en el sentido usual) de los subespacios Xy X~
respectivamente.

Definicién 4.1.6. [17] Sea K un espacio de Krein. Una base J -ortonormalizada en X es un sistema
J-ortonormalizado los cuales son bases de (Schauder) en X .

Si X es considerado con el producto escalar yla norma generada (3.3), tenemos que (X, [-,*] ;) esun
espacio de Hilbert. Sin embargo, el objetivo principal es el estudio de los operadores lineales sobre
espacios de Krein, siendo la topologia de este espacio importante para las cuestiones relacionadas
con operadores continuos y acotados, la teoria espectral etc. Esta topologia es generada por la J-
norma dadaen (3.3).

Por lo tanto, se plantean que algunas definiciones de la teoria de Operador en el espacio Hilbert se
satisfacen. Ademads, si hablamos de la continuidad de los operadores, nos referimos a la topologia
generada con respecto a la J-norma. Por ejemplo

B(K) = {T: K — % : linealy |TI= sup L <oo}.
xe Koy N1l
El adjunto de un operador T en un espacio de Krein (T[*]) satisface [T(x), y] = [x,T[*](y)],
pero, debemos tener en cuenta que T tiene un operador adjunto en el espacio de Hilbert (X, [-,]7)
denotado (T*] ), donde J es la simetria fundamental en X, y hay una relacién entre T+ y T
que es T*! = JT*/J. Por otra parte, sean X y X’ espacios de Krein con simetrias fundamental

es Jg Vg respectivamente, si T € A(X, K') entonces T[*]K =Jx T*]'K]g(,. [Un operador
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T € (K) se dice que es auto-adjunto si T = T!*), y J—auto—adjunto si T = T*/, por otra parte, un
operador lineal T se dice que es positivo si [Tk, k] = 0 para cada k € K. Un operador T se dice que
es uniformemente positivo si existe @ > 0 tal que [Tk, k] = a|k|; paracada k € XK.

El siguiente resultado es muy importante para este trabajo, su prueba se sigue del mismo
razonamiento que se aplica en casos de espacios de Hilbert.

Proposici6n 4.1.7. Sean K y K espacios de Krein con simetria fundamental J, ] respectivamente.
Considérese V c K es un subespacio cerrado con proyector J—ortogonal Qv : X — V, y proyector
ortogonal Py : K — V. Sean

U: (K1) — (%, [ -]7) yT: K — K operadores unitarios. Entonces se satisface que:
i) UPyU '=Pq,
i) TQvT ™' =Qrv

donde Pqjy : K — UV esel proyector ortogonal sobre UV, y Qry : K — TV esel proyector
J—ortogonal sobre TV . En particular, si K = 5{ y]= J, entonces

Py =JPyJ=P}, Quv=JQvi=Q;/. (4.1)
Demostracion. i) Sean x,y € K

[uPvu~'x,y|=[TUuPyU 'x,y|=[JTUPyU 'x,y] = [JUPyU 'x,y];
=[UuPyU ' Jyl;=[PvU ™ x, U ]y|5=[JPvU ' x, UTTy]
=[PvUu'x,JUuTy]=[Pvu'x, u™y] = [Pyulx, uy]
=[PvPvU 'x,PvU 'y = [PEU 'x, PyU 'y = [PvU 'x, Py U Y]
=[u v ulyl=[u s utyl=[uu v uuty|=[uuxy] =[xy

=[Pqyyx, Py vyl = [P?u Vx'P‘Zlvy] =[PPy v Pervy] =[Py vyl

Porlo tanto U Py U ' =Pq;

ii)Sean x,ye X

[TQvT_lx»J’]] = [QVT_lx, T*]J/]] = [QVQvT_lx» QVT*]J’]] = [QvT_lx»QVT*]J/]]
=170 Y], = [TT % y], = [0 )]

Porlo tanto TQy T~ = Qrv [ |

Proposicién 4.1.8. Sean X un espacio de Krein, V un subespacio cerrado de X, si Py: X — V es
proyector ortogonal, entonces Py Py es un proyector J-ortogonal sobre V.

Demostracion. Pyy Py se encuentra bien definido en la observacién 4.1.3 y desde JV < V, se
satisface

[PvPyx,y] = [Px[/*]va» J’] = [Pvx, Pvy] =[x, y]
paratodos x,y€ V.i.e., Pjy Pyx = x, Vx € V. Por otra parte, con observacion 4.1.3 obtenemos

(PyvPv)"* =Py PyJ = JPy1 Pyl =Py ]IPy] = PYIPY = Pry Py
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a partir de JV c V, tenemos que

(PjvPv)* = PyyPyPyy Py = JPyJPyJPy Py = JPy P Py Py = JPy Py Py Py = JP2 Py JPy
= JPyPyJPy =JPyJPy = P;yPy

A demas

[PyvPvx, Py Pyy] = [JPyIPyx,JPv Py = [Py Pyx, P Pyy| = [Py, Pry] = [x,]

4.2. Espacios de Hilbert con 7/-métrica

Definicién 4.2.1 (7 -métrica). Sea H un espacio de Hilbert con el producto escalar {-,-), y la norma
inducida |- | = \/(-,_-), consideremos el operador W = W* € ZB($) con ker W = {0}. La forma
sesquilineal

[ 1 =(W(),) 4.2)

define en H un producto interno indefinido llamado W —métrica, o, W —producto interno, este
operador (W) se llama operador Gram.

Proposicién 4.2.2. Un espacio de Hilbert con una ‘W -métrica es denso y puede ser integrado en un
espacio de Krein H qy con simetria fundamental J.

Observacion 4.2.3 (Consecuencias dadas por el operador Gram ). Sea ‘W el operador de Gram en

H.

i). Si0e p(W), entonces

T = xll® < Il < 1w IHIx?, Vxe 5. (4.3)

por consiguiente

—l;
}[W:(}[; [')']]) :(—‘]_[) [')']])- (44)
ii). Si0e g(W), entonces
Ixly <\ IWIxl, Vxe#H. (4.5)
por lo tanto

H g = (4.6)

Definicion 4.2.4. Sea (#,(-,-}) un espacio de Hilbert. El espacio de Krein H qy Sedice que es regular
si el operador Gram W es tal que 0 € p(‘W). De lo contrario de dice que es singular.

Observacion 4.2.5. Considere la descomposicién polar de W dada por la férmula
wW=]JIW|, 4.7)

cuando el operador lineal J : (ker |9 I)l =Rang |W|=H — Rang W = H esunaisometria parcial.
Sin embargo, ker J = {0}, Por lo tanto J es un operador unitario.
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Proposicién 4.2.6. Los operadores |'W |, W conmuta con ], donde ] es tal que (4.7) es verdadera.
También J = J*.

Demostracién. Por las propiedades de la medida espectral tenemos que W |W|=|W| W.
por lo tanto, (JIW|-|W1|J)|W|=0.i.e JIW|=|W|]. Por otra parte, tenga en cuenta que J|W| =
W = W* = |W|J*. Porlo tanto |W|(J—J*) =0.1i.e, J = J* = J~}, porque ker| W | = {0}. Dado que
JIW|=|W|], setiene JW = JUJIW) =T W) =TI W]=W] [ |

Definicién 4.2.7. El espacio H qy €s un espacio de Krein con J-norma generada por el
J-producto interno
[x,y],=Ux,y] =(Wix,y)=(Wlx,y) Vx,yeH, (4.8)

donde ] es la simetria del espacio de Hilbert # tal que W = J|'W|.

4.3. Marcos de Subespacios

En esta seccion se presenta un método de estudio de subespacios en el contexto de espacios de
Krein y espacios de Hilbert.

4.3.1. Marcos de Subespacios en Espacios de Hilbert

A continuacién se consideran los marcos de subespacios en espacios de Hilbert. A partir de ahora
consideramos I como un conjunto de indices, y definimos.

(D) ={(x)ier €™ :x;€Ry, Viell 4.9)

Definicién 4.3.1 (Marco de Subespacio). Sea # un espacio de Hilbert con la norma || - ||. Si existe
una familia {V;};c1 de subespacios cerrados de H se dice que es un marco de subespacios en espacio
de Hilbert H con respeto (x;)ic; € ¢°(I) (denotado por {x;,Vi}icy) si existen constantes A,B > 0
tales que
Allyl®> <Y xZ 1Py, yI> < Bllyl®, Vye H (4.10)
iel

siendo Py, : H — V; proyectores ortogonales. Los ntimeros A’y B se denominan limites del marco.

4.3.2. Marcos de Subespacios en Espacios de Krein

En esta seccién se considera marcos de subespacios en espacios Krein. Este trabajo se basa en las
propiedades dadas a los espacios de Hilbert.

Definicién 4.3.2 (Marcos de Subespacios). Sea K un espacio de Krein con simetria fundamental |
ylaJ-norma |l -|;. Si existe una familia {V;};c1 de subespacios cerrados de K con Qy, : X — V; sus
respectivos proyectores ortogonales. Fijamos (x;);c1 € €°(1), y decimos que {x;, V;};c; es un marco de
subespacios en espacio Krein si existen constantes A, B > 0 tales que

AlkIG < ) xF1Qu; kT < BIIkIF, Ve K. @11
iel

Observacién 4.3.3. De acuerdo con la definicién anterior y en la misma manera que en espacios
de Hilbert, las constantes A y B son llamadas limites del marco. sea A = B, la familia {x;, V;};c 1 se
llama un marco de subespacio B-ajustado. En particular si A = B = 1, entonces la familia {x;, V};c
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es llamada marco Parseval de subespacio. La familia {x;, V;};c ;1 se dice que es base ortonormal de
subespacios cuando

K=V 4.12)

iel
Por otra parte, llamaremos {x;, V;};e ; un marco de subespacios x-uniforme, siempre que x := x; =

x;j para todos i, j € 1. En caso de sélo tener limite superior, la familia {x;, V;};c sera también una
Sucesion de Bessel de subespacios con limite B para la sucesion de Bessel.

Teorema 4.3.4 (Equivalencias de los marcos de subespacios). Sea K un espacio de Krein con simetria
fundamental J. Consideremos una familia de subespacios cerrados {V;}ic de X talque Py, : X — V;
su proyeccion ortogonal respectivamente (con respecto a [+, 1 ;). Fijando (x;) ey € ¢ (1), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i). {xi,Vi}ieq es un marco de subespacio de (‘.7(, [+ -]) con limites del marco A, B;
ii). {x;,JVi}ier es un marco de subespacio de (17(, (- -]) con limites del marco A, B;
i1i). {x;, Vi}ies es un marco de subespacio de (‘.7(, (- -];) con limites del marco A, B;

iv). {x;,JVi}ier es un marco de subespacio en espacios de Hilbert (17(, [, -]]) con limites del marco
A,B.

Demostracioén. i) = ii) Como {x;, V;};c; es un marco de subespacio de (7(, [, -]) con limites del
marco A,B entonces se tiene que

Alkl7 <Y xf1Quikl7 < BIkI;, VkeX. Luego

iel
1Qv, kIl = 1TTQv, JTkN = 17Qyv, TkI5 = 1Qv, Jkl;

Por lo tanto

Allkll = AlTKNG < Y x5 1Qu kIl = Y xF1Quv, JkIIF < BIJTkI = Bll kI3

iel iel
Asi AII]kII?SZx?IIQ]Vi]kH?sBH]kH?, Vke X, por lo tanto {x;,JVi};c; es un marco de
iel

subespacio de (17(, [, -]) con limites del marco A, B

iii) = iv) El mismo razonamiento se aplica a {x;, JV;};e, junto con la Proposicion 4.1.7, luego
1Py, k1|5 = 1 JTPy, JTkI = | TPy, TkI5 = | Pyv, T k5
entonces

AllklG = AlTkIG <Y x5 1Py, KI5 = Y xZ 1Py, Jkll5 < BITkI5 = Bl kI3
iel

iel
por consiguiente se tiene que AIIkII? < Zx?IIQ]Vi kII% < Bllkllﬁ, Vke X, en efecto {x;,JV;}ier s
iel

un marco para (7(, [+ -]]).
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i) = iv) se demuestra con la Proposicién 4.1.8 de la siguiente manera: Dado Pjy, y Py, proyectores
ortogonales sobre JV; y V;, respectivamente, definimos Py, Py, = Qy,, que es un proyector
J-ortogonal en V;. Asi,

L e o Ve o
<= o]
iv) — i) se deriva de
Py, Jk g JPy,Jk g JPZ Jk g JPy,Py.Jk ’
|Pvsk], [, =i, ]
- ]Pv,-]]Pv,-]k”i

2
= |PwiPi k|

2 2
= P,ViPV,Jk”]: “QVikHJ

Proposicion 4.3.5. Fijamos {xi}ic; € (). Consideramos una particion {J;}ie; de 1 tal
que I = lierJi y {ki j}tjes;, un marco para espacio de Krein X con limites A;, B; > 0. Definimos
Vi = spanjej ki j} para todo i € 1. Supongamos que 0 < A = inf;e; A; < B = sup,¢; B;, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

i). {xiki j}ie1 jej; es marco para espacio de Krein en K.
ii). {x;e; jtier jej; €s marco para espacio de Krein en K.
i1i). {x;, Vi}ier es marco de subespacio para espacio de Krein en X .

Demostracion. Dado que paracadai € I, {k; j} jej; €s un marco para V; con cotas del marco A; y B;
se obtiene

2 2 2
AZx?”nV,-k” SZAix?’nVik” =)y [nV,-k,x,-k,-j]|
iel iel i€l jeJ;
2 2
SZB,-x?’nVik” sBZx?’nVik” .
iel iel

Ahora observamos que

Y 3 [Ivikosikis) | = X 3 [Texik ][

i€l jej; i€l jej;
Esto demuestra que {x;k; j}ie1,jej; € marco para X con limites C y D, el conjunto {V;};cs es el

- . o C D
vértice de un marco de subespacios respecto a {x;};c; para X con limites del marco 3V Por

otra parte, si {V;};c; es un marco de subespacios con respecto a {x;};e; con limites del marco Cy D,
el calculo anterior implica que {x;k;, j}ie1,jej; €8 un marco para X con limites del marco ACy BD.
por lo tanto i) implica a ii).
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Para demostrar la equivalencia de ii) y iii), observamos que en realidad podemos calcular las
proyecciones ortogonales de la siguiente manera

it =] 5 [l = 5 x|
j€is Jed

Proposicién 4.3.6. Sean X y x espacios Krein con simetrias fundamentales ] y J respectivamente.
Consideremos U : (17(, [- -]]) — (fﬂz, [ -]7) es un operador invertible. La familia{x;, Vi}ic1 es un marco
de subespacio para el espacio de Hilbert (X,[-,-1;) si y solamente si {x;,UV;}ie; es un marco de
subespacio para el espacio de Hilbert (’?E, (] 7) .

Demostracién. Por la proposicion 4.1.7 obtenemos

Y X IPv kT =) x;IU Pyv,Ukls =} x| Pyv, Ukl

iel iel iel

Por lo tanto, la equivalencia es inmediata. |

4.4. Marcos de Subespacios en espacios de Hilbert con 7 -métrica

En [15] se demuestra que el comportamiento de la estructura en el espacio de Hilbert con W -
métrica es en funcion de las propiedades 0 € p(%) o 0 € o (W). Luego estudiamos los marcos de
subespacios en estos espacios.

4.4.1. Marcos de Subespacios en Espacios de Krein Regulares

Teorema 4.4.1. Sea H w YVic H para todo i € I un espacio de Krein regular y un subespacio
cerrado de H respectivamente. la familia {x;, Vi}ic; es un marco de subespacios para los espacios de
Hilbert (}[ L (s -)) si y solo si{x;, Vi}ier es un marco de subespacio para un espacios de Krein regular

Hoay.

Demostracién. Puesto que H qy esun espacio de Krein regular, entonces la desigualdad (4.3) Esta
satisfecha. Por lo tanto

2 2
1w L 2 |Puk| = X x| Puk| = X 2 [(Pyik, Py k|
iel iel ] e
2
<IWIY | Py (4.13)
iel

=] Supongamos que {x;, Vi};e; es un marco de subespacio para espacio de Hilbert (#/,(-,-)) con
limites del marco A, B, entonces, por la desigualdad (4.13) obtenemos que {x;, V;};e; esun marco de
subespacio para espacio de Hilbert (%, [+,-] ;) con limites del marco A’ = | WY tAyB' = |W|B.
por el teorema 4.3.4 decimos {x;, V;};e; es un marco de subespacio para espacio de Krein regular
}[W .

[«< es andloga a la prueba anterior. |
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4.4.2. Marcos de Subespacios en Espacio de Krein singular

Teorema 4.4.2. Sea H w YVie H para todo i € I un espacio de Krein regular y un subespacio
cerrado de H respectivamente. Si {x;,Vi}ie; es un marco de subespacio para espacio de Hilbert
(}[, {, -)), entonces {x;, Vi}ic; no es marco de subespacio para espacio Krein singularﬂw.

Demostracioén. puesto que H qy €s un espacio de Krein singular, entonces 0 € g (%W ). Por lo

tanto, dado € > 0, la medida espectral E j tal que W = W AdE j satisface E 5 ((0,¢€]) #0. pero
o(‘W)

0,€] =Ujer [%,e], por lo tanto, existe nyge N tal que EA([nio,e]) #0. Ahora, se asume

f€E,l([nio,e])}[mvjparaalgﬁnjeltalque Ifl=1yIfl;<1(yaquelfl;<IvVIWIIIfI).De esta
manera, si M = sup ;¢ X;, entonces

> X IPy flIg = G IWIf1* < A” 1xzzx 1Py, IWIfI?

SA_IBM2<(L(‘W)|M61TJA)£A( ])ff>

:A_IBMZf
W)

a(

MUC[V%,S] WA(E N s

<eBAT'M*(E ) (a(W) f, f)
= AT'BMPe| f|I? = A" BM?e.

Por lo tanto, para € — 0,

Ifly=1

ot | ]| o 41

Ahora, si {x;, Vi}ie; es un marco de subespacio para espacio Krein singular #H qy con limites el
marco C,D > 0, entonces dado f por lo anterior, por el teorema 4.3.4 y de la igualdad (4.14) se
concluye que C = 0, lo cual es una contradiccién. Es decir, {x;, V;};c; no es marco de subespacio
para espacio Krein singular w- [ ]

Observacion 4.4.3. Un espacio de Hilbert # con una W -métrica arbitrario, puede incorporarse en
en un espacio de Krein denso A qy)» Obsérvese que si el espacio de Krein H qy €s regular, entonces
los marcos de subespacios son transferibles de # a H qy - Esto sucede porque (,7-[ a7l ]) =

(}[, [-,-]]). Es decir, en # cambiamos la norma (|| - || ~ || - ||;), los marcos de subespacio no son
transferibles, porque la propiedad de 0 € o (%) tiene una fuerte influencia. De ahi, tenemos que
encontrar una manera de ampliar los marcos de subespacio para espacio de Hilbert A al espacio
Krein singular 7 ;.

Una forma de ampliar el marco de subespacio de un espacio de Hilbert A a un espacio de Krein
regular H qy se hace de la siguiente manera.

Teorema 4.4.4. [7] Sea W : dom(W) — H un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H
tal que0 ¢ spec(‘W). Entonces

i) }[‘W puede ser identificado con dom(\/| W) c .

i) VIWI|: dom(VIW|) =9 g, — FH esun operador unitario.
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iii) {kn}nen © H es un marco para el espacio de Hilbert H con cotas de marco A < B si y solo

si { W | ‘1knn€,\,} c }[‘W es un marco para el espacio de Krein }[‘W con cotas de marco
A=<B.

Demostracién. Para la prueba de i), vamos a utilizar el hecho de que un operador lineal

densamente definido T esta cerrado si y s6lo si su dominio esté cerrado con respecto a la norma
2

gréfico (|- 11> + ” T(: )“ )12 [6, Teorema 5.1]. Como por supuesto 0 ¢ spec(%/), existe un € > 0 tal

que || = e. Por lo tanto, para todo h € dom(‘W), tenemos (h,| W |h) = e (h, h). Hay que recordar
que | h II§= (h,|W|hy =] VIW|h|? paratodo h € dom(W). Asi

IR =IVIWIRIP<IRIZ + IV IWIRIP<E + D [IWIhIP=E€"+1) [ kg,

por lo tanto, la J-norma || - ||; y la norma grafica de v/| /| son equivalentes en su dominio comin
de definicion. Como se ha comentado anteriormente, dom(y/| W |) esté cerrado con respecto a la
norma gréafica puesto un operador autoadjunto siempre es cerrado. A partir de la equivalencia de
las normas sobre el subespacio denso dom (W) « dom(\/| W), se deduce que dom(v/|W|) esta
cerrado con respecto a (la extensién de) lanorma | - || ;. Tomando el cierra de dom () nos permite
por lo tanto, identificar a ‘H qy con dom(/|'W|). Para mostrar ii), note que /|| tiene un inverso

acotado /| M| - :H — dom(\/|W]) yaque 0 ¢ spec(W). A partir de
-1 -1 -1 -1
Viw niwnw| =(iwn miwnfiwn i) =
J

-1

para todo h € dom(\/|W]), concluimos que /|7| vy porlo tanto v/| 9| son unitarios. Ahora iii)
-1

se desprende de la unicidad de v/|'W| (ver Teorema 4.2 de [7]). |

Teorema 4.4.5. Sea H qy un marco en espacio de Krein singular. Hay un operador invertible

U :H — H gy tal que:

i). Si{x;, Vi}ier es un marco de subespacio para espacio de Hilbert (}[, ¢, -)), entonces {x;, U Vi}ier
es marco de subespacio para espacio de Krein singular H e

ii). Si{x;, Vi}ier es marco de subespacio para espacio de Krein singular H qy - Espacio de Krein
%W’ entonces {x;, U ~'V;}ic1 es marco para espacio de Hilbert (A, ¢, ).

Demostracion. Por el Teorema 4.4.4 se demuestra que el operador /|W|: H < H w H,
satisface

”M'CHZ:( W1k |TW1KY = AWk, k) = 1 KI2.

Es decir, /| W| € B(H,H W) es una isometria. Por lo tanto, la isometria tiene una extensioén

unitaria de H q) Se denota /| W|. Luego, considerando U = +/|W|, Las implicaciones i) y ii)
se cumple inmediatamente con la ayuda de los teoremas 4.3.4 y 4.3.6. ]

Proposicién 4.4.6. (Forma del Teorema Espectral y Operador Multiplicador) Sea A un operador
autoadjunto acotado en H , un espacio de Hilbert separable. Entonces,

H= @ H,, (4.15)

neNuU{oo}
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y existen medidas {,u,,}f;]:1 (N=1,2,...0r00) en g(A) y un operador unitario
T:Hy, — Ly(0(A),duy) (4.16)

de modo que (TAT_lw)n(/l) = AMyy, n € NU{oo} en el que escribimos un elemento
v e®N_, Ly(0(A), dpy) como un N-tuple (y1(A), w2 (A),...,yn(A).

En la proposiciéon anterior, A es denominada una representacién espectral, 1o que conlleva al
siguiente resultado.

Teorema 4.4.7. Sea H un espacio de Hilbert separable, Donde W se define como el operador Gram
en# tal que0 € o (W). Entonces el espacio de Krein H qy tieneuna base ortonormal de subespacios.

Demostracion. Observe que el operador de Gram W es auto-adjunto, entonces por la
proposicion 4.4.6 tenemos (4.15) y existen medidas {pn}lryzl(N =1,2,...or o) en o(A) tal que
}[u,n = [,(a(W),duy). Por lo tanto {{1},}[wn}n€NU{oo} es un marco de subespacio para espacios de
Hilbert A con limites del marco 1. En efecto, {H wnlneNu{oo} POT (4.15) es una base ortonormal
de subespacios de #. Por el Teorema 4.4.5 decimos que {{1}, U H walneNUjoo} €8 UN marco de
subespacio Parceval del espacio singular Krein # w- En efecto {1}, U H wnlneNU{oo} €8 UNa base
ortonormal del subespacio de H w-

Hyy= @ UHy, 4.17)

neNU{oo} [ |

Observacion 4.4.8. Si0 ¢ o (W) se obtiene por (4.4) entonces

Hayy=(H,1,1)= @ (Hy, 1)) (4.18)

neNuU{oo}
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