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INTRODUCCION

77,
o
eoria y aplicaciones de los Numeros de Catalan ” es el nombre de este Trabajo de Grado,
que estuvo a cargo de las estudiantes KARLA XIMENA COHETATO PENA y LAURA STEFANY
RENGIFO TRUJILLO, realizado para optar al titulo de Licenciado en Matemadticas de la Universidad
Surcolombiana.

En este trabajo se ilustra una idea general de lo que representan los Nimeros de Catalan, los cuales
hoy en dia tienen un gran auge por sus aplicaciones al aparecer en varios problemas de conteo que
habitualmente son recurrentes.

Se da una breve introduccién de los Numeros de Catalan, algunos problemas sencillos donde
surgen, su relacion con el tridngulo de Pascal y algunas propiedades. Ademds se muestran tres
interpretaciones que pueden ser consideradas como primarias en tanto estdn relacionadas con
ideas bésicas de teoria de grafos, computacién y geometria. A su vez, presentamos una cuarta
interpretacion que los relaciona con la trama entera del plano de coordenadas y por lo tanto
permite introducir su estudio en un rico dominio del dlgebra clésica.
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Objetivo General

OBJETIVOS

» Exponer los fundamentos teéricos e histéricos sobre los cuales se desarrollan los Ntimeros

de Catalan.

Objetivos Especificos

» Enunciar y estudiar definiciones relacionados con los Niimeros de Catalan.

= Presentar una breve Resefla Historica de los Nimeros de Catalan.

= Hacer una presentacién del desarrollo y la construccién de los Ntimeros de Catalan.

= Mostrar algunos ejemplos de aplicaciones de los Numeros de Catalan.

11
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JUSTIFICACION

s aplicaciones de los ntimeros de Fibonacci y de Lucas, llamadas “estrellas que brillan en la
gran variedad de secuencias de enteros” tienen el don de la ubicuidad, aparecen inesperadamente
en diferentes contextos, conservan propiedades interesantes, son de facil entendimiento y han sido
tema llamativo para matemadticos y aficcionados por igual. Sin embargo, los Ntimeros de Catalan
son aun més fascinantes. Al igual que la estrella polar en el cielo nocturno, son una hermosa luz
brillante en el cielo matematico. Ellos contintian proporcionando un terreno fértil para la teoria de
numeros, especialmente para los aficionados catalanes y cientificos de la computacién.

Las hojas jovenes tienen la belleza y la ubicuidad de los niimeros de Catalan. “Ellos tienen
la misma propensién encantadora para aparecer inesperadamente, sobre todo en problemas
combinatorios,” escribi6 Martin Gardner en la popular columna “Juegos Matemdticos” en la
Scientific American.

Como Gardner ha sefialado, muchos aficionados y los matemaéticos saben el abecedario secuencia
de Catalan, pero no pueden estar familiarizados con su infinidad inesperada de acontecimientos,
las aplicaciones encantadoras, propiedades, ademas de las bellas y sorprendentes relaciones entre
los numerosos ejemplos. Este trabajo se realiza para recoger y presentar algunas aplicaciones y
propiedades de los Ntimeros de Catalan de varias fuentes de una manera ordenada y agradable.

El objetivo es recorrer junto al lector uno de los capitulos mas interesantes de la Combinatoria
Enumerativa con las diferentes interpretaciones de los Nimeros de Catalan que alli se encuentran,
y quizas descubra la verdadera razén por la cual estos nlimeros aparecen con tanta frecuencia, y
en situaciones tan diversas, en las matematicas.

13
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RESENA HISTORICA

% Numeros de Catalan son la solucion de varios problemas en diferentes dreas de
las matemadticas, deben su nombre al matemético Belga Eugéne Charles Catalan, (1814-1894)
quien los descubrié en 1838 mientras estudiaba el problema de las sucesiones bien formadas de
paréntesis.

Aunque estos nuimeros fueron nombrados en honor a Catalan ya se conocian antes de él;
alrededor de 1751 Leonhard Euler, (1707-1783), los descubri6 mientras estudiaba el problema de la
triangulacién de poligonos convexos, sin embargo de acuerdo a un articulo de 1988 escrito por el
matematico chino J. J. Luo, éstos ntimeros ya eran conocidos por el matematico chino Antu Ming,
(1692 - 1763), quien hace referencia a ellos en algunos trabajos de 1730 sobre modelos geométricos.
El trabajo de Ming fue publicado en chino, es ésta la raz6n por la cual no se conocié en Occidente.

Hoy en dia se conocen alrededor de 400 articulos y problemas que tratan acerca de los Nimeros de
Catalan, en 1965 William G. Brown de la Universidad de Columbia Britdnica en Canada present6
un antecedente historico con una lista de 60 referencias.

En 1976, Henry W. Gould de la Universidad de West Virginia en Morgantown public6é una extensa
bibliografia acerca de los ntimeros de Catalan conteniendo 470 referencias.

Richard P. Stanley del MIT ( Instituto Tecnolégico de Massachusetts) tiene enlistados, en su libro
Enumerative Combinatorics vol. 2, 66 problemas cuya solucién es un Numero de Catalan. En éste
trabajo se pretende dar una breve introduccién a estos nimeros. Algunos problemas sencillos
donde surgen, su relacion con el tridngulo de Pascal y algunas propiedades.

A continuacién presentamos una breve resefia bibliografica de Eugene Charles Catalan. Hacemos
referencia a los estudios y aportes que realiz6 con sus trabajos en andlisis matemaético, geometriay
célculo integral. Entre todos esos trabajos podemos destacar los ntimeros de Catalan ylos poliedros
de Catalan.

15



16 Resena Historica

Eugéne Charles Catalan
1814-1894

%alan naci6 en Brujas, Bélgica, hijo tnico

de un joyero francés de nombre Joseph Catalan, en
1814. En 1825, viaj6é a Paris y aprendié matemadtica
en la Ecole Polytechnique, donde conocié a Joseph
Liouville (1833). En 1833 obtuvo el primer lugar
en el Concurso General de Matemdticas Especiales.
En 1834 fue expulsado de la universidad y pasé a
Chdlons-sur-Marne, donde recibié un puesto tras su
graduacién. En 1835 se cas6 con Charlotte Augustine
Renée Perin, conocida como Eugénie. Fue autor de
un articulo en el segundo volumen, de 1837, del
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, que
publicaba Liouville. Un afo después, en la misma
revista, public6 dos articulos mas, el segundo de los
cuales contiene los llamados “ntimeros de Catalan”. Figura 1: Catalan (30 de mayo de 1814 -
14 de febrero de 1894).

En 1838 volvié a la Ecole Polytechnique y, con la ayuda de Liouville, obtuvo su titulo en
matemadticas en 1841. Fue entonces al Charlemagne College a ensefiar geometria descriptiva. Sin
embargo era politicamente activo y extremadamente izquierdista, lo que le llevé a participar en la
revolucién de 1848, tuvo una carrera animada y ademads se sentd en la Cdmara de los Diputados
francesa.

La Universidad de Lieja le concedi6 la catedra de Andlisis en 1865. En 1879, atin en Bélgica, se
convirtié en editor de un periédico donde public6 como nota al pie la teoria de Paul-Jean Busschop
tras rechazarla en 1873 (haciéndole saber a Busschop que era demasiado empirica). En 1883
trabajé para la Academia Belga de las Ciencias en el campo de la teoria de ntimeros. Muri6é en
Lieja,Bélgica.

Trabaj6 en fracciones continuas, geometria descriptiva, teoria de nimeros y combinatoria. Dio
su nombre a una superficie tinica (superficie periédica minima en el espacio ) que descubri6 en
1855. Anteriormente habia enunciado la famosa conjetura de Catalan, que fue publicada en 1844 y
probada finalmente en 2002 por el matemadtico rumano Preda Mihailescu. Introdujo los nimeros
de Catalan para resolver un problema combinatorio.



cAPITULO 1

‘ PRELIMINARES

%peraci()n de factorial aparece en muchas 4reas de las matemadticas, particularmente
en combinatoria y andlisis matemdtico. De manera fundamental, el factorial de n representa el
numero de formas distintas de ordenar n objetos distintos (elementos sin repeticion). Este hecho
ha sido conocido desde hace muchos afos, en particular en el siglo XII por los estudiosos hindues.
La notacién actual n! fue usada por primera vez por Christian Kramp en 1803.

La definicién de la funcién factorial también se puede extender a niimeros no naturales
manteniendo sus propiedades fundamentales, pero se requieren matemadticas avanzadas,
particularmente del anélisis matematico.

1.1. Factorial

El factorial de un nimero entero positivo se define como el producto que se obtiene de multiplicar
los niimeros enteros desde 1 hasta el niimero » indicado en el factorial y se nota por n!.

Asi:

n!'= 1 si n=1
(m=-D'n si n=2

De aqui se deduce facilmente que si n = 2,
nl=1x2x3x ---xn

Puesto que algunos casos necesitaremos el factorial de cero definimos a este como 1, es decir,
0'=1.

Por ejemplo:

5 = 1x2x3x4x5=120
10! 1x2x3x4x5x6x7x8x9x10=23628800

17



18 1.1. FACTORIAL

1.1.1. Propiedades

1. (n+1D!=n!(n+1),paratodon=0
sin=0entonces(0+1)!=1'=1=1-1=0'1
sin=1entonces (1+1)!=2!=11(1+1) =112
Supongamos que k = 2y (k+1)! = k! (k+1), entonces (k+2)! = (k+1)! (k+2), por la definicién.
Observemos que:

1 si n=0
n'(n+1) si n=1

(n+1)!={

Ejemplo: 5!=1x2x3x4x5=[1x2x3x4]x5=4!5

2. Paran,m=2 n!=m! siysolosin=m
Observacion: se pide n, m =2 porque si hay esta restriccion 0! = 1! sin embargo 0 # 1.
Si n = m evidentemente n! = m!.

Ahora si n! = m! mostremos que n = m.
Si n! = m! supongamos que n # m en particular supongamos que n < m.

De n! =m!sededudeque m!—n!=0asi1x2x3x ---xnx(n+1)x ---xm—-1x2x3x ---xn=0
porlotanto (1 x2x3x ---xn)[(n+1)x (n+2)x ---xm—1]=0perol1x2x3x ---x n#0asi
que (n+1)x(n+2)x ---xm=1dedonden+1=1,n+2=1, m=11o cual es imposible por
lo tanto n < m conduce a una contradiccion. Igual ocurre si n > m. Por lo tanto n = m.

3. n(n)y=((n+1!-n!

En efecto,

(n+1D!—n! nl(n+l)—n!

n'[(n+1)-1]

= n'n

Ejemplo: 5 (5) =(6—1) x5!=6x5!-5!=6!-5!



1.2. DOBLE FACTORIAL

4. (i) (a+Db)'#a'+Db!

(a+b)!=1%x2x3x ---x(a+Db)

a>b

a'+b! 1x2x3x%x --+xa+1x2x3x ---xpb

[1x2%x3%x ---xbx(b+1)x «--xa]l+[1x2x3x ---x b]

[1x2x3%x ---xb][(b+1)x(b+2)x ---xa—1]
# (a+Db)!

Ejemplo: (2+3)!=5!=120; 2!4+3!=2+6=8

Luego (2+3)!#2!+3!

(ii) (ax b)!'# (a)! x (b)!
(axb)!=1x2x3x --x(axb)

a>b

a! x b! 1x2x3x%x «+.xax1x2x3x ---xhb

[1x2%x3%x -++xbx(b+1)x «--xa]x[1x2x3x%x --+x b]

[1x2x3x - xb2[(b+1)x (b+2)x ---xa—1x a]

# (axDb)!

Ejemplo: (2x3)!=6!=720; 2!x3!=2x6=12

Efectivamente (2 x 3)! #2!x 3!

1.2. Doble Factorial

El doble factorial de un niimero entero no negativo es una generalizacién de n!y se define asi:

1 si n=0
nll= 1 si n=1

nxmn-=-2)!! si n=2



20 1.2. DOBLE FACTORIAL

La definicién establece que si 7 es un nimero mayor o igual a 2 su doble factorial es el producto
de n con el doble factorial del namero disminuido en 2.

Ejemplo: 3!=3x1I!=3x1=3

AMN=4x2'=4x2x0'=4%x2%x1=8

N=8x6!=8x6x4l=8x6x4x2'=8x6x4x2x0l=8x6x4x2x1=384

IM=9x7N=9x7x5!=9x7x5x3l=9x7x5x3x1!=9x7x5%x3x1=945

Es importante mencionar que (2n)!! equivale a multiplicar todos los nimeros pares desde 2 hasta
(2n), es decir,

Cmll=02n)x---x6x4x2
Demostracion por induccién:

Cn'=02n) x---x6x4x2
Veamos si es valido paran =1

CxD=2l=2x0l=2x1=2
Veamos si es vélido para n =2
@x2MN=41=4x21=4x2x01=4x%x2
Suponemos que es valido para n = k
CkM=02k)x2k—-2)x 2k—4)x---x4x2

Demostraremos que es vélida paran =k +1

Qk+1))I=2k+2)!

2k+2) x (2K
Rk+2)x[2k)x 2k—-2)x 2k—4) x --- x4 x 2]
k+2)x 2k)x 2k—-2)x4x2

Asimismo, para (2n — 1)!! equivale a multiplicar todos los nimeros impares desde 1 hasta 2n —1),
es decir se cumple que:

Cn-DN"'=02n—-1)x---x5x3x1
Demostracion por induccién:
Cn-DN"'=02n—-1)x---x5x3x1

Veamos si es valido paran =1



1.2. DOBLE FACTORIAL 21

CO-N=2-Dit=1I'=1
Veamos si es valido para n =2
) -D=@4-D=3"=3x1"=3x1
Suponemos que es vilido paran =k
Rk-DN=R2k-1)x(2k-3)x(2k—-5)x---x3x1

Demostraremos que es validaparan=k +1

2k+1)-D=2k+ D 2k+1)x 2k—1!
2k+1)[2k—-1)x (2k—=3) x (2k—=5) x --- x 3 x 1]

Rk+1)x2k—-1)x(2k—3)x 2k—-5)x--+x3x1

1.2.1. Algunas identidades del doble factorial.

1. nll(n-DI'=n! paran=1

Sea n € N, entonces n puede ser par o impar consideremos estos dos casos:

a) Si n es par entonces n —1 es impar, por lo tanto, n!!l =nx (n-2)x (n—-3)x---x2 y
(n-DN=Mmn-1)x(n-3)x---x1,asique:

nln-DI" = nxn-2)xn—-4)x---x4x2][(n—-1)x(n—-3)x(n—-5)x-+x3x1]
= nxn-1)xn-2)x(n-3)x(n—4)x---x4x3x2x1
= n!

Ejemplo: Sin=38

I x7Il = (Bx6x4x2)x7!
= (Bx6x4x2)(7x5x3x1)
= 8x7x6x5x4x3x2x1
= 8!

b) Sinesimpar, n—1esparluegon!!l=(n-1)xn-3)x---x1 y (n—-Dl=nx(n-2)x---x2,
entonces:

n'(n-1! (m—1)x(n—-3)x---x3x1][nx(n=-2)x(n—4) x--- x4 x2]

nxn-1)xn-2)x(n-3)x(n—4)x---x4x3x2x1

= n!
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Ejemplo: Sin=5

Sx 4!l = (5x3x1)x4!
= (bx3x1)4x2)
= 5x4x3x2x1
= bl

2. 2"n!=(2n)!! paran=0

Sea n un nimero natural, n!l=nx(n-1)x(n-2)x(n—-3)x (n—4)x (n—-5)x---x3x2x1, y
Cn'=02n)x---x6x4x2,

Luego:

2"p! = £2x2x2x2x...l[nx(n—l)><(n—2)><(n—3)><---><5><4><3><2><1]
n—v‘;ces

= 2nx2(n—-1)x2(n—2)x2(n—3) %+ x2x5)x(2x4)x(2x3)x(2x2)x(2x1)
= 2nx(2n—-2)x2n—-4)x2n—6)x---x10x8x6x4x2
= (2m!

Ejemplo: Sin=3

2331 = (2x2x2)x(3x2x1)
= (2x3)x2x2)x(2x1)
= 6x4x2
= 6!

1
3. 2n—1!!=@ aran=1
( ) o] p
2"l =02n)!! = 2x4x6x---x2n

1x2x3%x4x5x6x%x---x(2n—-1)x2n
1x3x5x%x---x2n-1)

B 2n)!
- @n-DN
De donde
2n)!
en-1n= &N
2"n!
Ejemplo: Sin=3
2x3)! 6!

2331~ 233!
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6x5x4x3x2x1

2x2x2)(3x2x1)
6x5x4x3x2x1

2x3)x(2x2)x(2x1)
6x5x4x3x2x1

6x4x2
= 5x3x1

= 5l

1.3. Coeficiente Binomial

Cada uno de los coeficientes del desarrollo del binomio (a + b)" con n entero no negativo recibe el
nombre de Coeficiente Binomial el cual puede interpretarse como el nimero de subconjuntos con
k elementos que tiene un conjunto de n elementos.

Este nimero que aparece con tanta frecuencia en la combinatoria, recibe una notacién y

denominacién especial y se representa por ( k)'

Por definicién,

n| n!
k|~ (n-k)k!

(se lee “n sobre k” o “n escoge k”).

En efecto:

n _n><(n—l)x(n—Z)x---x(n—k+l)
k| 1x2x3x--x(k=1)xk

Multiplicando el numerador y el denominador de la fraccién anterior por 1 x2x3 x .- x (n—k) =
(n - k)! obtenemos

n _nx(n—l)><(n—2)><---><(n—k+1)x(n—k)x3x2x1
k| [(n—Fk)x--x3x2x1][kx--x3x2x]1]

n!
 (n=k)k!

1.3.1. Propiedades

En las demostraciones de estas propiedades se utilizan, siempre que sea posible, argumentos
combinatorios, aunque no sea en muchos casos, la inica via de demostracién. Si no se indica lo

. . .. n .
contrario, supondremos siempre que, en la expresién ( k)' n'y k son enteros no negativos, y k < n.
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1. Propiedad de simetria

Para cualquier par de niimeros naturales 7, k se cumple que

AR

En efecto:
n _ n!
n-k|  [n-m-0) -k
n!
T (n-n+k)!(n-k)!
n!
k!l (n-k)!
n!
 (n=k)'k
_ n
-k
Ejemplo:
Sin=5 k=3

5\ 5!
2l =22

5!

31 2!
5!

2! 3!
5!

5-3)! 3!

|5
3
Para cualquier par de numeros naturales 7, k tenemos,

VPRI ok

2. Propiedad dela adici6én

En efecto:

n—-1 N n-1| (n—1)! N (n-1)!
k k=1  Km-k-1! (k=D!'(n-k)!
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(n=-D!'(n-k) (n-D'k

M- k-1 k-l (n-k!

(n-1D!'(k+n-k)

k' (n—k)!
_ mn—-1D'n
kK (n-k)!
n!
C (m-k)Vk
Ejemplo:
Sin=5 k=3

1.4. ElTridngulo de Pascal

El Tridngulo de Pascal o de Tartaglia es un
conjunto infinito de niimeros enteros ordenados
en forma de tridngulo que expresan coeficientes
binomiales.

Tiene un origen que data del siglo XII en China.
De hecho, algunas de sus propiedades fueron
estudiadas por el matemadtico chino Yang Hui
(siglo XIII), asi como por el poeta persa Omar
Khayyam (siglo XII).

4!
_+_
113t 212!

4!

4!

i

4!

1 1
_+_
6 4
2+3

12

415
12
5!

2%x6
5!

213!

|

5
3

|

Figura 1.1: Blaise Pascal (1623-1662).
Fil6sofo, Fisico y Matematico francés.
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El que se le asocie el nombre del
filésofo, y matemadtico Pascal (1623-
1662) se debe a que él escribi6 el
primer tratado sobre el tridngulo. El

Figura 1.2: Yang Hui(1238-1298). Matematico chino de de Tartaglia(1500-1557) porque éste
Qiantang. Trabaj6 en los cuadrados magicos, los circulos italiano fue de los primeros que lo
mégicos y el teorema del Binomio. publicaron en Europa.

1.4.1. Aspectos notables del Tridngulo de Pascal

Niimeros Naturales
! / Niimeros Tridngulares
1 | 1 .4 ) .
1 2 1 Niimeros Tetraédricos
1 s | 3 17
1 4 6 4 1
1 5 10 | 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 | 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Coeficientes binomiales centrales

Figura 1.3: Tridngulo de Pascal

En la segunda diagonal se encuentran los nimeros naturales:
N=1{1,2,3,4,5,6, ...}
En la tercera diagonal los ntimeros tridngulares:
T,=11,3,6,10,15,21, ...}
En la cuarta diagonal los nlimeros tetraédricos:
Tt,=1{1,4,10,20,35,56, ...}
La suma de los coeficientes de cada renglén forman potencias de 2:

P, =1{1,2,4,8,16,32, ...}
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Niimeros Tridngulares

° A A (_%quellos nimeros que pueden
3 6

ser presentados en forma de un tridngulo
equildtero, siendo el primer ntmero

triangular el 1.

Los numeros tridngulares

fueron estudiados por Pitdgoras quien
10 15

-

consideraba un ntmero sagrado al 10
cuando es escrito en forma triangular,

este nimero es conocido como Tetraktys
Figura 1.4: Ndmeros Tridngulares 0 trianén.

Cada numero triangular T}, es la suma de los
1

n primeros nimeros naturales: ° —
[5) [5) —_— 1+2=3
Ty=1+243+...+n e o o —= 1r2r3=e
[o) [6) [6) [6) —_— 1+2+3+4=10
La férmula para calcular el n-ésimo niimero
[5) [o) o) [o) @ —» 1+2+3+4+5=15

triangular T}, es:

= n(n+1) Figura 1.5: Niimeros Tridngulares
2
11+1) 2
Tl = 1: ( ):—:
2 2
22+1) 2x3
T, = 1+2= = > =
33+1) 3x4
T3 = 1+2+43= = =6
2
nn+1)
T, = 1+2+3+...+n=——

2



28 1.4. EL TRIANGULO DE PASCAL

Segtin la ecuacién de Ramanujan - Nagell,
se considera que el nimero triangular mas
ﬁ grande puede ser representado mediante
la formula 2¥-1 es 4095.
" Cabe destacar que un namero triangular
es aquel que puede ser representado a
Figura 1.6: Srinivasa Aayiangar Ramanujan; (1887- través de un patrén triangular que tiene
1920). puntos espaciados de forma equilibrada.

Algunos ejemplos de niimeros triangulares son:

» El nimero tres, es considerado como un ntimero
triangular porque se puede descomponer como
la suma de ntmeros sucesivos, empezando en 1
y terminando en 2. Es decir, 3 =1+2.

= Elndmero seis, también es un niimero triangular
porque se puede descomponer como la suma
de numeros sucesivos, empezando en 1 y Figura 1.7: Thomas Nagel ;(76 afios)
terminando en 3. Es decir, 6 =1+2+3. Filosofo estadounidense.

Existe una propiedad de los nimeros triangulares, la cual dice que si se suman dos nimeros
triangulares consecutivos, se llega a tener como resultado un ntimero cuadrado, por ejemplo, si
se suman, 3 y 6, se tiene como resultado el nimero cuadrado 9. Esto se debe a que si T}, es un
numero tridngular, entonces T, =1+2+3+:--+ny Ty =14+2+3+---+n+(n+1) porlo tanto

Th+Tyyr = (A+2+43+--+n)+1+2+3+---+n+(n+1))
= 2(1+2+43+---+n)+n+1)
2n(n+1)
= T+(n+1)
= nn+)+mn+1)
= (m+Dmn+1)
= (n+1)?

Numeros Tetraédricos

%mero tetraédrico, o niimero

piramidal triangular, es un ntmero
figurado que representa una pirdmide

de base triangular y cuatro caras,
Figura 1.8: Niimeros tetraédricos llamada tetraedro.
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Los primeros nimeros tetraédricos son:
1,4,10,20,35,56, 84,120, 165,220, 286,364, 455,560,680, 816,969, ...

La féormula del n-ésimo nimero tetraédrico es:
nn+1)(n+2)

Tt, = 5
El Gnico ntmero tetraédrico que es
también un ndmero piramidal cuadrado
es el 1 (Beukers, 1988).
El n-ésimo namero tetraédrico puede ser
expresado como:
Tt, = (n + 2) Figura 1.9: Ndmeros tetraédricos
3
Efectivamente,
nn+1)(n+2
Tt, = ( )( )
6
. (n+2)(n+Dn(n-1!
B (n-1!6
(n+2)!
(n—1)3!

n+2
3
El n-ésimo ntmero tetraédrico es la suma de los n primeros nimeros triangulares.

O sea:

Ttl = 1

Tty = 1+3

Tty = 1+3+6

Tt, = 1+3+6+...+ T,

En forma equivalente:

n+2 m k(k+1)
( 3 )_; 2

Resultado que puede probarse por inducciéon sobre 7.
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CAPITULO 2

‘ NUMEROS DE CATALAN

gn combinatoria, los niimeros de Catalan forman una secuencia de niimeros naturales que
aparece en varios problemas de conteo que habitualmente son recurrentes. Obtienen su nombre

del matematico belga Eugene Charles Catalan (1814 —1894).

El n-ésimo ntmero de Catalan se obtiene a partir de la siguiente férmula:

1 (2n )_ (2n)!

n ) (m+1)'n

= n=0
n+1

n

Que se consiguen de la siguiente manera:

<k2+k1> (2k251)

Coeficientes binomiales centrales

Figura 2.1: Tridngulo de Pascal

31

(

2k
2k

)
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Los ntimeros de Catalan corresponden a los términos o coeficientes centrales del desarrollo
(a+ b)*" dividido por n+1.

Asi
1 2
C,= ( " ) n=0
n+l1l\ n
calculos directos muestran que
2n)!
C, (2n)
n!'(n+1)!
1 (2n 1 (2n)!
Cn = =
n+l\n n+1|[n!'@2n-n)
B I @2n)!
~ n+ln'n
_ (2n)!
onl(n+1)!

Los primeros nameros de Catalan son:

Co=1 Cyi=14
C] =1 C5 =42
Cr,=2 Ce=132
C3 =5 C7 =429
. m . 1
Generalmente se nota en la mayoria de textos Cp, . = ( K ), asique C,, = m Conn
n
En resumen tenemos
1 1 [2n 2n)!
Cn = 2nmn = T 1 =
n+1 n+l\n n!'(n+1)!

2.1. Algunas formas de calcular los Nimeros de Catalan

1. En forma directa a partir de la férmula
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1 1(4) 1( 4\ 1(3x4
C=r—0C2=7| =3 == =
2+1 3l2] "3la2r2r) "3\ 2
1 1(6) 1( 6\ 1(4x5x6
C=—70Cos=~|,|=~ =— =
3+1 4\3] " 2\331) 4| 2x3
S _18_1(8!)_1(70)_14

YT av1 5l slaa) 5T

1 1(10) 1(101) 1
Ci=c 7 Cos=¢| | =¢|gg )= @2 =42

1 1(12 1/( 12! 1
Co=——=Cup=1 =-lara 25(924):132

1 ® 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 (6) 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20) 15 6
1 7 21 35 35 21 7

1 8 28 56 56 28

Coeficientes centrales binomiales

Figura 2.2: Maneras de triangular un poligono

1 [2n
Asumamos que C, = —— , afirmamos que
n n

+1
e~ _1 [an+2)
2T i3l n+2

1 [2n+4
 n+3|\n+2

Fila 0

Fila 1

Fila 2
Fila 3

Fila 4

Fila 5

Fila 6

Fila 7

Fila 8
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Efectivamente

2(n+2))!
(n+2)! (n+3)!

Cn+2

2n+4)!
n+2)!(n+3) (n+2)!

1 2n+4)!
(n+3) (n+2)! (2n+4)—(n+2))!

_ 1 2n+4
T m+3) |\ n+2

Esto muestra por inducciéon matemadtica que el resultado es valido.

2. Vale el resultado

1 2n
Cp=— paran=1
n\n-1

En efecto:
w1 2w
"Tm+D'n! T nm-D!'(n+1)!
1 2n)!
 n(m-1! 2n-(n-1)!
_ 1| 2n
 nln-1
asi que:
1(2
C == )=1x1=1
1l0
1{4) 1
Co=— =—x4=2 etc
2(1] 2

Lo anterior significa que cada ntimero de Catalan C,, puede ser calculado dividiendo el
término inmediatamente a la izquierda 6 a la derecha del coeficiente central binomial por
la mitad del niimero de renglon.

Ejemplo:
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c=tco=1?=2 -1
1771297 ol " 2100

R 14_1(4!)_ w2
27 ol T2 3r) T2

—
—

—
—_
o))
o —
—
o
= w
OI0I0I0)0.
s w
—
w
w —
o
—_
—_

—
\]
[\
—
w
(4)]
w
&)
\S)
p—i
\]
—

._
5] (5] [+] []

—
o]
[\
o]
(&)}
(o]

56 28 8 1

Figura 2.3: Tridngulo de Pascal

3. Vale el resultado,

C”:( 2: )_( nz—nl )

Efectivamente

2n B 2n 2n)! _ (2n)! B 2n)! B 2n)!
nlnl m-D!'2n-n+1)! " nlnal (n-D!'(n+1)!
2n)!

- (n=D!'n'n!(n+1)! [(n=D!(n+1D!-n!nl|

Cn)!'(n-D!'n'(n+1)—(n—-1)!nn!
(m—-D!'n!'n!(n+1)!

Cn)!(n—-D!'n!l(n+1)—n]
m—-D'n'n!(n+1)!

2n)!

D "
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Luego, C,, puede ser calculado restando al coeficiente central binomial el nlimero inmediato a su
izquierda o a su derecha.

Ejemplo:
Sin=1
Ci=Coi—Cro = |?|=[?
1 — W21 2,0 — 1 0
20 2
T T 2000
= 2-1
=1
Sin=2
Cr=Cir—Cui = |*]-[*
2 — 4.2 4,1 - 2 1
4 4
BT TRETET
= 6-4
= 2
Sin=3
Co=Cos—Cor = |°]-[°
3 — L6,3 6,2 — 3 2
6 6
T o33l 412
= 20-15
= 5
Sin=4
Ci=Coa—Cos = [B]-[®
4 — L84 83 — 4 3
g gl
BETTRTEY]
= 70-56=14
Sin=5
C—c c _ (10} (10
5 —L10,5 10,4 — 5 4
_ 100 10!
~ 5150 64l
= 252-210

= 42
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®OOO

Figura 2.4: Tridngulo de Pascal

2.2. Numeros de Catalan Generalizados

Los ntimeros de Catalan son un caso especial de una clase mds grande de ntimeros C(n, k)
definidos por:

1 k+1
Cn, k) (( " )”) k=0
kn+1 n
Se tiene que C(n,1) = C,, puesto que
1 (2n
Cn,1) = ( )
n+l\n
B 1 (@2n)!
B (n+1) n!'n!
B @en)!
T+ "

Como en el caso de los nimeros de Catalan todo nimero de Catalan generalizado. C(n, k), es un
entero.

En efecto:

n-1 n! (kn)!  (n—1)! (kn+1)!

(kn+n)_(kn+n) B (kn+n)! (kn+n)!
n

(kn+n)! B (kn+n)!
nn-'(kn)! (m-1!kn)! (kn+1)

1 1
n kn+l

(kn+n)!
(n=1!(kn)!
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kn+l-n
nkn+l)

(kn+n)!
(n=1!(kn)!

(kn+n)! [(k—1n+1]
(n=1!(kn)! nkn+1)

(kn+n)!
T nl(kn+1)! [(k=T)n+1]
(kn+n)! (k—-Dn+1

(kn+1)

1 kn+n
= ( i )Kk—Un+H

n'(kn+n-n)!

kn+1

debido a que el lado izquierdo es un entero, el lado derecho también debe serlo. Pero kn+ 1y
kn+
(k—1)n + 1 son primos relativos. Esto implica que kn + 1 divide a ( nn n) asi que C(n, k) es un

numero entero para todo nytodo k= 0.

Noétese que C(n, k) puede también ser escrito como:

1
Cn=1 n-1

(k+1n )
n

En efecto:

((k+1) n)!
n' (k+1n-n)!

cin. k) kn+1

1 (k+1)n 1
kn+1 n

[(k+1) n]!
(kn+1) n! (kn+n-n)!

[(k+1) n]!
(kn+1) n!(kn)!

[(k+1) n]!
n! (kn+1)!

[((k+1) n]!
nn-!'kn+1)!

[(k+1) n]!
nn-D!'kn+n-n+1)!

[(k+1) n]!
nnrn-D![k+)n-(n-1]

((k+1) n)!
(n-D!'[(k+)n—-(n-D]!

B l(k+1)n
 n| n-1

1
n
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n
Cuando k =0, C(n,0) = ( ) la correspondiente sucesién es la sucesiéon constante 1,1,1, ... . La
n

tabla siguiente muestra las sucesiones correspondientes a k =0,1,2,3 y 4.

n
k=0: 1,1,1,1,1,...,( ),
n
1 (2n
k=1": 1,1,2,5,14, ..., ( ),
n+l\n
1 3n
k=2: 1,1,3,12,55, ..., ) e
2n+1
1 4n
k=3: 1,1,4,22,140, ..., ( ),
3n+1\n
1 5n
k=4: 1,1,5,35,285, ..., ) e
dn+1\ n
Para k = 0 se cumple que:
1/{0+1)n 1| n 1 n!
C(n,0) = — =— =—|—
n\ n-1 nin-1 nln-D'1
n!
 n(=-1!
n!
= E:
Para k = 1 se cumple que:
1{01+1D)n 1 2n 1 2n!
Cn,l) = -— =— =—
n{ n-1 nin-1 nln-1!'2n—-(n-1))!
1 2n!
T onlm-D'(n+D)!
2n! 1

nn-1!'n+1)!

2n!
n!'(n+1)!

2n!
n'n+1) (n+n—n)!

2n!

n'(n+1) 2n—n)!
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1 2n!
(n+1) n!'2n-n)!

B 1 [2n
 n+1lln

Para k = 2 se cumple que:

Cna = l(2+1)n _l 3n _l 3n!
e e N I T e e ]
B l 3n! B 3n!
 onlm-D'Cn+1D)!| nm-1)!2r+1)
_ 3n!
o @2n+1)!

3n!

n'22n+1)2n+n—n)!

3n!
n'2n+1) (3n—n)!

1 3n!
2n+1) n!'Bn-—n)!

_ 1 3n
 2n+1ln

Para k = 3 se cumple que:

Cn3) = 1(B+Dn) _1f4n)_1 4n!
’ " nl n=-1 ) nln-1] nlm-1D'dn-m-1)
B l 4n! B 4n!
 on|lm-1D'3Gr+1)!| nm-1)!3Bnr+1)
B 4n!
 nl@Bn+1)!

4n!
n'Bn+1) Bn+n-n)!

4n!
n'3n+1) (4n—n)!

1 4n!
Bn+1) n!'(dn—n)!

_ 1 4n
© 3n+1{n
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Para k = 4 se cumple que:

1((4+1)n) I(Sn) 1 5n!
Cn4) = = == ==
n\ n—-1 nin-1 n|l(n-D!'6Gn-(n-1))!
_ l 5n!
C onlm-1D'@n+1)!
5n!

nn-1'4n+1)!

5n!
n'dn+1)!

5n!
n'dn+1) n+n—-—n)!

B 5n!
 nl@n+1) Gn-n)!
B 1 5n!
 @n+1 n Gn-n)!
B 1 5n
 4n+1ln

2.3. Algunos ejemplos donde aparecen los Numeros de Catalan

2.3.1. Triangulacion de poligonos

Ejemplo 2.3.1. Encuentre el niimero de maneras Ty, en que el interior de un poligono convexo de n
lados, puede ser dividido en tridngulos, dibujando diagonales que no se crucen, para: n=3

Solucién:

Hay exactamente una manera de triangular un tridngulo 73 = C; =1
Hay exactamente dos maneras de triangular un cuadrado Ty = C, = 2
Hay cinco diferentes maneras de triangular un pentdgono 75 = C3 =5
Hay 14 diferentes maneras de triangular un hexdgono Tg = C4 = 14
Hay 42 maneras de triangular un poligono de 7 lados T; = C5 = 42
Hay 132 maneras de triangular un poligono de 8 lados Tg = Cs = 132
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Figura 2.5: Las triangulaciones de poligonos

Una triangulacién de un poligono es una forma de descomponerlo como una unién disjunta
de tridngulos, cuyos vértices coinciden con los del poligono. Es facil ver que para triangular un
poligono con 7 + 2 vértices se necesitan exactamente n tridngulos (y viceversa).

°0

AN ABC 1 Forma de triangular
A® °B
ND A'D A\D AVD
Be c °Cc Be B °C
AABC ABAD ACBA ADAB
AACD ABCD ACDA ADBC
2 Formas de triangular

Figura 2.6: Maneras de triangular un poligono
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Si en un poligono de n vértices escogemos un vértice cualquiera, encontramos 2 vértices que son
contiguos, quedando n — 2 lados.
Hay n — 2 tridngulos en un poligono de n lados desde un solo vértice.

Por ejemplo, en la Figura anterior ilustramos las dos triangulaciones para el cuadrado, las cinco
triangulaciones de un pentdgono y las catorce del hexdgono, cada una de ellas construida
utilizando exactamente dos, tres y cuatro tridngulos respectivamente.

En un tridngulo, él ya esta triangulado de una tinica manera, un cuadrado de dos, un pentdgono
de cinco, y un hexdgono de catorce maneras diferentes. El problema se complica cada vez que
aumentamos el nimero de lados del poligono. En esta seccién presentaremos una recurrencia que
nos permite calcular estos valores facilmente.

Sea C,, el nimero de maneras de descomponer un poligono utilizando exactamente n tridngulos.
Procedemos por induccién sobre 7 para calcular C,,.

Supongamos que sabemos triangular todos los poligonos con un maximo de n+2 lados, y con esta
informacién triangulemos un poligono con n + 3 lados. (El problema es trivial si tenemos un sélo
tridngulo.)

Procedemos de la siguiente manera. Primero escogemos un lado del poligono de vértices
1,2,...,n+3. Enlo que sigue, el lado escogido por el lector siempre serd el que une a los vértices 1
y n+ 3. Este lado pertenece a un tnico tridngulo en nuestra triangulacién, 7T;, cuyo tercer vértice i
pertenece al conjunto {2,3,..., n+ 2}. Ver Figura 2,6.

C D

Figura 2.7: La triangulacién de un poligono con un lado escogido, y cuyo tercer vértice es i.

Eliminando el tridngulo 7T; de nuestro poligono, obtenemos dos nuevos poligonos que se
encuentran triangulados. El primero de ellos tiene como vértices a los nimeros 1,2, ...,i, y
en consecuencia, puede ser triangulado de C;_, maneras diferentes. El segundo poligono tiene
como vértices a los nimeros i,7 +1,i +2, ...,n+ 3, y en consecuencia puede ser triangulado de
C,—i+2 maneras distintas. Ambas elecciones son independientes. Asi que el niimero de maneras
de triangular el poligono (que contienen al tridngulo T;) es C;_» C,_; 2.

Al variar el tercer vértice del tridngulo T; sobre todos los valores posibles, 2,3, ..., n+2, obtenemos
la recurrencia de Catalan;
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Cp1=CoCp+C1Cp—1+ ...+ Cy1C1 + C,Cy

(Note que estamos suponiendo que Cy =1.)
Larecurrencia de Catalan nos permite calcular rdpidamente los primeros valores de la sucesion de
Catalan:

1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...

La estructura recursiva que acabamos de hallar nos permite generar todas las triangulaciones de
un poligono. La recurrencia de Catalan también nos permite demostrar que otros conjuntos se
pueden contar con los nimeros de Catalan.

2.3.2. Orden en la multiplicacién

Ejemplo 2.3.2. Supongamos que tenemos un conjunto de n+ 1 niimeros para multiplicarlos juntos,
lo que significa que hay n multiplicaciones para realizar.

Sin cambiar el orden de los ntimeros, se pueden multiplicar de las siguientes maneras o en los ordenes
especificados en la figura.

N.Trazos Ntuimeros Multiplicados Maneras
n=0 (a) 1 manera
n=1 (a. b) 1 manera
n=2 ((a« b)), (a.(b. c)) 2 maneras
n=3 (((@« b)s ). d)), (@« b)«(cs d)), (a.(b. ). d) 5 maneras

(a.((b.c).d), (a.(b.(c.d))
n=4 ((((@a«b)s ). d). €), ((a.b)«c).(d.e)), ((a-b).(c.d)).e) 14 maneras
((@. b).((c. d)u €), ((a. b).(c.(d.e))), ((@a.(b.c). d). e)
((a.(b. €))«(b. €)), ((a«((b.c).d)). e), ((a.(b.(c.d))).e)
(@:(((b« ©)a d)u €)), (a:((b.c)u(d. ), (a:((b.(c.d)).e))
(a.(b.((c. d). @), (a.(b.(c.(d.e))))

2.3.3. Paréntesis balanceados

Ejemplo 2.3.3. Suponga que tiene n pares de paréntesis y que le gustaria formar con ellos

agrupaciones vdlidas, donde “ vdlido” significa que cada paréntesis abierto tiene un paréntesis
cerrado que le corresponde, o que hace juego con él, o que empata con éL.

Tal vez una definicién mdés precisa del problema seria la siguiente: Una cadena de paréntesis
es valida si hay el mismo ntimero de paréntesis de apertura y cerrado y si usted comienza a la
izquierda mientras se mueve a la derecha, afiadir 1 cada vez que pasas por un proceso abierto y
resta 1 cada vez que pasa un cierre de paréntesis, entonces la suma es siempre no negativa.

La siguiente Tabla muestra las agrupaciones posibles para0 < n < 5.
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N.deTrazos Numero de Paréntesis Maneras
n=0 * 1 manera
n=1 0 1 manera
n=2 00, (O 2 maneras
n=3 000, 0(0), (MO, (00, (0N 5 maneras
n=4 0000, 00, 00O, 000), 00N OO0, (WD), (00)0, 14 maneras

((0N0, (000) (00N, ((DI0), (OO, ((CO)

00000, 000€0), 00O, 000, 000N 000, 00)O), 42 maneras
00MO, 0ONO, 000) 000N, OUDIN), OO0, 00,

000 MO, (MO, MO0, (M), (VOO0 (OO0,

((ON00, (ONW), (OO0, (OWONO (OIDO, (COONO, ((DINO,

(0000, (000N OO0, (OO0, (OO, (DIOO), ((OIO)

((00)0), (((0)0), ((000)), ((0(0))), (((0)N)) (((D0))), ((((0))))

S
Il
(&)

Es util y razonable para definir el nimero para n = 0 a 1, ya que no es exactamente una forma de la
organizacion de cero entre paréntesis: no escribimos nada. Quedara claro mas adelante que esta
es exactamente la correcta interpretacion.

2.3.4. Sierras

Ejemplo 2.3.4. Encontrar el niimero de ‘sierras” que se pueden formar con n trazos de manera
ascendente y descendentes de tal manera que se mantengan por encima de la linea original. Si
consideramos como en el caso anterior que existe una cadena montafiosa unica sin trazos. En la
siguiente tabla se presenta una lista de las posibilidades para0 < n < 3:

Numero de Trazos Nuimero de Sierras Maneras
n=0 * 1 manera
n=1 /\ 1 manera

/\
n=2 /NN N 2 maneras
/\
n=3 /\ /\ [\ 5 maneras

AV Ay A AN N N AT R

Tenga en cuenta que estos deben coincidir con los grupos de paréntesis-arriba. El “(” corresponde
a“/”yel“)” a\”. Las cadenas montanosas para n =4y n =5 se han omitido para ahorrar espacio,
pero son 14 y 42 de ellos, respectivamente. Es un buen ejercicio para sacar las 14 versiones con
n=4.
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ga definicion formal de un conjunto

védlido de paréntesis, se indica que si
se aflade un paréntesis para abrir y un
paréntesis de cierre la suma siempre serd no

negativa.

La interpretacion es que la cordillera de

las montafias nunca pasard por debajo del

horizonte.

2.3.5. Ordenar monedas

Figura 2.8: Cordillera de montaiias

Ejemplo 2.3.5. Supongamos que tenemos una cantidad infinita de monedas y que deseamos
acomodarlas en filas, sujetas a las siguientes condiciones.

(i) La fila de abajo consiste de n monedas, cada una en contacto con las dos mds préximas a sus
lados, excepto las 2 de los extremos, n > 1.

(ii) Una moneda que no pertenece a un renglén se sitiia entre las dos monedas debajo de ella.

(iii) No se hace distincion entre cara o cruz.

o

n=1

009,

e
R,

o

Figura 2.9: Ordenar monedas
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2.3.6. Manos através de una mesa

Ejemplo 2.3.6. Encuentre el niimero de maneras en que 2n personas, sentadas alrededor de una
mesa redonda, pueden saludarse sin que sus manos se crucen. Paran = 0.

Solucion: La figura muestra los varios posibles saludos para 0 < n < 4. La respuesta en cada caso es
un numero de Catalan.

50000

SN W WS
0200 S
OO 00

Figura 2.10: Manos sobre la mesa
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2.3.7. Caminos evitando la diagonal

Ejemplo 2.3.7. Encuentre el niimero de trayectorias en que una torre se puede mover desde la
esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha en un tablero de ajedrez de n x n sin
cruzar la diagonal principal.

Solucion; La figura muestra las posibles trayectorias paral < n <5.

1
9 th
IZI | - =
n=1 n=2 n=3
? ?
- [
1 ) YH
| 1 =
n=4
¢ ¢ )] ¢ ¢
1 ] ]
1 1 L
o o o [¢ ,
-
M mu| |
“h 1 Yh
1 = =
? s ? 9
- - . [
- [
" 1 YH
1 - =
n=>5

Figura 2.11: Caminos evitando la diagonal
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Enunared de n x n casillas, podemos establecer el nimero de trayectorias que deben permanecer
en o por encima de la diagonal principal con las condiciones dadas anteriormente.

/ NV o\

Figura 2.12: ruta de acceso correspondiente y el rango

Esto es obviamente la misma pregunta que en el ejemplo anterior, con las montafias corriendo en
diagonal. En la Figura anterior podemos ver cémo uno de estos caminos corresponde a una cadena
de montarias.



50

2.3. ALGUNOS EJEMPLOS DONDE APARECEN LOS NUMEROS DE CATALAN




CONCLUSIONES

Las precisiones sobre el trabajo al enunciar y estudiar definiciones relacionados con los
numeros de Catalan y la formulacién de ejemplos constituyen indicaciones para el futuro
en la planificacién y permanencia de los problemas esenciales.

Los Nimeros de Catalan hoy en dia tienen un gran auge por sus aplicaciones al aparecer en
varios problemas de conteo que habitualmente son recursivos y esenciales.

Es importante que se conozcan las propiedades de la teoria de niimeros porque constituyen
un avance en el accionar no sélo racional sino también cientifico del hombre.

Los Niimeros de Catalan son muy importantes por sus aplicaciones en varios problemas de
conteo que habitualmente son recurrentes.

Las diferentes interpretaciones de estos niameros pueden ser consideradas como primarias
en tanto estdn relacionadas con ideas bdsicas de teoria de grafos, computacién y geometria.

51
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Conclusiones
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