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PRESENTACION

“Aplicaciones y curiosidades de los Nuneros de Fibonacci” es el nombre del pre-
sente trabajo de grado, que estd a cargo de los estudiantes ANYI CAROLINA
SANCHEZ RIVERA y DANIEL FERNANDO TOVAR VANEGAS, elaborado
como requisito para optar al titulo de Licenciados en Matemaéticas de la Universi-

dad Surcolombiana.

El contenido se fundamenta en una revisién bibliografica organizada en torno al
estudio de los Numeros de Fibonacci,su naturaleza,curiosidades sobre los mismos
y su aplicacién en otros campos de la ciencia. En la organizacién del material nos
preocupamos por presentar algunas propiedades notables que la hacen un elemento
de estudio inquietante no solo por las propiedades matemaéticas que presentan
sino porque dicha sucesién aparece en nuestro mundo natural, muy a menudo y

probablemente sin que nos demos cuenta.

El trabajo consta de cuatro capitulos; en el primero se hace una resena historica
de los Numeros de Fibonacci; en el capitulo II se hace un repaso de las nocio-
nes basicas sobre las sucesiones y las series. En el tercer capitulo se muestran
algunas propiedades de los Numeros de Fibonacci que se obtienen apartir de fun-
ciones generadoras e induccién matematica; el dltimo capitulo presentan ejemplos
de aplicacién de dichos niimeros. Al final se agregan anexos relacionados con la

didactica.



JUSTIFICACION

Dentro de la matematica clasica existen varios problemas de gran importancia que
se hacen interesantes por su formulacién sencila, solucién y utilidad que surgen de

la propia experiencia de lo que vemos, sentimos y tocamos en nuestro diario vivir.

Consideramos que fue interesante investigar sobre los niimeros de Fibonacci ya que
a partir de ellos pudimos profundizar en temas como las suesiones, las series, rela-
ciones de recurrencia y la induccién matemaética entre otros. Ademds nos ayudé a

mostrar la gran importancia de los nimeros de Fibonacci en la naturaleza.



OBJETIVOS

Objetivo General

= Presentar una resena histérica de la sucesion de Fibonacci, justificar algunos
resultados curiosos en lo que tiene que ver con las propiedades, los términos
que la conforman y exponer algunas aplicaciones importantes y la apariciéon

de esta sucesion en fenomenos de la naturaleza.

Objetivos Especificos
» Hacer una descripcion de la manera como Leonardo de Pisa, mas conocido
como Fibonacci formula la sucesion de nimeros que llava su nombre.

» Enunciar y justificar algunos resultados matemaéticos, relacionados con los

Numeros de Fibonacci.

= Presentar al lector aplicaciones curiosas de los Numeros de Fibonacci en
areas de la matematica como la geometria y la teoria de niimeros y en otras

areas del conocimiento humano.
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Capitulo 1

RESENA HISTORICA

Leonardo de Pisa (Pisa, Italia 1170 —1250) era hijo de Bonaccio, de ahi su nombre
Fibonacci, que significa hijo de Bonaccio. De su padre aprendié todo lo referente
a los niimeros, ya que era director de una aduana en Argelia. Bonaccio, necesitaba
que su hijo supiese de ntimeros, por lo que obligd a su hijo a estudiar aritmética
posicional hindud. Dedicé su vida a recopilar todas las ensefianzas que recogié en sus
numerosos viajes al mundo arabe, de quienes difundié sus principios de cédlculo en
el mundo occidental. A esta presentacion agregd una explicacién de procedimientos

algebraicos y aplicaciones a numerosos problemas.

El aporte de Fibonacci a la matematica es muy grande, pero sin duda por lo que
mas se le conoce es por crear la sucecién de ntimeros que lleva su nombre y que
fueron un intento de describir el crecimiento de una poblacién de conejos teniendo

en cuenta que cada individuo tendria dos hijos a lo largo de su vida.

Los Numeros de Fibonacci constituyen una sucesion de enteros positivos notada

(fn)nen vy definida explicitamente por la relaciéon de recurrencia:

f0:17f1 =1, fn+1:fn+fn—1 Vn>1

Esta sucesion (fp)neny = {1,1,2,3,5,8,13,...} ha dado lugar a muchas teorias,
demostrandose que estd presente en la naturaleza como por ejemplo en la organi-
zacion de los panales de las abejas, e incluso en la descendencia de los zanganos,

como también en el girasol.

11



1. RESENA HISTORICA

1.1. La naturaleza de los numeros de Fibonacci

Sin duda, lo més interesante de esta sucesiéon matemaética, es que aparece en una
gran cantidad de fenémenos y elementos de la naturaleza.Por ejemplo, los ntimeros
de Fibonacci son utilizados en los estudios sobre el azar, en clasificacién de datos e
incluso en los mecanismos para recuperar informacién en las computadoras, como
también en los fractales. Una de las aplicaciones mas conocida de esta serie es la
que rige la estructura de los caparazones espirales de muchos caracoles, asi como
ciertas proporciones de la anatomia humana, animal y vegetal. Ademds, también se
ha hallado la misma estrutura en manifestaciones de artes plédsticas, la arquitectura

y la poesia, por ejemplo en la obra de Virgilio, ”La Eneida”.

Las abejas también tienen relacién con la sucesiéon de Fibonacci, por ejemplo en la
colocacién de las celdas de una colmena, en las que s6lo hay una ruta posible para
ir a la siguiente celda, dos hacia la siguiente y asi sucesivamente segin la serie.
Ademsds, los machos o zdnganos de la colmena tienen arboles genealégicos que
siguen estrictamente la misma distribucién, no tienen padre, por lo que sélo hay
una madre, dos abuelos... y asi siguiendo la serie propuesta por Fibonacci. Esta
férmula también la encontramos en la distribucion de las falanges de la mano. El
nimero de pétalos en una flor es a menudo uno de los niimeros de Fibonacci. Se
sabe que el arbol genealdgico del macho de la colmena es inusual debido a que sigue
estrictamente una distribucién de Fibonacci para poder ser contados sus miembros.
La abeja hembra tiene 2 padres, un macho y una hembra debido a que todas las
hembras son productoras cuando la reina se tiene que aparear con un macho,
mientras que la abeja macho tiene justamente una madre, una hembra. En efecto,
los machos no tienen padre, por lo que él (1), tiene una madre (1, 1), dos abuelos,
los padres de la reina, (1,1, 2), tres bisabuelos, porque el padre de la reina no tuvo

padre, (1,1,2,3), cinco tatarabuelos (1,1,2,3,5) y ocho tataratatarabuelos.

12



1. RESENA HISTORICA

Figura 1.1: Las Espirales levigiras (Contario a las manecillas del reloj) y Dextrégi-

ras (Sentido de las manecillas del reloj)

En las ciencias, los botanicos han reconocido los niimeros Fibonacci en la disposi-
cion de las semillas en los girasoles, pues las semillas ubicadas en la parte central
de las flores, tienen una organizacién en espiral: Hay dos grupos de espirales, go-
bernadas por dos funciones logaritmicas. Un grupo gira en sentido horario y otro
en sentido antihorario. La cantidad de espirales logatitmicas en cada grupo sigue

numeros de Fibonacci consecutivos.

Otro ejemplo de los nimeros de Fibonacci, se observa en el niimero de pétalos
de ciertas flores, algunas margaritas generalmente tienen 34,55 u 89 pétalos, los
botones tienen 5 pétalos, los lirios tienen 3 pétalos; de la misma forma se pueden
observar estos ntmeros en la disposicién de las semillas de la cabeza de las flores y
en los espirales que se forman en las bases de las pinas; finalmente se puede decir

que en varias plantas, flores, se reconocen dichos nimeros.

Hay plantas que se caracterizan por mostrar los nimeros de Fibonacci, en cuanto
al punto de crecimiento que estd desarrollada. Supongamos que cuando la planta
retonia nuevamente, debe crecer dos meses antes de ponerse suficientemente re-
sistente para soportar las hojas. Si miramos méas detenidamente una de aquellas
plantas que tienen 3 pétalos, como la Hemerocallis y los lirios en el retono, que se

caracterizan por aparentar tener 6 pétalos, pero la realidad es que 3 son de hecho

13



1. RESENA HISTORICA
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Figura 1.2: Ramificacién de las plantas y los nimeros de Fibonacci

sépalos y 3 son pétalos. Los sépalos forman la protecciéon exterior de las flores
cuando estas brotan. Se puede identificar 3 sépalos que protegen los brotes que

son mas externos, luego 3 pétalos naranja.

Figura 1.3: Hemerocallis: Flor con tres pétalos y tres sépalos

14



1. RESENA HISTORICA

Existen plantas que también muestran los nimeros de Fibonacci en la disposicién
de las hojas alrededor de sus tallos. Como ensena la filotaxia, las ramas y las hojas
de las plantas se distribuyen buscando siempre recibir la maxima de luz para cada
una de ellas; por eso ninguna hoja nace justo en la vertical de la anterior.Por
lo tanto estas hojas estan ubicadas de modo que las hojas que estan arriba no
oculten totalmente a las que estan abajo, es decir, que estas hojas comparten luz
v agua de lluvia; pero es importante resaltar que para lograr esto es necesario que
las hojas se ordenen de tal manera que mantengan un cierto angulo en relacién al
punto central, lo asombroso es que un sélo angulo de rotacién permite un diseno de
organizacién optimo, y el valor de este angulo corresponde a una fraccién decimal
del nimero dureo: 0,618034. que se obtiene, como veremos mas adelante, a partir
de los fy,.

Existen alrededor de 30,000 especies de abejas que en su gran mayoria viven de
manera solitaria. Una de las especies que es mas conocia es la Abeja melifera o
abeja de miel, la cual se caracteriza por ser social y productora de los cultivos de
frutas, nueces hortalizas y vegetales forrajeros, asi como plantas mas cultivadas
que impiden la erosion del suelo, al fijarse en él e impedir que sea arrastrado a los
océanos. Usualmente estas abejas sélo pueden sobrevivir como miembro de una
comunidad, llamada colonia, nido o colmena. La comunidad de las abejas malife-
ras estd compuesta por tres miembros diferentes: la reina (hembra), el zdngano
(macho), y las obreras (hembras estériles) estas estdn asociadas a diferentes fun-
ciones en la colonia; cada una posee sus propios instintos especiales respecto a las

necesidades de la comunidad.

15



1. RESENA HISTORICA
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Figura 1.4: La distribucién angular de las hojas de las plantas y la sucesién de

Fibonacci

En la planta mostrada, la relacion entre el niimero de vueltas y el nimero de hojas
es 2, que es una fraccién de Fibonacci. (Al dividir cada término de la Sucesion
de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8, ... por el término que le sigue, obtenemos la sucesion
de las fracciones de Fibonacci : 1/1; 1/2; 2/3; 3/5; 5/8...). Si observamos la planta
desde arriba (vista Horizontal) y la posicién de 2 hojas sucesivas en un circulo
dividido en 8 partes (nimero de hojas), veremos que la segunda hoja ha salido a
una distancia de 5/8 de la primera. Al graficar la posicién de las otras hojas, que
mantienen la misma distancia entre si en el circulo, puede comprobarse que las

plantas crecen segun las relaciones indicadas por las fracciones de Fibonacci.

Los nimeros de Fibonacci también pueden ser vistos en las colmenas debido a
su forma tan particular. Si se observan las celdas hexagonales de una colmena y
se ubica a una abeja en una de ellas y se le consiente nutrir a la larva, teniendo
en cuenta que continuara siempre por la celda contigua de la derecha, tendremos
sélo una ruta posible para la siguiente celdilla; dos rutas posibles para la segunda
celdilla, tres hasta la tercera, cinco hasta la cuarta, ocho rutas posibles hacia la

quinta, trece hacia la sexta y asi sucesivamente.
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1. RESENA HISTORICA

En la fisica, también se ve reflejada esta sucesion. Si se colocan dos laminas planas
de vidrio en contacto y se proyectan rayos de luz sobre ellas que las atraviesen,
algunos rayos, dependiendo del angulo de incidencia, las atravesaran sin reflejarse,
pero otros sufrirdn una reflexién. El rayo que no sufre reflexion tiene sélo una
trayectoria posible de salida; el que sufre una reflexién tiene dos rutas posibles;
el que sufre dos reflexiones, tres trayectorias, el que experimenta tres reflexiones,

cinco... y assucesivamente.

La sucesion de Fibonacci también ha servido de inspiracién para varias obras
literarias. Por ejemplo, en la famosa novela de Dan Brown, El cédigo Da Vinci
aparece una version desordenada de los primeros ocho niimeros de Fibonacci que
funcionan como una pista dejada por el conservador del museo del Louvre, Jacques
Sauniere. Esta misma sucesién la podemos encontrar en el dlbum Lateralus de la
banda estadounidense Tool, en la que los patrones de la bateria de la cancién
Lateralus siguen el mismo patrén de la sucesion de Fibonacci del ntimero 13 que

es el numero de pistas del disco.

1.2. El problema de los conejos

Vale la pena mencionar que el problema sobre la cria y reproduccién de los co-
nejos, ha sido objeto de muchos estudios que han permitido descubrir algunas
propiedades que tienen los nimeros de Fibonacci. Este problema fué planteado
por Leonardo de Pisa, Fibonacci en el afio 1202 y con €l se queria dar explicacion

de como los conejos podrian reproducir en circuntancias ideales.

Proponia Leonardo: “ Imaginémos una pareja de conejos recién nacidos un macho y
una hembra, encerrados en un patio donde puedan vivir y engendrar. Supongamos
que los conejos empiezan a criar a los dos meses de vida y que nunca mueren,
engendrando siempre un tnico par macho y hembra, y a partir de ese momento,
cada uno de los meses siguientes nacerd un par mas de conejos con las mismas
caracteristicas. Teniendo en cuenta y admitiendo que los conejos nunca mueren,

podriamos preguntarnos al cabo de un ano ;Cuantos conejos habra? ”

17



1. RESENA HISTORICA

Para Resolver este problema Leonardo planteé lo siguiente: Indicando una pareja
de conejos con el simbolo (M, H), M macho, H hembra, y una edad 0 =recién
nacidos, 1 = un mes de edad,* =por lo menos dos meses) podemos representar la

evolucién de la poblacion de conejos en la siguiente tabla:

Mes Poblacion N° de parejas de conejos
0-1 (M, H)° 1
1-2 (M, H)! 1
2-3  (M,H)*(M,H)° 2
3-4  (M,H)*(M,H)*(M,H)° 3
4-5 (M, H)*(M,H)*(M,H)" (M, H)*(M, H)° 5
5-6 (M, H)*(M,H)*(M,H)*(M,H)" (M, H)! 8

(M, H)°(M, H)°(M, H)°

Al mirar la tabla, observamos que esta cifra es ficil de encontrar para valores

pequeiios de n.

Como al culminar el primer mes ellos atin no engendran, se tiene todavia

solamente un par.

Finalizando el segundo mes la hembra da cria a una nueva pareja, por lo

cual ahora hay dos parejas de conejos.

En el tercer mes, la hembra original ha producido un segundo par, comple-

tandose tres parejas de conejos.

Al cuarto mes, la hembra original y la hembra de la primera nueva pareja

da cria a otras dos parejas obteniéndose asi cinco parejas en total.

En el quinto mes, tres de las cinco parejas dan origen cada una a un par de

conejos obteniéndose un total de ocho parejas.

18



1. RESENA HISTORICA

Al continuar de esta manera se obtiene el nimero de parejas de conejos al cabo

de un afno, que pordemos representar mediante la sucesion:

1,1,2,3,5,8,13, 21,34, 55,89, 144, 233.

Es decir 233 es el nimero de parejas producidas por la primera pareja en el patio,

al término de un ano.

De esta manera es facil calcular el nimero de parejas de conejos para cualquier
ntimero de meses. Si denotamos por F,, 9 el niimero de parejas de conejos durante

el (n + 2)—ésimo mes, este estard dado por:

Foyo=F,1+F,paran=1,234, ..

Donde conocemos que F} = Fh =1
Los términos de esta sucesion son los Numeros de Fibonacci.

La anterior puede verse como la definiciéon usual de los F;, la cual es llamada una

féormula de recurrencia

19



Capitulo 2

CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo estudiaremos el concepto de sucesion y su convergencia hasta
llegar a las sucesiones de Cauchy. De la misma manera se hard un breve repaso de

las series y las pruebas de algunos teoremas sobre su convergencia.

2.1. Definiciones

En el lenguaje corriente las palabras sucesion y serie son sinénimas y se utilizan
para designar un conjunto de cosas o sucesos dispuestos en un orden. En matemati-
ca, estas palabras tienen un significado técnico especial. La palabra sucesion tiene
un sentido andlogo al del lenguaje corriente, pues con ella se quiere indicar un
conjunto de objetos puestos en orden, pero la palabra serie se usa en un sentido
completamente distinto, especificamente hace referencia a la suma de los términos

de una sucesion

2.2. Sucesiones y propiedades de las sucesiones

Si a cada entero positivo n estd asociado un ntimero real a,, , entonces el conjunto

ordenado

1,092,043, ...,Apy ...

20



2. CONCEPTOS BASICOS

define una sucesién infinita. Cada término de la sucesion tiene asignado un entero
positivo, de manera que se puede hablar del primer término a;, del segundo
término ao y en general del n-ésimo término a,. Cada término a,, tiene un

siguiente a,+1 y por tanto no hay un iltimo término.

Equivalentemente una sucesién de niimeros reales es una funcion del tipo:

f:N—=R

n’_>f(n):an

Donde N es el conjunto de los enteros positivos y R el conjunto de los niimeros

reales
Una sucesién se puede notar como: (ap)n_i, 0 {antnen 0 (an)nen

Sucesion creciente y decreciente

Una sucesién de ntmeros reales {ay }nen se dice:

= Creciente: Siap, <apt1; VneN

= Decreciente: Siap, > any1; YneN

Si una sucesion {ay, }rnen es inicamente creciente o decreciente, se le llama mondto-
na . Si a, < apy1;Vn € N, la sucesion se dice estrictamente creciente. por
el contrario, si a, > an+1;Vn € N la sucesién se dice que es estrictamente

decreciente.

La convergencia sucesiones permite formalizar la idea de que los términos de una
sucesion se van aproximando hacia un nimero real fijo llamado el limite de la

sucesion.

21



2. CONCEPTOS BASICOS

Sucesién convergente

na sucesion (a, )n_ numeros r nver un pun i par
Una sucesion (ap)o—; de eros reales converge a to L € R si para todo

e >0, existe un N € N tal que | L — L,, |< € para cadan > N.

En el caso que se pueda decir que {a,} converge a L, o que L es el limite de {a, }

se puede escribir

lim a, = L o también, a,, —> L cuando n —x
n—oo

Si {an} no es convergente se dice que es divergente

Proposicion 1. Toda sucesién convergente de niimeros relaes es acotada.

Sea (an)neny una sucsién de nimeros reales y supongamos que a,, es convergente.

Entonces:

lan |=lan —L+L|<|an—L|+|L|<et+|L]

Asi (an)ner esté acotada.

Proposicion 2. Unicidad del limite
Si el limite de (an)nen existe en R, este es tinico

Si suponemos que Ly y Lo son limites de (a,)nen, distintos, entonces dado € > 0,

existe N1, Ny € N tales que si n > Nj entonces | L1 — a, |< §

29 ySITLZNQ

entonces | Ly — a, |< 5. Sea N = max{Ny, No} por tanto si n > N se tiene que:

€

2:5, Ve >0

£
\Ll—L2|§|L1—an|+|an—L2\<§+

Entonces:

Ly =1Lo

22



2. CONCEPTOS BASICOS

Definicién. 1 (Sucesion acotada) Una sucesion numérica (x,)nen Se denomina
acotada si el conjunto de los términos de la sucesion X = {x,/n € N} es un
subconjunto acotado de R. Ello significa la existencia de un nimero real k > 0 tal

que |z,| < k, para todo n € N.

{an nen se dice acotada si lo es superior e inferiormente.
{an}nen es acotada si y sélo si  3h € RY tal que |a,| < h. VneN.

Una sucesién {a, Inen es acotada superiormente siy sélo si IM € R tal que

an, < M; VneN

2.3. Series, propiedades de las series y criterios de con-

vergencia

Series infinitas

A partir de una sucesion de ntimeros reales, se puede formar una nueva sucesién
sumando los términos sucesivamente. Asi, si la sucesién dada tiene los términos:

a1,a9,043, ..., Apy ...
Se forma la sucesién de sumas parciales {5, } asi:
S1=a1, S9=a1+as, S3=a1+as+as,... S =a+as+ ...+ an
y asi sucesivamente, el término n-ésimo de esta nueva sucesién es:
n
Sp,=a1+as+ ...+ ay, :Zak
k=1

La sucesion {S,,} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente serie,

y se representa también por los simbolos siguientes:
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a1+ as + ... +an+ ..., Zak
k=1

En la representacién a; + as + az + ... + a,, + ... se quiere recordar que la sucesién
de sumas parciales {S,} se obtiene de la sucesién {a,} por adicién de términos

sucesivos.

Si existe un nimero real S tal que:

lim S, =5
n— o0
+o0o
Se dice que la serie Y aj es convergente y tiene suma S en cuyo caso se escribe :
k=1
+oo
Su-s
k=1
“+00
Si {S,} diverge se dice que la serie > aj diverge y no tiene suma.
k=1

2.4. Algunas propiedades de las series

Las sumas finitas tienen las siguientes propiedades:

NgE

n n
(ap +bg) = > ar+ Y. by, (Propiedad aditiva)
k=1 k=1

i
I

n
(cag) = ¢ > ar, (Propiedad homogénea)
k=1

NgE

3
I

Estas propiedades también se tienen para series convergentes:

8

[e.°] o0

(ap +br) = > ap+ X by
k=1 =1 =1
> (cap) =c ) ay
k=1 k=1
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Adicionalmente:
o o0
Z ap = Z Ak—p
k=1 k=p+1

2.4.1. Algunos criterios de convergencia de series

Criterio de la integral

Sea f una funcién continua, decreciente, y de valores positivos para toda =z > 1.

Entonces la serie infinita

+oo
ST F) = £+ £2) + FB3) + o+ f(0) +
n=1

+o0
es convergente si la integral / f(x)dx existe, y es divergente si la integral:
1

b
/ f(x)dx = no existe
1

Definicién. 2 Sia, > 0 Vn € N entonces las series

+o0
Z(—l)"“an —a;—ag+ag—ag+ ...+ (=1)"a, + ...
n=1
Yy
+0o0
Z(—l)”an =—ay1+as—az+ag— ..+ (—1)"an + ...
n=1

se denominan series alternantes.

2.4.2. Criterio de la razén

+00
Sea Y a, una serie infinita para la cual cada a,, # 0:
n=1
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. - An+1
i. Si lim +
n—oo| ay

= L < 1, entonces la serie es absolutamente convergente.

.. c s An+1 .o Gp+41 . .
ii. Si lm |2 =L>1o0si lim = 400, la serie es divergente.
n—oo| Ay n—0o0| Ap
J— An+41 . .
iii. Si lim = 1, no se puede concluir nada acerca de la convergencia a

n—oo|

partir de este criterio.

2.4.3. Criterio de la raiz

“+00

Sea Y a, una serie infinita para la cual cada a,, # 0
n=1

i. Si lim {/|an| =L <1, entonces la serie es absolutamente convergente.
n—oo

ii. Si lim {/|ap| =L >1,0si lim {/|a,| = 400, entonces la serie divergente.
n— o0 n—o0

iii. Si lim {/|a,| =1, no se puede concluir nada acerca de la convergencia a
n—o0

partir de este criterio.

2.4.4. Criterio de Leibniz

+o0 +o0
Suponga que se tiene la serie alternante Y (—1)"*'a, o > (-~1)"a, donde a,, > o
n=1 n=1
y apy1 < ap V€N, Si lim a, = 0, entonces la serie alternante es convergente.
n—o0

+o0
Definicién. 3 La serie infinita ) a, es absolutamente convergente si la
n=1
+o00
serie Y |ay| es convergente.
n=1

Definicion. 4 Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente,

se denomina condicitonalmente convergente.
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+00 o
Teorema. 1 Si la serie ) |a,| es convergente, entonces la serie > a, es con-
n=1 n=1
vergente.

2.4.5. Series de potencias

Definicién. 5 Una serie de potencias en (x — a) es una serie de la forma
co+ci(zr—a)+e(r—a)+.. . +e(z—a)" + ..

“+o0o

Teorema. 2 Sila serie de potencias >, c,z™ es convergente para x = x1(x1 # 0),
n=1

entonces es absolutamente convergente para todo x que cumpla |z| < |z1].

+oo

Teorema. 3 Sila serie de potencias Y c,x™ es divergente para x = x4, entonces
n=1

es divergente para todo x que cumpla |x| > |xa|.

+oo

Teorema. 4 Sea ) c,a" una serie de potencias. Entonces sdlo una de las si-
n=1

guientes condiciones se cumple:

(i) la serie converge sélo cuando x = 0.
(ii) la serie es absolutamente convergente para todo x € R.

(iii) existe un nimero R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para

todo x que cumpa |z| < R y divergente para todo x que cumpla |x| > R.

2.5. Relaciones de recurrencia

Una relacion de recurrencia para una sucesién ag, aq, as,... es una férmula que
expresa cada término a,, a partir de cierto ng € N, en funcién de uno o mas de
los términos que le preceden. Los valores de los términos necesarios para empezar

a calcular se llaman condiciones iniciales.
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La formulacién de relaciones de recurrencia es un arma poderosa y versatil en
la resolucién de problemas combinatorios, incluso varios problemas considerados

dificiles a primera vista son resueltos facilmente por ésta técnica.

Se dice que una sucesioén es una solucién de la relacién de recurrencia si su término
general verifica dicha relacién. En ésta técnica se parte del problema particular y

se aborda el problema genérico.

Esta técnica es utilizada para la obtencién de una ecuacién para la funcién gene-
radora,lo que se hace es multiplicar ambos lados de la ecuacién de recurrencia por
" que expresa el n-simo término de la sucesién en funcién de dos anteriores y
sumamos la ecuacién obtenida para todo n > 2, donde n — k es el menor indice de
términos de la sucesion que aparece al lado derecho de la ecuacion de recurrencia.
El paso siquiente consiste en resolver la ecuacién resultante para encontrar un

expresion para la funcion.

En ésta seccién abordaremos el problema de los nimeros de Fibonacci utilizando
funciones generadoras para ello tomaremos como ilustracion el célculo del tamano
de una poblacién de conejos. Supongamos que una pareja de conejos recién nacidos
es colocada en un patio y no producen crias hasta que completen dos meses de
edad. Una vez que llegan a ésta edad cada pareja de conejos produce exactamente
otro par de conejos por mes. ;Cudl seria la poblacién de conejos en el patio,

después de nueve meses, asumiendo que ninguno de los conejos muere ?

A continuacién vamos a determinarla funcién generadora que representa la pobla-

cién de conejos.

La poblacion de conejos satisface la relacién

fn = fn—l + fn—2 Vn > 2

Con las condiciones iniciales fo =0, f1 =1
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Explicitamente:

fo=fi+ fo

fs=fo+ fi

Ja=[fs+ fo
fn = fnfl +fn72

Multiplicando cada igualdad por el respectivo ™ obtenemos:

2% fy = 22 f1 + 22 fo
2 fs =2 fo+ 23 f1

2t fy=atfs + 2t fo

" n — xnfnfl + xnfan

Sumando miembro a miembro obtenemos:

00 00 oo
Z :Cnfn = anfn—l + anfn—2
n=2 n=2 n=2

e} 00 00
Z xnfn =T Z l‘n_lfnfl + $2 Z $n_2fn72
n=2 n=2 n=2

Utilizando propiedades de las series
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(e} [ee] (e}
—141 2 —249
doatfu=a Y a2y 2" oy
n=1

n=2 n=0

zizxnfﬁ::itzizinfn*_x2§£:$nfn
n=2 n=1 n=0
(1)

[e.°]

Llamando f(z) = > z"f, entonces:

n=0

flx)=fo+afi+ > a"fn, asi que:
n=2
> a"fu=f@) = fo—xh
n=2
Similarmente:

> af = fz) - fo
n=1

Reemplazando en (1) obtenemos:

f@) = fo—afr = a(f(2) = fo) +2*f(2)

Como sabemos que fo =0y fi=1

f@) =z =af(z) +2°f(z)
fl@) —af(z) =2 f(z) =
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Esta expresion define la funcién generadora para la sucesiéon recurrente f,, = fr,_1+
fn—2 Vn >2

2.6. Calculo de los niimeros de Fibonacci a partir de

sus indices

La féormula conocida con el nombre de ” Féormula de Binet”, en honor al matematico

que la demostré por primera vez, y expresa a f, en funcién de n es :

) (=)

La cudl puede ser obtenida a partir de la funciéon generadora de la sucesién de

1-+5
2

1

V5

fn:

<1+\/5

2

Fibonacci. Aqui la probaremos por induccién:

1 145\ [(1-vB)

o gl (]
Paran =1

f_L_ 1+5 1_ A (1B 14VE) VB

YT B 2 2 VB 2 VA
Para n =2

_ ) -

fo = % <1+2\/5> — (1_2\/5> por diferencia de cuadrados
L[(14v6 1-V5) (14+v5 1-v6)\| 1 (22V6) Vb
V5 > 2 2 2 T Vs\2 2 ) 5

Ahora supongamos que la férmula es valida para n = k, es decir, que:

1
V5

T

(

14+5
2

)

1-V5
2

>k
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Y demostremos su validez para n = k + 1, es decir, que:

1
Jrerr1= 7

(

14+5
2

)k-l—l

1-V5
2

(<9 |

Utilizando la relacién recurrente fry1 = fr+2 — fk, tenemos:

Jer1 = frro—Jfo = 7

o R R CO N
(e (T
{02 - o
{29 =)
{09 )
e

1++5
2

1

5

(

1-+5
2

o

)|
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Capitulo 3

PROPIEDADES DE LOS
NUMEROS DE FIBONACCI

3.1. Suma de los n primeros nimeros de Fibonacci

Una pregunta interesante para tener en cuenta es si existe una férmula para la

suma de los n primeros numeros de Fibonacci; es decir, preguntarnos por el valor

de fi+fo+ fs+...+ fa

Llamamos S,, = f1 + fo + ... + f5, entonces a partir de la definicién de recurrencia

de los f,, tenemos que f, = fn_1 + fn_2, para n > 3 Asi que:

fn—2 = fn - fn—l
De esta manera,

n=3: fi=fs—fo
n=4: fo=fi—f3
n=>5: f3=fs—/fa

fn = fn+2 - fn—i-l

33
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Luego,

Ss=fi+tfot+tfa=(fs—fo)+(fa—f3)+(fs—fa)=fs—fo=f5—1

Y en general,

Sn = for2—fo=far2—1

Donde hemos utilizado el hecho de que fo = 1.
Demostremos esta afirmacion utilizando Induccién Matematica
En efecto:

Sin:1,f1:f3—f2:2—1:1;
n=2fo=fi—fz3=3-2=1;
n:3,f3=f5—f4=5—3:2;

Note ahora lo siguiente:

fo=fa—fs3=3-2=1;
fotfi=2=3-1=/f1—-1;
fs+fo+tfi=4=5—-1=f5—1;

Supongamos que para n = k, se tiene que:

hA+f+fs+. 4+ fe=[fua—1

Y veamos que:

i+t fot+fsto+fet fogrr=frees—1

también se cumple
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Esto es cierto, pues

f+fot+fas+ o+ i+ foimi=+ o+ fs+ o+ fu) + fira

(fkaz = 1)+ frr1 = (feaz + for1) = 1= fraz — 1

3.2. Suma de los n primeros términos pares de los

numeros de Fibonacci

Supongamos que deseamos calcular la suma de los n primeros términos pares de

los niimeros de Fibonacci, es decir , el valor de Son— fo + f1 4+ f6 + .- + fon
Si Son = fo+ fa+ f6 + ... + fon; a partir de la recurrencia de los f,, tenemos que:

fon = font1 — fon-1 VR 2>1

A manera de comprobacién
n=1: f2:f3—f1:2—1:1
n=2: fi=fy—f3=5—-2=3
n=3: f6:f7—f5:11—3:8

fon = font1 — fon—1
Se=fot+ fa+fo=(fs—f1)+(fs — f3) +(fr = f5)
=fr—fi=ft+fat+.t fon=fon1 - f1

= fopt1 — 1

Donde hemos utilizado la identidad f,, = f,—1 + fn—2 v €l hecho de que f; = 1.

Demostremos la proposicién p(n) = fo+ fa+....+ fon, = fonr1—1 Vn > 1 haciendo

induccion sobre n € N:
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Sin=1 fo=fz3—1=2-1=1
Sin=2 fot+fr=1+3=4=f;3-1=5-1=4

Supongamos que para n = k, se tiene:

fo+ fa+ fo+ ... + for = fory1 — 1

Y veamos que p(n) vale para n =k + 1, es decir:

fo+ fa+ fo+ ...+ for + forq2 = forgz — 1

En efecto,

fot+fat fo+ o+ for + forre = (fo+ fa+ fo + o + for) + forao
= (for+1 — 1) + forto
(forao + forgr) — 1

foryz —1

Luego p(n) vale para todo n > 1

3.3. Suma de los n primeros términos impares de los

numeros de Fibonacci

Ahora vamos a deducir la suma de los n primeros términos impares de los niimeros

de Fibonacci, es decir , el valor de:
i+ fs+fs+ 0+ fan

Sea S, = fi+ f3s+ f5 + ... + fon—1, entonces partir de la relaciéon de recurrencia

de los f,, tenemos que:
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Jn=Jfnt1 — fa—1, Vn > 1. Luego:
fon—1 = fon—1 — fon—2 Vn >1

Asi que:

n=1: fi=fa—fo
n=2: f3=f1—fo
n=3: fs=fc— fa

Jon—1 = fon — fon—2

Si tenemos en cuenta los tres primeros términos impares de los niimeros de Fibo-

nacci, obtenemos:
fitfa+ fs4 o+ fono1 = fan — fo = fon, pues fo =0
Ss=fit+fst+fo=Us—f)+t(fa—fa)+(fs—fo)=Fs—fo=[f5—1
Sp = fusa — f2 = fasa — 1, para n impar

En general vamos a probar que:

fitfs+fs+..+ fono1= fon

Nuevamente utilizaremos Induccién sobre n € N
n=1: i=/f2=1

n=2: fi+f3=3=f

Ahora supongamos que para n = k se tiene:
fi+ fs+ f5+ ...+ for_1 = for y veamos que:

fi+ f3+ f5+ ..+ for—1 + fors1 = forto
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En efecto:

fit fat+fs+.4 for—1+ fort1 = (fi+ fa+ fs+ o4 for—1) + fort1 = for+ forp1 =

fort2

Asi que el resultado es verdadero para todo n

3.4. Suma de los cuadrados de los n primeros niimeros

de Fibonacci

Encontremos la suma de los cuadrados de los n primeros nimeros de Fibonacci,

es decir de
SE=fi+fi+fi+..+f

Tenemos que:

RBHB+B++f=hh+ffot fafs+ .+ fafa

= filfs = f1) + fo(fs = f1) + fs(fa = fo) + o + fu(fri1 — fa1)

= (fifs = fufi) + (fafs = fof1) + (fsfa = faf2) + o + (fufnrr — fufn-1)

= fifs—fifi— fifet(fafs—fafo) +(fsfa—faf3)+ ot (o1 fo—Fafo-1)+ fufni
= fifs = fifi — fife+ fafonr

=2—-1—-14 fufn+1

= fafnt1

Ahora, al igual, probaremos la afirmaciéon usando induccién matemaética:
Veamos:

Sin=1: ff=hHA=1=ff

Sin=2 fi+ f3= N+ fafa= fifo+ fofo= 2L+ f2) = fafs
Sin=3: fi+ f3+ 3= fofs+ fsfs=fs(fo+ f3) = f3fa

Supongamos que para n = k se tiene:
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P+ B+ 5+ 4 2= fefen

Ahora veamos que:

S+ 5+ o+ R+ Th = T frge

Ciertamente, pues

B+ F+ o+ i+ fin

=+ HB+HE+ o+ )+ fia
= fefr+1 + fer1fet1

= fi+1(fk + frt1)

= fet1Sr42

Luego el resultado vale para todo n.

3.5. Propiedades de divisibilidad de los nitimeros de

Fibonacci

Presentaremos algunos conceptos previos relacionados con la divisibilidad de los

numeros enteros:

Definicion: Seana € Z ,y b€ Z, con a # 0, si existe un ¢ € Z, tal que ac = b,

decimos que: a divide b, o que es un factor de b, o que a es un divisor de b, o que

b es un multiplo de a, y se denota por a|b
Proposicion 1
1. Sialb, y alcentonces alb+ ¢, y alb.c
2. Sialb, y blc
3. lla, —1la, ala, —ala, Ya#0
4. Sialb, y bla entonces a =5b, o a=—b

5. (Va # 0)(al0)
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6. Si 1l|la entoncesa=1, o a= -1
7. Sialb, y alc entonces a|(bx +cy), VreZ, VyeZ

8. Si a|b entonces a| — b

Proposicion 2 Sid|a entonces |d| < |a|, para a # 0

Definicién: Seaa € Z,cona # 0, y a # £1, se dice que a es un nimero primo

si a tiene exdctamente cuatro divisores: +1, +a
Sia=bec, con|b| >1, y |c¢] > 1, decimos que a es un nimero compuesto

Definicion: Sean a € Z, y b € Z (no ambos ceros). Un entero positivo ¢, se

denomina el méximo comun divisor de a y b, notado ¢ = (a, b), si:
(i) cla, Aclb.

(i) Vp € Z, Np|b = pc.

Teorema Sean a € Z, y b € Z (no ambos ceros), entonces existe (a,b) y es

unico. Ademas (a, b) = moa + ngb, para mqg,ng € Z

Proposicion 4 Seana €Z, y b€ Z (noambos ceros)
1. i (a,b) = (b,a) = (~a,b) = (a,—b) = (—a, ~b) = (|al, |b])
2. (a,1) = 1,para todo a # 0
3. a#0, (a,0) =]a|, A (a,a) =|a]
4. Si alb, ybla entonces a =b, o ,a= —b
5. (Va # 0)(al0)
6. Si 1l|la entoncesa=1, o ,a=—1

7. Sialb, y alcentonces a|(bx + cy), Vr,y€Z
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8. Si a|b entonces al — b

Proposicion 5: Dos nameros consecutivos de Fibonacci, son primos relativos.
Definicion: Dos nimeros enteros positivos a y b son primos relativos si (a,b) = 1

Para demostrar que dos nimeros consecutivos de Fibonacci son primos relativos
entre si, iniciaremos suponiendo el caso contrario, es decir , que su maximo comun

divisor es diferente de 1.

Para ello, supongamos que dos niimeros consecutivos de Fibonacci fr4+1 v fato
tienen un divisor en comun b > 1, es decir, que b | fr 41y b | fni2 para todo n, de

esto debe suceder que b | (fpt2 — fny1) y deesto b | f.

Esto implicarfa que b | f,, es decir, b | 1. Esto contradice el hecho que hemos

supuesto que b > 1, con lo cual se concluye que (f,+1, fnt2) = 1, para todon € N.
Proposiciéon 6: Sin es divisible por m, entonces f, es divisible por f,,

En otras palabras queremos probar que si m | n entonces f,, | fn. Si m | n esto

existe un k € Z tal que n = km
Si n = km entonces f, = figm. Vamos a probar que f,, | fn
Si k =1 entonces n = m y evidentemente fp, | fy

Si k =2 entonces n =2my fn | fom = fﬁm — 2 0= (fmt fm1)? = f3 —
2 4+ 2fmfmt1 = fum(fm + 2fm_1), Esto significa que f,, | fom

Supongamos que para k € N, si n = km entonces f,, | fn y mostraremos que si

n = (k + 1)m entonces fp, | fn

Tenemos que fn = fkr1ym = fem+m = fmk—1Sm + fmkfm+1, puesto que fo, | fm

Y fm | fmk, tenemos que fy, | fn

un ejemplo, a manera de ilustracién como 5 | 20, f5|f20, como puede comprobarse

en forma directa.
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Capitulo 4

APLICACIONES DE LOS
NUMEROS DE FIBONACCI

Las aplicaciones de los nimeros de Fibonacci son también, al parecer , infinitas:
se utilizan en generacion de nimeros al azar, en la bisqueda de valores maximos
y minimos de funciones complejas de las que se ignora la derivada, en trabajos
de clasificacién de datos, en recuperacion de informacion y juegos didacticos en-
tre otros. A continuacién enunciaremos algunas de estas aplicaciones de manera

general.

4.1. Los numeros de Fibonacci en las ciencias del co-

nocimiento

4.1.1. En la fisica

Si se colocan dos laminas de vidrio planas en contacto y se hace que rayos lumino-
sos las atraviesen, algunos(dependiendo del dngulo de incidencia) las atravesaran
sin reflejarse, pero otros sufrirdn una reflexién . El rayo que no sufre reflexién
tiene sélo una trayectotia posible de salida ; el que sufre una reflexion tiene dos

rutas posibles; el que sufre dos reflexiones, tres trayectorias, el que experimenta
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tres reflexiones, cinco, y asi sucesivamente. Tenemos aqui nuevamente la serie de
Fibonacci : 1,1,2,3,5,8,13, ... Al ir creciendo el nimero de reflexiones, el niimero

de trayectorias posibles va ajustdndose a la sucesién de Fibonacci.

4.1.2. En la musica

Se dice que la misica es capaz de afectar el pensamiento, el caracter y los estados
emocionales de las personas. Desde los pitagoéricos formé parte de la matemati-
ca como una de las cuatro disciplinas del cuadrivium. Fue a partir del Barroco
(s.XV1I) cuando se empez6 a distinguir entre la musica como ciencia y la misica

como arte.

En toda cancién, la melodia se basa en un conjunto de notas que llevan asociado
un patrén. Existen multiples maneras de combinarlas, para suerte de todos, pero
ciertas sucesiones son tan buenas que pueden repetirse en muchas composiciones,
resultando en formulas distintas pero que realmente tienen la misma base. Por
decirlo de otra forma es como en las sucesiones de niimeros; existen muchas pero
algunas son tan interesantes y practicas que pueden encontrarse en multiples sitios,

como la sucesién de Fibonacci.

Existen diferentes autores, como es el caso de Bérla Bartok (1881 —1945), que han
utilizado dicha sucesién como patrén para determinar ciertos elementos de sus
composiciones. Dicho autor desarrollé una escala musical basdandose en la sucesion
que denominé escala fibonacci. Asi mismo, en su obra Musica para instrumentos
de cuerda, percusiéon y celesta, un analisis de su fuga muestra la aparicién de la
serie y de la razon Aurea. Por otra parte, estudios realizados acerca de la Quinta
Sinfonia de Beethoven (1770 — 1827) muestran como el tema principal incluido
a lo largo de la obra, esta separado por un nimero de compases que pertenece
a la sucesiéon. También en varias sonatas para piano de Mozart (1756 — 1791) la
proporcion entre el desarrollo del tema y su introduccion es la mas cercana posible

a la razon aurea.

Relaciones matematicas de este estilo se han encontrado también en la coral si-
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tuada al final de Kunst der Fuge de Johann Sebastidn Bach (1685 — 1750). En ella
determinados motivos se repiten, por disminucién a escalas menores, una y otra
vez con distintas variaciones dentro de una regién mayor de la pieza. Asi, por ejem-
plo, varias voces repiten al doble de velocidad la melodia de la voz principal. Este
es un ejemplo de pieza musical auto semejante, que, como veremos més adelante,
es una caracteristica de la geometria fractal, un concepto matematico de finales del
siglo X X. Existen trabajos que analizan la manifestacion de estas caracteristicas
fractales en otras obras, como en el tercer movimiento de la sonata numero 15 de
Beethoven y el triangulo de Sierpinski, o la analogia entre el conjunto de Cantor

v la primera Ecossaisen de Beethoven.

SONIDO: Un proceso de vibraciones fisicas que se transmiten a través del algiun

medio material, como el aire.

FRECUENCIA (f) DE UN SONIDO: Es el nimero de vibraciones o ciclos
por un segundo. Su unidad es el Hertz (Hz) en honor al fisico aleman H. Hertz
(1857 — 1894). Por ejemplo, la nota musical do tiene frecuencia aproximadamente
de 260 Hz.

Si dos sonidos uno tiene frecuencia f y el otro frecuencia 2f, se dice que el primero
es una octava mas baja (6 grave) que el segundo. El intervalo de extremos f y 2f

se denomina una octava.

Los pitagoricos descubrieron que al tener una cuerda tensa y pulsarla se producen
sonidos y mientras més corta es la cuerda, la frecuencia es mayor. Experimentando

con el monocordio, si se fija la cuerda de longitud L en su punto medio se verifica

L

que % = — y la razén de frecuencias (intervalos musicales) es rueva _ 2 el
R 2 fm'eja 1
1

. 1
inverso de 3 lo que produce la octava nueva: frueva = 2fvieja-

Los pitagéricos también encontraron la quinta: Si la cuerda original tiene longitud

2
L y es la primera nota es DO, entonces <§> L produce la quinta nota de la
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Ok

escala, Sol, siendo I =3 y la razon de las frecuencias es : 3 : 2.
1

La escala musical diaténica contiene siete notas fundamentales: do, re, mi, fa, sol,

la, si.

La escala pitagérica fue primordial hasta la creacién de la afinacién temperada
de Bach. También Fibonacci estudié una serie de relaciones matemaéticas con la
musica. Inicialmente observamos que el conjunto de notas musicales en una octava

es una sucesion de finita de intervalos de extremos fy y 2fo:

fo<fi<fo<..<fn1<fn<2fo

Siendo fp una frecuencia patroén.

En la afinacién temperada de J. Sebastidan Bach, esa sucesiéon es una progresién

geométrica de razon V2

Y en esta escala la octava queda dividida en doce intervalos de razén igual ( que
pasan a ser doce intervalos de la misma longitud cuando se toman logaritmos de

base 2). Con la misma se afinan el piano y el arpa.

Asi, los primeros seis numeros de la sucesién de Fibonacci figuran en una octava

de piano, la cual consiste en 13 teclas: 8 teclas blancas, 5 teclas negras (un grupo
de 2y 5).

Esas relaciones de la sucesién de Fibonacci con la musica las ha trabajado funda-
mentalmente el compositor y director de orquesta venezolano Eduardo Marturet,
quien, paso a otro nivel del trabajo e incorpord una serie de elementos y cono-
cimientos claves, como fué la aplicacion de la Escala Matematica de Leonardo
de Pisa dentro de la composiciéon musical. La serie de Fibonacci, conocida como
Serie de Oro, permite explicar el crecimiento proporcional de la forma segin una

sucesion numérica.

Desde la antiguedad, la Sucesion de Fibonacci ha sido utilizada por arquitectos y
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artistas para lograr efectos armoniosos, proporcionados y equilibrados formalmen-

te.

4.2. En los juegos

4.2.1. En el de domind

Si se toma un grupo de fichas de dominé, de tamafio 2x1, la cantidad de maneras de
construir rectangulos de tamano 2xn serd, por supuesto, una sucesién de Fibonacci.
Hay una sola forma de armar un rectangulo 2x1; dos de construir el de 2x2; tres
de hacer el de 2x3, cinco para el 2x4; ocho para el 2x5, trece para el 2x6, y

asi sucesivamente.

4.2.2. El juego del Nim de Fibonacci

Resulta muy curioso y entretenido, el juego conocido como el Nim de Fibonacci,
el cual reside en ir retirando fichas de una pila que inicialmente contiene n fichas.
Los jugadores actian por turno. En la jugada inicial no es permitido retirar la pila
completa, aunque si en las posteriores, siempre y cuando los jugadores respeten

las siguientes reglas:

1 En cada turno es obligatorio retirar al menos una ficha.

2 Ningin jugador puede retirar mas del doble de nimero de fichas que haya

retirado su oponente en el turno anterior.

3 Gana la partida quien retire la iltima ficha.
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Debemos resaltar como dato importante que si n es un numero de Fibonacci, el
segundo jugador puede ganar siempre; en cambio si no es asi el ganador, si sigue

la estrategia correcta, sera el primero.
Ejemplo:

Una partida comienza con 20 fichas (que no es un nimero de fibonacci), ; Cuéntas

debe retirar el primer jugador para asegurarse la victoria?

Primero que todo debemos mencionar que todo niimero natural se escribe mediante
la suma de un nimero finito de términos de la sucesién de Fibonacci, cada uno de
ellos es distinto a los demas e igualmente cada descomposicién se caracterizara por

no contener nunca numeros de fibonacci consecutivos.

Ahora si desscomponemos el ntimero 20 en nimeros de fibonacci, comenzando
por el mayor posible el (13) sumando después el mayor posible (5) y después el

siguiente (2).
Asi que 20 =13+ 542 que es la descomposicién buscada

El dltimo nimero, el 2, es el nimero de fichas que debe retirar el primer jugador
para ganar. El segundo queda imposibilitado por las reglas a tomar mas del doble
de 2, por consiguiente no puede reducir la pila (que ahora tiene 18 fichas) al nimero

de fibonacci més cercano (13).

Supongamos que retire 4; la pila tendra ahora 14 pilas, nimero que se expresa
como 14 = 13 + 1 en numeros de fibonacci, por lo que el primero retirara ahora

una ficha, prosiguiendo con ésta estrategia, ganara.
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Capitulo 5

ANEXOS

5.1. La geometria y los nimeros de Fibonacci

5.1.1. Numero de Oro

Se denomina ntimero aureo o niimero de oro a ¢ = 1,61803..., La letra griega
© es la inicial del nombre del escultor griego, Fidias, que utilizé tal proposiciéon en
sus obras. Este nimero también fué estudiado por Fra Luca Pacioli (1416 — 1492)

quien seguramente conocia muy bien los elementos de la geometria de Euclides.

Este nimero se caracteriza por aparecer, de forma mas o menos natural, en las
proporciones de la antigua piramide de Keops, en el partenén, en las catedrales de
Colonia o Notre Dame, demostrandonos asi que los arquitectos de distintas épocas
lo habian empleado en sus disefios por ser generador de una excelente armonia.
También se dice que fué utilizado en el célebre grabado de Leonardo Da Vinci
sobre las proporciones humanas (la altura hasta el ombligo de una persona divide
a la altura total segin la seccién durea). A partr de ahi otras muchas zonas de

nuestra anatomia fueron divididas segin la razén aurea: la cara, los dedos, etc...

Ademds este nimero presenta propiedades curiosas como, por ejemplo, que
es el cociente entre la diagonal y un lado del pentdgono regular, lo que lo hace

aparecer de forma maégica. Es el simbolo de los seguidores de pitdgoras. La secta de
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los pitagdricos usaba como simbolo-contrasena la estrella de cinco puntas formada

por las diagonales de un pentagono regular.

Los niimeros de Fibonacci tienen varias propiedades, quizas una de las més curiosas

es que el cociente entre dos ntimeros consecutivos de la sucesién, se aproxima al

Fn+1
n

numero de oro. Esto es : crece a , cuando n crece indefinidamente.

5.2. La sucesion de Fibonacci y el triangulo de Pascal

Entre la ilustre parentela de los niimeros de Fibonacci, se cuenta el tridngulo de
Pascal, sin duda uno de los objetos matematicos mas bellos, relacionado con el
calculo de probabilidades. El triangulo de Pascal es bien conocido, y se estudia
en matematica elemental para introducir, por ejemplo, el binomio de Newton, o

trabajar con nimeros combinatorios.

i- B

1] | 1[1

| 14 1|21

3 (L 142 1(3]3

(5 | 1(4 1

IR 14443 1 10| 5 1—‘
< 1454641 15/20(15| 6 | 1
RESEY R EEREE

Figura 5.1: Numeros de Fibonacci en el Triangulo de Pascal

5.2.1. Matriz triangular

Si procedemos a sumar los niimeros que aparecen en cada columna obtenemos de
nuevo la sucesion de Fibonacci. Podemos expresar este resultado singular de la

siguiente forma:
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Esta es dividiendo el coeficiente central binomial por la mitad del niimero del

renglén més uno, es decir por n + 1.

Lo que no es tan conocido es su relacién con la sucesion de Fibonacci. Represen-
temos el tridngulo de Pascal como una matriz triangular superior, que obtenemos

situando los unos en la diagonal:

Dada la matriz A:

00 0 0 0 00 0 O-
0 1 0 0 000 0 0
0 0 2 1 0 0 0 0 0-
0 0 0 33 1.0 0 0-
0 0 0 0 4 6 4 1 0-
00 0 0 0 5 10 10 5--

5.3. Ternas pitagoricas usando niimeros de Fibonacci

A una terna de ntimeros naturales (a, b, ¢) que satisface la ecuacién a® +b? = ¢? se

le llama una terna pitagérica. Al correspondiente triangulo rectangulo de catetos

con medidas a y b e hipotenusa con medida c se le llama tridngulo pitagdrico.

Considere cuatro nimeros de fibonacci consecutivos cualesquiera, por ejemplo
3,5,8, v 13. A partir de los nimeros anteriores se puede construir una terna

pitagérica. Para ello, se procede de la siguiente manera.

1 El producto de los dos niimeros de los extremos, en este caso 3 y 13, genera

un cateto.

2 El doble del producto de los dos nimeros intermedios, en este caso 5 y 8,

genera el otro cateto.

3 La hipotenusa se obtiene al sumar los cuadrados de los niimeros intermedios.
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Por lo tanto, a = 3,13 =39, b=2,58 =80,y c= 5%+ 8% =89. Asi , se obtiene

la terna pitagérica (39,80, 89)

En general, considere los cuatro niimeros de fibonacci consecutivos: Fy,, Fy+1, Frit2, Fris

y defina:

a=Fy.Fui3,b=2F,1.Fp9,c=F2,+F2,
Luego, se satisface que a? 4+ b?> = 2. Para demostrarlo, basta recordar que:

F, =

Entonces:

a’ + b

nt2 = Pty Yy Fuyz = Fopn + Foyo

(FnFris)® + (2Fn41.Fi2)?

[(Frto — Fny1))? + (2F41.Fpp2)?

(F3+2 - F3+1)2 + 4-F3+1-F3+2

El o —2.F2 | F2,+FEl +4.F2 | F,

4
Frpo+2F0 1 Flg + oy

(F3+2 + F73+1)2

Luego a, b, ¢ son ntimeros pitagoricos.
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5.3.1. Los Numeros de Fibonacci y la Geometria

Se denomina ntimero aureo o nimero de oro a ¢ = 1,61803..., es la inicial del
nombre del escultor griego, Fidias, que utilizé tal proporcién en sus obras. Ademas
este numero también fué estudiado por Fra Luca Pacioli (1416 — 1492) quien

seguramente conocia muy bien los elementos de Geometria de Euclides.

Este nimero se caracteriza por aparecer, de forma mas o menos natural, en las
proporciones de la antigua pirdmide de Keops, en el Partenon, en las catedrales de
Colonia o Notre Dame, demostrandonos asi que los arquitectos de distintas épocas
lo habian empleado en sus disefios por ser generador de una excelente armonia.
También se dijo que fué utilizado en el célebre grabado de Leonardo da Vinci
sobre las proporciones humanas (la altura hasta el ombligo de una persona divide
a la altura total segun la seccién durea). A partir de ahi, otras muchas zonas de

nuestra anatomia fueron divididas segin la razén aurea: la cara, los dedos, etc.

Ademsds, este numero presenta propiedades curiosas como, por ejemplo, que es
el cociente entre la diagonal y un lado del pentidgono regular, lo que lo hace
aparecer de forma magica en el simbolo de los seguidores de Pitagoras. La secta
de los pitagéricos usaba como simbolo - contrasena la estrella de cinco puntas
formada por las diagonales de un pentdgono regular. Los nimeros de Fibonacci

poseen varias propiedades, quizas una de las méas curiosa, es que el cociente de
Fn+1
N

dos nuimeros consecutivos de la serie se aproxima al niimero de oro. Esto es:
' 1++5 . :
tiende a —5 cuando n crece indefinidamente.

La sucesién formada por los cocientes ( resultados de la divisién) de nimeros de

Fibonacci consecutivos converge, rapidamente, hacia el nimero dureo.
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Cociente Diferencia con valor absoluto con ¢
% = 0,61803398...
1
F
£ = % =2 0,38196601...
F.
2= % =1,5 0,11803398...
F
= % = 1,666... 0,04863267...
F
B= % =1,6 0,01803398...
% = 18_3 =1,625 0,00696601...
6
% = % =1,61538461.. 0,00264937...
7
% = % =1,61904776.. 0,00101363...

5.4. Construccion geométrica del nimero de Oro

La proporcién durea surge cuando los griegos estudian la divisién de un segmento
en dos partes de forma que la longitud total del segmento a+b, es a la parte mayor

a, como la parte mayor es a la menor b, o sea:

a | b
T

a+b a . b a . . .
= — y esto equivale a 1+ — = —, si denominamos z al cociente

b a b
1+v5

a . 1 . .
7 obtenemos la ecuaciéon 1+ — = z, que tiene por soluciones x = .
x

2

Tenemos que

La primera solucién es positiva y es precisamente el Nimero de Oro que hemos
simbolizado con ¢ y la segunda solucién es otro nimero irracional negativo, cuyo

valor no es de interés especicifo al descartarse, por ser las longitudes siempre

1+V5

positivas. La solucién ¢ = x = 5 = 1,618034... es la que se denomina

numero de oro.

El valor del reciproco de ¢ es también un nimero irracional y su valor es:

12 2 (1-+v5)  2-2y5 2y5-2 5-1
¢ 1+v5  1+V5(1-vE) -5 4 2
\/5+1—2:\/5+1_1:¢_1

2 2
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1
Lo que significa que — corresponde a la parte decimal de ¢
2

5.4.1. Construcciéon del rectangulo aureo
Vamos a construir un rectangulo de tal forma que la relacién entre el largo y el
ancho sea el nimero de oro.

Inicialmente dibujamos un cuadrado PQRS y marcamos los puntos medios 7' y
U de los segmentos PS y QR respectivamente y unimos los puntos 7'y U. Ahora

unimos 7" con R y prolongamos PS.

Q U R

Luego, la medida de la diagonal TR la trasladamos sobre la prolongaciéon del
segmento PS a partir del punto 7', de tal forma que nos quede el segmento T'W

congruente con T'R
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5. ANEXOS

De la misma forma construimos un rectangulo que tenga como largo el segmento
PW y como ancho el lado del cuadrado inicial, o sea PQ. De esta forma obtenemos

un nuevo rectangulo PQV W, llamado rectangulo aureo o rectangulo de oro.

1 1
Q 2 U 2 R 1%

[N

5Y)
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®
Q U R v
P T s 4
I1+¢
Calculos directos, muestran que TR = 50 luego el largo del rectangulo es:
I o~ 1 V5 V641
2" 2" 3 2 7

o6



Capitulo 6

BIBLIOGRAFIA

6.1.

6.2.

Bibliografia Basica
Apostol Tom M. Cdlculo, Editorial Reverte, Volumen 1, segunda edicién,

1978 Barcelona.

Boyer, Carl B. Historia de la matemdtica, Alianza Universidad Textos. Alian-
za Editorial, Madrid, 1986

MATILA, C.G Estética de las proporciones de la naturaleza y en las artes,

poseidon, Barcelona 1977.

Silva, Augusto. Teoria de numeros, notas de clase, universidad surcolombia-
na, Neiva. 2006.

Webgrafia

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci
http://math.holycross.edu/ davids/fibonacci/fibonacci.html
http://ulcar.uml.edu/ iag/CS/Fibonacci.html

http://vviana.es/doc/LaSorprendente

o7



