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INTRODUCCION

Uno de los problemas interesantes en las matemaéticas ha sido buscar una teoria que
permita minimizar o maximizar, mediante cdlculos, distintos tipos de curvas para dar
un andlisis de su comportamiento y por supuesto su variacion en algun intervalo del
dominio de dicha curva. Un ejemplo sencillo es el andlisis de la funcién cuadratica f(x) =
ax?+bx+ccon a # 0 donde a través de procesos de analisis sencillos, es posible encontrar
el punto maximo o minimo (vértice) de la curva que describe la funcién y los intervalos
donde es creciente o decreciente.

En este trabajo se quiere presentar distintos problemas de ciertas curvas que presentan un
comportamiento especial y que dieron nacimiento al Cdlculo de Variaciones, como una
ciencia formal, dénde algunas de dichas curvas, conllevaron a la solucién de problemas
reales de la fisica y la ingenieria. Mostraremos el comportamiento de algunas de éstas
curvas, partiendo de su definicion, la representacion gréfica y su aplicabilidad.

Se espera que el presente trabajo sea de interés y que contribuya de alguna manera a
difundir, extender y dinamizar la importancia sobre el Cdlculo de Variaciones.
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OBJETIVOS

OBJETIVOS GENERALES

» Presentar algunos resultados tedricos fundamentales del Célculo de
Variaciones y a partir de ellos estudiar su aplicacién a problemas
matematicos relacionados con la fisica y la ingenieria.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Mostrar algunos resultados bdasicos de la teoria del Calculo de
Variaciones.

= Presentar en detalle: La Cicloide, La Ley de Refraccion de Snell
y el problema de la Braquistocrona, para mostrar algunas de las
aplicaciones reales del Cdlculo de Variaciones.

» Visualizar de manera didactica el problema de la curva del mas rapido
descenso (Braquistocrona), también el problema de la Catenaria y la
diferencia de ésta con la pardbola.

11
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JUSTIFICACION

A finales del siglo XVII los problemas de maximos y minimos constituyeron la motivacién
fundamental para el desarrollo del cdlculo diferencial e integral. Es a Newton y a Leibniz a
quienes se les atribuye sus origenes y desarrollo preliminar.

Refiriéndome a las famosas palabras de Euler “Dado que la textura del Universo es la mas
perfecta y la obra de un Creador sapientisimo, nada sucede en el Universo sin obedecer
alguna regla de méaximo o minimo”; tratando de extender problemas de cdalculos de
optimizacion de funciones de una variable, hacia el estudio de problemas con funciones
de funciones (funcionales), el Cdlculo de Variaciones surgi6 en el siglo XVIIIl y fueron Euler
y Lagrange los que lo conviertieron en una teoria Matematica rigurosa.

Por tanto en este trabajo se quiere mostrar el Célculo de Variaciones como una poderosa

herramienta para poder encontrar funcionales que dan respuestas a multiples problemas
utilizando técnicas que agilicen procesos de cdlculo en sus distintas aplicaciones.

13
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HISTORIA

Dentro de las Matematicas los “problemas” siempre han jugado un papel trascendental.
Cada situacion planteada requiere de un manejo especial y riguroso de las herramientas
con las cuales se va a afrontar dicho problemay de la esencia o naturaleza del mismo.

Por ejemplo, los griegos se plantearon el problema de hallar la figura plana, que con un
perimetro prefijado, encerrara el drea méxima. Zenodorus (200 a.C - 140 a.C.) y Pappus
de Alejandria (290 - 350 d.C.) demostraron que el circulo tiene mayor drea que cualquier
poligono isoperimétrico.

La curva llamada Catenaria; que inquieté al matemadtico Jacob Bernoulli y a otros
Matematicos de la época, al querer descubrir la ecuaciéon de la curva que se forma
al suspender de dos puntos una cadena de peso uniforme. De igual forma la
Braquistocrona, que aunque se desprende directamente de la Cicloide, surge como
respuesta a la inquietud de descubrir la curva que une dos puntos, de tal forma que un
cuerpo que cae o rueda por efecto de la gravedad, tarde el menor tiempo posible en llegar
de un punto al otro.

Por muchas razones ademds de las anteriores, se puede afirmar que los problemas
de méaximos y minimos constituyeron una de las motivaciones fundamentales para la
creacion del cédlculo. Particularmente El Calculo de Variaciones nace dentro del analisis
matematico en los ultimos anos del siglo XVII y se establece durante todo el siglo XVIII.
Se ocupa de hallar funciones o curvas que tengan cierta propiedad relacionadas con los
conceptos de mdximo o minimo. La inc6gnita no es un nimero Natural, Real o Complejo;
sino una funcion y es asi como el origen del Célculo de Variaciones, es también el origen
del andlisis funcional.

El Célculo de Variaciones debe su nombre, en cuanto a variaciones se refiere, a Joseph
Louis de Lagrange (1736-1913), que fué el primero en usar éste término y producir su
contenido. M4és tarde y gracias a sus inmensas contribuciones Leonhard Euler (1707-
1783) hizo que se fortaleciera la teoria.

15
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En los origenes del Célculo de Variaciones se podrian distinguir tres etapas. La primera
es la de los hermanos Bernoulli que culmina con el trabajo de Johann Bernoulli de 1718,
aunque las ideas y pasos mds importantes se encuentran en los dos trabajos de Jakob 6
Jacob Bernoulli de 1697 y de 1701. La segunda etapa comprende los aportes de Euler que
culminan en la obra “Methodus inveniendi lineas curvas maximi minime Proprietate
Gaudendis” de 1744, que constituye el primer texto de Calculo de Variaciones y la tercera
etapa es la de Lagrange, que empieza con una carta a Euler en 1755 L y continua con
varios articulos en los que se introduce el concepto de variaciéon de una funcién y donde
se presenta la resoluciéon de nuevos problemas. Este trabajo de Lagrange constituye los
fundamentos del Calculo de Variaciones moderno.

1En esta carta contiene resuelto el asi llamado problema isoperimétrico, que habia desconcertado al
mundo matemdtico durante medio siglo. Su demostracién contiene un método al que llamaba variacién.



CAPITULO 1

MARCO TEORICO

1.1. Calculo de Variaciones

La teoria del calculo de variaciones se ocupa de problemas que permiten determinar
extremos, maximos o minimos de funcionales; donde un funcional es una apliacién de
un espacio de funciones sobre el conjunto de los numeros reales, entonces asocia una
funcién de una cierta clase con un nimero real, donde, dados dos puntos en un plano a
lo largo de una curva cualquiera se encuentra una funcién que maximice o minimice esa
curva en funcién de lo que necesitamos.

X2
y

X1

Figura 1: Longitud de una curva en el plano

La distancia entre los dos puntos de la curva es:

ds=1/(dx)?+ (dy)?

Por tanto el funcional resultante de la funcion es dada por:
x
S[y]:f 1+y?dx
X1

17



18 1.1. CALCULO DE VARIACIONES

Esto es asociado a cualquier funcién, y obtenemos el funcional genérico

X2
Iyl =f fly(x),y' (x),x)dx (1.1)
X1

Por tanto el problema fundamental del calculo de variaciones, es encontrar una funcién
que extremice, (maximizando o minimizando) el funcional anterior.

Para hallar la curva requerida Y = y(x), se considera el efecto en la integral (1.1) de las
llamadas curvas proximas [ver figura 2]

Y =yx) +en(x) (1.2)

donde n(x) es una funcién arbitrariay € es un pardmetro arbitrario. Para que la curva (1.2)
pase por x; y X, Se requiere que

n(x1) =0 , n(x2) =0 (1.3)

X2

X1

Figura 2: Curvas préoximas a la curva Y = y(x) que representa la distancia entre los
puntos x; y x;

Ahora el funcional (1.1) y dadas las condiciones (1.2),(1.3); obtenemos lo siguiente:

X2
Iyl :f fy(x),y (x),x)dx = () (1.4)
X1

y sie =0 entonces J(y) tiene un maximo o un minimo, siy so6lo si ®(€) es un méximo o un
minimo, luego:

D(e)

— =0 1.5
de le=0 ( )
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Tenemos:

dd 2. 0f0 of 0y
(€) :f (_f_y+_f_J/)dx (1.6)
de le=0 0y 0e 0y 0Oe
Para (1.2) tenemos:
0_')/ ay, /
- _ - = 1.
3e n(x) 3% n (x) (1.7)

Por tanto reemplazando los valores de (1.7) en la integral (1.6) y teniendo en cuenta (1.5)
obtenemos lo siguiente:

x
f ( O iy + 2L n’(x))dx -0 (1.8)
X1 a J/

Tomando de (1.8) f =1 (x))dx e integrando por partes obtenemos:

x g of
[k

of
a—y,n(x)

Teniendo las condiciones de (1.3), fatorizando n(x) y reemplazando en (1.8) tenemos:

200 d (o
fXI [%—a(a—;}i)]n(x)dx

Puesto que 7n(x) es arbitraria, implica que el integrando también es cero es decir:

of _ i(ﬁ) = (1.9)

oy dx\oy

Lo obtenido en (1.9) se denomina Ecuacion de Euler

1.2. Ecuacion de Euler

of d (af)
oy dx\oy

Esta ecuaciéon que Euler publicé en 1744 1a podemos expresar de otra forma. Como es una
ecuacion diferencial de segundo orden, utilizando la regla de la cadena para derivar la

daof - o
expresion — (—) que explicitamente se escribe asi:
dx\oy'
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1.2. ECUACION DE EULER

Iy _fxy’ _fxy’yl _fy’y’y” =0

A las funciones que satisfacen la ecuacion de Euler se les llama extremales y s6lo en una
de esas extremales se puede alcanzar maximo o minimo del funcional.

Casos particulares de la ecuacion de Euler:

a)

b)

C)

Si f nodependede y'"

En este caso la ecuacion de Euler es de la forma f, = 0, que es una ecuacion
algebraica sin ninguna complicacién, y que tendrdn solucién si se cumplen las
condiciones de frontera.

Si f dependesélode y':

En este caso fy, fxy y fy) son nulos. Teniendo en cuenta el desarrollo de la ecuacion
de Euler, nos quedaria f}/,,y" = 0. Se ha de cumplir que, o bien y” = 0 o bien f,s s = 0.
Si " =0 ha de ser y(x) = c;x + ¢z que es una familia de rectas dependientes de dos
pardmetros ¢ y ¢;. Sies fy, = 0, quiere decir que esa ecuacion tiene raices reales,
con lo cual y' = k e y(x) = kx + ¢ que también es una familia de rectas con un sélo
pardmetro y que estd contenida en la familia anterior.

Si f so6lodependedey vydey'"

En este caso la ecuacion de Euler no depende de x, toma la forma f, — f,,y' —

fyyy"=0. Ahorasi multiplicamosla ecuaci6én de Euler por ' obtenemos I ( -

y fyr) = 0 donde integrando obtenemos f — fy = k donde k = constante. Esta
simplificacion de la ecuacion de Euler es conocida como Identidad de Beltrami.

Demostracion de la identidad de Beltrami:

Para ello diferenciamos la ecuacién de Euler con respecto a x:

ar _of , of . of
dx_ayy +0y’ +6x (1.10)
of y_df _of w_0of (1.11)

ayy dx dy’y oy
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Multiplicando la Ecuacién de Euler por y' obtenemos:

Of o, d (ofy_

Y oy Y dx(ay’) L (1.12)
0f ., d(of
Yoy =Y _dx(_ay’) (1.13)

Sustituyendo (1.11) en (1.12) tenemos que:

af _of n_of _ /i(ﬁ):
dx dy 0x dx\oy'
_of af or of\_
0x dx ayy ydx(ay’)_
of d 0fy _
6x+dx(f ay’)_
of
dado el hecho que e 0 el resultado es:
d ,0f
(f yay)
of
— ,_:
f P

Con lo cual queda demostrada la Identidad de Beltrami
d) Si f solodependede xydey'"
d
En este caso d—fy/ =0y ello supone que f) = k donde k = constante
X
A continuacién se mostrardn en detalle dos curvas que dieron solucién a unos problemas

planteados por Jacob Bernoulli en su época que son La Catenariay La Cicloidelos cuales
corresponden al Problema Isoperimétricoy La curva del mds rdpido descenso.
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CAPITULO 2

\_DOS PROBLEMAS RESUELTOS POR JACOB BERNOULLI

2.1. LaCatenaria

Historia

A lo largo de la historia, los matematicos se mostraron fascinados por la forma que
adoptaba una cuerda o cadena que se combaba bajo su propio peso e intentaron descubrir
cual era la curva que la describia. Asi, por ejemplo, ya en los libros de notas de Leonardo
Da Vinci podemos encontrar esquemas de cadenas colgando.

La solucion del problema no era nada facil. Galileo err6 en su solucién puesto que
supuso que la cadena asumiria la forma de una parédbola. Para la época en que realiz6
los experimentos que le llevaron a tal conclusion, ya tenia 74 afios y se encontraba casi
ciego.

Sin embargo hoy sabemos que aunque el trazado de la pardbola se asemeja mucho
al trazado de la catenaria, ambas curvas son diferentes pues mientras la parabola esta
descrita por una ecuacién cuadrdtica, en la expresién de la catenaria se involucran
funciones hiperbdlicas.

El matemadtico alemédn Joachim Jungius (1587-1657) en su obra “Geometria Empirica”
, logr6 demostrar que una cadena colgante no adopta forma de pardbola, sin embargo
su obra fué publicada hasta 1669, pero fue necesario que pasara casi medio siglo tras la
muerte de Galileo, en 1642, para encontrar la solucion verdadera.

En 1690 el suizo Jacob Bernoulli propone un desafio en la prestigiosa “Acta Eruditorum’”,
descubrir la formula matematica que definiera la verdadera forma de la curva de la cadena
colgante. La respuesta no tardo en llegar y en 1691 la ecuacion fue obtenida, de forma
independiente, por su hermano menor Johann Bernoulli, con el que tenia gran rivalidad,
y por Gottfried Leibniz y Chistiaan Huygens en 1691.

23



24 2.1. LA CATENARIA

Fue también durante el transcurso de estas investigaciones cuando Huygens emplea por
primera vez el término Catenaria para designar a esta familia de curvas en una carta
dirigida a Leibniz. Este término que deriva del latin catena, cuyo significado es cadena,
se ha impuesto a otros sindnimos como curva funicular o chainette.

En el mismo afio en que el problema fue resuelto. David Gregory escribi6, uno de los
primeros tratados sobre esta familia de curvas y mads tarde, en 1744, Leonhard Euler
demostré que la catenaria es la curva que, rotada sobre el eje x produce una forma
tridimensional llamada Catenoide, que es la primera superficie minima descubierta.

Definicién de la Curva
La catenaria designa la curva cuyo trazado sigue la forma que adquiere una cadena o
cuerda de densidad uniforme y perfectamente flexible sujeta por sus dos extremos y que se

encuentra sometida iinicamente a las fuerzas de la gravedad. La ecuacion de la catenaria
tomando su minimo en el punto (0, a) es:

y = acosh (2)

Figura 3: Representacion grafica de curvas catenarias (a es un parametro que regula la
apertura de la curva)
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Ecuacion

La Catenaria se forma en funcion del coseno hiperbélico. Para determinar su ecuacion
paramétrica se tendrd en cuenta la siguiente gréfica:

y

As As

Figura 4: Fuerzas que acttan sobre el arco s

~

Si denotamos por s la longitud del arco AP y ademas la relacion entre las fuerzas en un
punto cualquiera de la curva viene dada por:

a) T : Tension Horizontal que tira de A
b) T :Tension tangencial que tira de P

c) As: es la densidad de masa en cada punto del cable (A = 7! masa por unidad de
longitud)

Aplicando el equilibrio de fuerzas a las fuerzas horizontales y verticales se tiene que,
Tcosp=Ty (2.1)
Tsingp=As (2.2)
Si dividimos (2.2) con (2.1) obtenemos

tan¢gp = —
¢ T
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d
dado que tan¢ = d—y, se obtiene
X

dy A
_Ly 2.3)
dx To

Como s es funcién de x y derivando (2.4) con respecto a x, tenemos

d’y _Ads (2.4)
d’x  Tydx '
d dy\?
y como 2 s (_y) , 1a ecuacion (2.5) se puede escribir finalmente como,
dx dx
d’y A dy\?
—L =1+ (=2 2.5
d?x Ty (dx) 2:5)

X
Ahora debemos mostrar que y = acosh (—) satisface la ecuacion diferencial (2.5) para
a

T
a= 70. Dado que y = acosh (g) y reemplazando en a tenemos,
To A
y= 1 cosh (?Ox) (2.6)

Derivando en funciéon de x dos veces en (2.6) obtenemos,

7= cosh (14
BTl w3
= el (G =eom (4
Y = Lvcosn (7]

X . .
Por tanto y = acosh (—) es la curva que describe la Catenaria.
a

Diferencias de la catenaria con respecto a la pardbola

Si observamos superpuestas las gréficas de una catenaria y una pardbola podemos
entender porqué los antiguos matemadticos en un principio suponian que era la pardbola
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la curva que se combaba bajo su propio peso.

El desarrollo de las férmulas matemadticas de una catenaria y una parabola coincide en
sus tres primeros términos (y = ax? + bx + c) y solo a partir del cuarto ambas expresiones
se diferencian (pudiendo existir en los dltimos términos de la expresiéon de la catenaria x
elevadas a potencias mayores cuando se hace su desarrollo en series de Taylor). Esto hace
que las gréficas de ambas curvas se parezcan para valores pequefos de la x, acusando més
su diferenciaciéon segin aumentan los valores de ésta.

Figura 5: Graficas superpuestas de la Parabola y la Catenaria

I pardbola —- catenaria I

Ambas curvas tienen ademds una curiosa relacién. Si hiciéramos rotar una pardbola
apoyada sobre el eje de abscisas su foco dibujaria una curva catenaria.

Propiedades

Al ser la catenaria una curva que se deflecta bajo su propio peso, ésta tiene la caracteristica
de ser el lugar geométrico de los puntos donde las tensiones horizontales del cable se
compensan y por ello carece de tensiones laterales por lo que la cadena permanece
inmovil sin desplazarse hacia los lados. Las fuerzas que actian son verticales, la debida
a la gravedad (peso), y una tension tangente a la cadena en cada punto que es la que la
mantiene estirada.
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2.2. LaCicloide

Historia

Su nombre se deriva del sustantivo griego x9xAog, “circulo”, junto con el sufijo eidn¢
que quiere decir, “semejante a". Esta maravillosa curva fue estudiada la primera vez por
el filésofo Nicolas de Cusa (1401-1464) en 1450 cuando intentaba encontrar el drea de
un circulo y, posteriormente, por Mersenne (1588-1648) (fil6sofo, amigo de Descartes).
En el afio 1599 Galileo estudi6 la curva y fue el primero en darle el nombre con el
que la conocemos actualmente. Galileo intent6 averiguar el 4rea de esta curva pegando
diferentes segmentos rectos sobre la misma, mediante aproximacion. Después, en 1634,
el matemaético Gilles Personne de Roberval (1602-1675) mostré que el drea de la region
de un bucle de cicloide era tres veces el drea correspondiente a la circunferencia que la
genera. En 1658, Christopher Wren (1632-1723) demostré que la longitud de la cicloide es
igual a cuatro veces el didmetro de la circunferencia generatriz.

Definicion de la Curva

Una cicloide es el lugar geométrico generado por un punto de una circunferencia al rodar
sobre una linea recta; es la curva que describe un punto perteneciente a una rueda que
gira sin deslizarse.

y

Figura 6: Representacion grafica de la cicloide

Ecuaciones Paramétricas de la Cicloide

Las ecuaciones paramétricas de la cicloide, son mds practicas que las cartesianas para
calcular sus propiedades, ademds permiten ver la curva como la resultante de dos
movimientos.

Consideremos un circulo que rueda sobre el eje x hacia la derechay que el punto que sirve
para trazar la cicloide estd situado inicialmente en el origen del sistema de coordenadas.
Escogeremos como pardmetro la medida ¢ en radianes del &ngulo, pues éste corresponde
al angulo de rotacion del circulo. Nuestro problema se reduce a expresar las coordenadas
(x,y) de cualquier punto P perteneciente a la cicloide en funcién de ¢ o, dicho de otro
modo, hallar una funcién de trayectoria

r:R—R?
t—r()=(x1y)
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O R X

Figura 7: Movimientos que actidan en la cicloide

Debemos probar (figura 7) que la medida del segmento OR, es igual a la medida del arco

PR, ya que el circulo rueda sin resbalar. Ahora bien, la medida del arco PR es bt, pues
recordemos la longitud de arco de una circunferencia esta dada por:

S=r0, 0 en radianes

De esta manera tenemos que:

OR =PR= bt

por otro lado:

sint=—
asi que: L

bsint=PS§S
Ademas:

x=OR-PS=bt-bsint

y

y=QR-QS=b—-bcost

llegando asi a las ecuaciones que buscamos:
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x=bt—bsint = b(t—sint)

y=b—bcost=b(l-cost)

Estas ecuaciones pueden verse como el resultado de sumar dos parametrizaciones
distintas, de la siguiente manera:

r(t) = (x,y) = (bt,b)+ (=bsint,—bcost) =h(t) +c(?)

donde

h(t) = (bt, b) y c(t) = (—bsint,—bcost)

Con esto podemos apreciar el desplazamiento de la curva, pues se pueden observar
claramente los dos movimientos que generan la cicloide h(t) y c(t). De la figura,
observamos que

y

c(t) = (—bsint,—bcost)

r(0) =h(®) +c(t)

Figura 8: Desplazamiento h(t) y c(t) de la cicloide

Donde h(t) = (bt,b) corresponde a la trayectoria de un punto que se mueve hacia la
derecha a lo largo de la recta horizontal y = b comenzando en el punto (0, b) para cuando
t = 0. Por cada unidad de ¢ el punto se mueve bt hacia la derecha. Por otro lado, el segundo
término de la suma es c(t) = (—bsint,—bcos t) corresponde a la trayectoria que sigue un
punto que se mueve en una circunferencia con centro en (0,0) y radio b en el sentido de
las manecillas del reloj, empezando en el punto (0, —b), para cuando ¢ = 0.

Al sumarse estas dos trayectorias, el resultado es que el punto va girando en el sentido de
las manecillas del reloj mientras el centro de la circunferencia se mueve horizontalmente
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en la recta horizontal y estos dos movimientos combinados van produciendo la Cicloide.

Propiedades de la Cicloide

a) El dreabajo un arco de Cicloide es tres veces el area del circulo generador

(0,0)

(2mh,0) X

Figura 9: drea del circulo generador

Lo primero que debemos tener claro, es que el primer arco de la cicloide se produce
cuando los valores de t estdn entre 0 y 27, puesto que la rueda necesita dar una
vuelta completa para trazarlo. Asi pues, la integral que nos permite calcular dicha

area es:

A
A

2 I}
f ydx:f y(x'(Ddt
0 a

2n

(b—bcost)(b—bcost)dt
0
21

2
% (1-cost)’dt = b? (1-2cost+cos’t)dt
0 0

27 27 b2 27
b? dt—Zbe costdt+—f (1+cos2t)dt
0 0 2 Jo

b? sin2t ] 2m

27
2b2n—2b2[sint] + t+

0 2 2 lo
20°7 + bPw
3b°m

Efectivamente nos resulta que el drea bajo un arco de cicloide es tres veces el area
del circulo que lo genera

Aunque fue Galileo el primero en conjeturar este resultado sin poder demostrarlo,
fueron Roberval en Francia y Torricelli en Italia los primeros que lo hicieron.
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b) Lalongitud de un arco de Cicloide es ocho veces la del radio del circulo generador
de la Cicloide

t=0 t=2n
(0,0) (27 b,0) X

Figura 10: Longitud del arco de cicloide

Para hallar la longitud del arco procedemos de manera similar, pero usando la
integral pertinente para calcular la longitud de un arco.

Lo [

2n
L = f \/b2(1 —cost)2 + b?sin® tdt
0
2n
L = bf V/1-2cost+cos?t+sin? tdt
0
2n
L = b vV2(1—cost)dt
0
. (t 1—cost . . [t 1—cost
Como s1n(5) =4 5 en el intervalo (0, ) se tiene que sin 2 = 2
. . (T 1-cost .
yenelintervalo (,27r), sin (E) =— . Reemplazando estas expresiones en

la integral tenemos
L = bUonfz(\/isin(%))dt—f:n\/i(\/isin(%))dt]

b/ t 2m t
L = Zb[f sin—dt—f sin—dt]
0 2 T 2

L = 2b

t t
—2cos—|F +2cos—|*"

2'0 2'”]
L = 2b(2+2)=8b

Resultando ser la longitud del arco de cicloide ocho veces el radio b de nuestro
circulo inicial o cuatro veces el didmetro del mismo.
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Otras propiedades asociadas a la Cicloide son las siguientes:

¢) La Cicloide es tautdcrona, esto es, dos particulas de la misma masa que caen en un
arco cicloidal invertido de diferentes alturas alcanzan el punto més bajo en el mismo
instante.

d) La Cicloide es braquistécrona, es decir, es la curva del més rapido descenso. O bien,

el camino que une dos puntos fijos que debe seguir una particula para recorrerlo en
un tiempo minimo es el de una cicloide.

Mads adelante se mostrara el resultado del problema de La Braquistocrona.
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CAPITULO 3

APRECIACION DIDACTICA

3.1. Rapido descenso

Para realizar el ejercicio se necesitan los siguientes materiales:

- Cartén o cartulina.
- Dos canicas iguales.

- Una calculadora.

Realizaremos con el cartén o cartulina dos toboganes conectando los puntos (0,4) y (/,0)
de un plano vertical. El primero serd simplemente una rampa recta y el segundo tendra la
forma de una curva cicloide que responde a la parametrizacion

x=b(t-sint) , y=h+b(l—-cosi)

(1)
(™

il I|||
ji '||||||||||||||||-|.
lIII'IIIII'IIII|||'||||I||'|un.

I'"[I'II||||||||I|||I||||||||||I|||I|||u .....

i ] |II|III III|III [HAHIER e f

———

Figura 11: Esquema de los toboganes para la braquistocrona y una linea recta

35
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El valor de b se calcula de manera que la curva pase por (/,0) con lo cual se debe resolver el
sistema b(t—sent) = [, b(1 —cost) = h. Dividiendo ambas ecuaciones y operando se llega
auna ecuacion para t que se puede resolver aproximadamente con la calculadora usando
. (xn) .

el método de Newton (esto es, X;+1 = X, — %), después basta tomar b = (1—c+st)

Una vez construidos ambos toboganes (figura 11) los pondremos uno al lado del otro
y dejaremos caer las canicas simultdneamente desde ambos. Con ello comprobaremos
experimentalmente que el tobogan de la cicloide es mas rdpido por ser la braquistocrona.
Con paciencia y ganas, es posible reemplazar el tobogan recto por cualquier otro. Dentro
de unos limites razonables, la braquistocrona siempre serd la curva del mds rapido
descenso.

3.2. Uniendo eslabones

Materiales:

Una cadena homogénea con eslabones pequetos (por ejemplo de joyeria).

Una hoja de papel milimetrado.

Un carton.

Dos chinches.

Un lapicero.
- Una calculadora.

Elijamos dos puntos destacados (digamos de coordenadas enteras) en una misma
horizontal del papel milimetrado y se clava alli los chinches de los eslabones extremos de
la cadena poniendo debajo el cartén. Senialemos la mediatriz (perpendicular en el punto
medio) del segmento que une los chinches. Cuando pongamos el cartén en vertical y
dejemos a la cadena colgar libremente, por la simetria, el punto més bajo pertenecera
a dicha mediatriz. Sefialémoslo con el lapicero y marquemos también los puntos de la
cadena que pertenecen a las paralelas a la mediatriz a distancias 1, 2, 3, etc. Todo esto se
puede hacer comodamente en horizontal abatiendo el cartén con cuidado para que no se
deforme la curva descrita por la cadena.

Después de desclavar la cadena, consideremos unos ejes cartesianos cuyo origen es
el punto més bajo y calculemos, mirando las divisiones del papel milimetrado, las
coordenadas del resto de los puntos sefialados, los cuales serdn de la forma (x,, y,) con
nez.

Sea (rg, Sp) el punto donde estd uno de los chinches, la solucién aproximada, a, es la
ecuacion

r
So= a(cosh—0 - 1)
a



3.2. UNIENDO ESLABONES 37

Figura 12: Representacion de la cadena en la hoja milimetrada

Para el caso de iniciar en el origen; este cdlculo puede hacerse aplicando el método de
Newton f(x) = %0 —cosh (r—; + 1). Calculando cada uno de los datos para valores de la hoja

milimetrada vamos sefialando los puntos y asi se comprueba experimentalmente que la
ecuacion de una cadena que cuelga de sus extremos es de la forma

y= a(coshg - 1)

Ala curva representada por esta ecuacion (o a su trasladada) se le llama catenaria.
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CAPITULO 4

L OTRAS APLICACIONES DEL CALCULO DE VARIACIONES

4.1. Distancia mas corta entre dos puntos
y

(a,b)

ds dy

dx

(0,0)

Figura 13: Longitud de una curva en el plano

Queremos encontrar la ecuacién de la curva y(x) que partiendo del origen hacia un punto
(a,b) del pano xy tome la distancia mas corta, segin lo descrito en la figura 13 la curva
estd dada por:

ds=1/(dx)?+ (dy)?
ds=1\/1+(y)?dx

Buscamos la curva y(x) que minimiza totalmente esta longitud

vi=["\/1+02d
JiY] f()‘/+(y) x

39

por lo tanto
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Para este problema

Fy, ) =1+G)H%2

Como el funcional depende solo de Y’ tenemos que:

d of
Zlav)
Donde

/

0 1 21
—f, =-[1+("1 =2y = %
oY 2 2 1+ (yl)2]§
por lo tanto,
y/
—1 = C
[1+(y)?]2
Donde c es la constante de integracion, ademas
e -[—X ] - S0k
[1+(y)212 L+(y)?
entonces
1+() 1
(yl)Z CZ
y asi,
1 1=
(yl)2 CZ
1 1 1-¢?
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Luego

= k obtenemos:

Al resolver la ecuacién anterior para y' y haciendo -
-c

y=k
dy=kdx
f dy= f kdx
y=kx+c
con las condiciones iniciales tenemos:
y=kx

Lo anterior determinan una familia de rectas que pasan por el origen.

4.2. Elproblema de la Braquistocrona
Historia

En Acta Eruditorum de junio de 1696 el matematico Johann Bernoulli anunci6 el siguiente
problema como desafio a la comunidad cientifica: “Datis in plano verticali punctis A et
B, assignare mobili M viam AMB, per quan gravitate sua descends, et moveri incipiens a
puncto A, brevissimo tempore perveniat ad alterum punctum B”.

Que traduce lo siguiente: “Dados dos puntos A, B, en un plano vertical, hallar la curva a lo
largo de la cual un material movil soltado en el punto A llega al punto B en un tiempo
minimo, suponiendo que no hay resistencias y bajo el efecto de la gravedad”. Es decir
hallar la curva de descenso en tiempo minimo.



42 4.2. EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA

Figura 14: Representacion de la Braquistocrona

Denomind a esta curva braquistocrona (del griego fpa ytotog¢ braquistos “el mds corto”,
xpOvog chronos “tiempo”) o curva que sigue el descenso mads rapido cuando existe
gravedad y que es objeto de estudio en el calculo de variaciones y dirigido como reto
abierto a las mentes mds brillantes. Los participantes tenian seis meses para resolverlo
aunque a solicitud de Gottfried Leibniz (1646-1716) la fecha fue prorrogada hasta la
pascua de 1697. Bernoulli predijo correctamente la identidad de los cinco matematicos
que darian una demostracion, a saber: él mismo y su hermano Jacob, Leibniz, Newton y
L Hopital.

El 29 de enero de 1697 Newton recibia una carta procedente de Basilea que contenia
dos problemas. Aunque también habia sido enviada, ademds de Newton, a otros cuantos
matematicos del continente.

El remitente de la misiva era Johann Bernoulli aunque Gottfried Leibniz, que mantenia
con Newton varias disputas, también habia influido en su envio. El reto tenia
aparentemente intencion de desafiar a Newton, quien se habia alejado de las actividades
cientificas; y es que el problema requeria del célculo diferencial e integral, cuya paternidad
se discutia entre Newton y Leibniz, ya que se lo descubrieron de forma simultdnea e
independiente.

La carta llegé a manos de Newton a las 6 de la tarde y a las cuatro de la mafiana ya
habia resuelto ambos problemas. A la manana siguiente Newton envio las soluciones al
presidente de la Royal Society. Las soluciones fueron publicadas de forma anénima en el
numero de febrero de 1697 de Philosophical Transactions. Newton resolvi6 en unas horas
lo que a muchos matematicos de la época le hubiese costado toda una vida.

Pese al anonimato con que se publicaron las soluciones, por la elegancia de las mismas
Bernoulli reconocié de inmediato a su autor y al leer el articulo en Philosophical
Transactions exclamo: “Ex ungue leonis” (“De las garras del leon”).
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En mayo de 1697, el Acta Eruditorum publicé cuatro soluciones, cuyos autores eran
Leibniz, el mismo Bernoulli y su hermano mayor Jacob, y la an6nima de Newton.

Mientras que la solucién de Jacob Bernoulli es considerada el problema inaugural de
una nueva disciplina matemadtica conocida como “Cdlculo de Variaciones”. La cicloide se
emplea para resolver el problema tautocrono (Descubierto por Christian Huygens), en el
que si despreciamos el rozamiento y si invirtiésemos una cicloide dejando caer un objeto
por la misma, por ejemplo una bola, ésta llegara a la parte mas baja de la curva en un
intervalo de tiempo que no depende del punto de partida.

Para el desarrollo del problema, asumamos el hecho que el objeto se desliza desde el
punto (0,0), a un punto (xi, x2). Ademds como es en el menor tiempo debemos integrar
en funcién del tiempo. Asi que,

_ds
dt
d
ar==
v
Por tanto el funcional a integrar es
ds
Jitl= | —
v
En la figura 15 tenemos que
0,0
x
ds
d
dx
(x1, 1)
y

Figura 15: Longitud de una curva en el plano
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Ahora bien,

(ds)? = (dx)* + (dy)?

(dy)z)
(dx)?
(ds)? = (dx)*(1+ ()

(ds)=4/(1+("N)dx

Ahora, por el principio de la conservacion de la energia mecdnica tenemos,

(ds)? = (dx)2(1 +

1 2
—-mv-=m
> 94

Donde v es la velocidad, m es la masay g es la gravedad, luego

v=1/28Yy

Reemplazando los valores encontrados dsy v en el funcional J[f] tenemos,

/ N2
][t]=f—(1+(y) )dx
V28Y

El integrando es

1+(y’)2
(x,3, V)= ——dx
fxny \/ 22y

Y en virtud de la ecuacién de Euler,

%_i(ﬁ):
oy dx\oy
asique

of _ 1 Y

0y /28y \/1+ ()2

Dado que el integrando esta en funcién de y e y/, usaremos la identidad de Beltrami

of
f—y,a—y,:C
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luego
1+ (y)2 1 /

+O0° Y y .

28y V28Y 1+ ()2
Y simplificando,

1 (y"? 1 1
c=——(/1+()2-——=]| =
\/@( \/W) \/Zgy(\/1+(y’)2)

O bien,

1 —
V1+()? S ovesy

Y luego de alguna manipulacién algebraica al despejar (y')? obtenemos:

1

2= 28 Y
y
Si hacemos ahora Zg% = k, se obtiene:
k-y
(yl)2 —
y

y/ — k— y

y
ay _ |k-y

dx y

Diferenciando por variables separables,

|y
dx=,|——d
X k—yy

y
dx:f—dy
f Vky—y?
k k-2y
S22
X= ky y+2arccos( p )+m

Donde m es una constante. Cuando y =0y x = 0, entonces m = 0. Si hacemos el cambio

_y
=

de variable 6 = arccos(l - 2%), entonces cosf =
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Y asi,
k
=—(1- 0
y 2( cos0)

Ahora como

x=-—/ ky—y2+§arccos(k_k2y)

Entonces, factorizando 15‘ en ambos términos obtenemos:

= Earcoos( 52 (5 2(2)- (2]

x= g[arccos(k_kzy) —\/1- (1 - (2%)2)]

Y al sutituir 6 y cos6 en la tiltima expresion, se obtiene:

x:g(e—\/l—(cose)z) :g(e—\/(sine)z): g(e—sme)

Los resultados obtenidos para x y y corresponden a una cicloide, donde el radio es % Por
tanto las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:

X= 2(0 —sinf)

y= g(l—cosﬁ)

4.3. Leyde Snell

Medio 1

Medio 2

Figura 16: Esquema de la ley de Refraccién de Snell



4.3. LEY DE SNELL 47

Historia

La ley de Snell es una expresiéon que permite describir la relacién entre los dngulos de
incidencia y refraccién, cuando se hace referencia a la luz o de otras ondas que pasan a
través de un limite entre dos medios isotropos diferentes, tales como el agua y el vidrio.

La ley de Snell relaciona los senos de los dngulos de incidencia y refraccion, y éstos son
iguales a la relacion de velocidades de fase en los dos medios de comunicacion, o el
equivalente al reciproco de la relacion de los indices de refraccion; con cada uno como
el angulo medido desde la normal de la frontera, como la velocidad de la luz en el medio
respectivo y como el indice de refraccion del medio respectivo.

Laley de Snell se sigue del principio de Fermat de menor tiempo, que a su vez se desprende
de la propagacion de la luz en forma de ondas.

Ptolomeo (100 - 170 dc), en Alejandria, habia encontrado una relacién con respecto a los
angulos de refraccion, pero era inexacta para dngulos que no eran pequenos. Ptolomeo
estaba seguro de que habia encontrado una ley empirica precisa, en parte como resultado
de esquivar sus datos para adaptarse a la teoria. Alhazen (965 - 1040), en su libro de Optica,
se acercO a descubrir la ley de la refraccién, aunque no se cumpla dicha formalidad.

La ley de la refracciéon primero fue descrita con precision por Ibn Sahl (940 - 1000), de
Bagdad, en el manuscrito “los espejos y lentes ardientes”. Hizo uso de ella para elaborar
las formas de las lentes que enfocan la luz sin aberraciones geométricas, conocidas como
lentes anaclastic (las lentes que enfocan la luz con aberraciones geométricas).

La ley fue redescubierta por Thomas Harriot (1560 - 1621) en 1602, que sin embargo no
publicé sus resultados a pesar de haber mantenido correspondencia con Kepler sobre
este mismo tema. En 1621, el matematico Holandés Willebrord Snel van Royen (1580 -
1626) obtiene una forma matemdticamente equivalente, que no se public6 durante su
vida. René Descartes (1596 - 1650) deriva independientemente la ley con argumentos de
conservacion del momento heuristico en términos de la funcién seno, en su tratado de
1637 “Discurso del método”, y lo utiliz6 para resolver una serie de problemas 6pticos.
Rechazando la solucién de Descartes, Pierre de Fermat (1601 - 1665) llegé a la misma
soluciéon basada tinicamente en su principio de menor tiempo.

Segin el matemadtico Holandés Eduard Jan Dijksterhuis (1892-1965), en “De natura et
Lucis proprietate - Isaac Vossius” escribiéo que “Descartes habia visto el periddico de
Snell y confeccionado su propia prueba. Ahora sabemos que este cargo es inmerecido
pero se ha adoptado muchas veces desde entonces”. Tanto Fermat y Huygens repiten esta
acusacion de que Descartes habia copiado Snell. En Francia, la ley de Snell se llama “Loi
de Descartes” 6 “Loi de Snell-Descartes”.

En 1678 Christiaan Huygens (1629 - 1695) en su obra “Traité de la lumiere”, mostr6 como
laley de Snell podria explicarse por la derivada de la naturaleza ondulatoria de la luz, a lo
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que llamaremos el principio de Huygens.
PRINCIPIO DE FERMAT

En un medio homogeneo de indice de refraccién n, definido n como n = 7, donde ¢ =
velocidad de la luz en el vacioy v = velocidad en el medio, el principio de Fermat establece
que: “La trayectoria seguida por la luz para pasar de un punto A a otro punto B es aquella
para la cual el camino 6ptico es minimo”. Esta definicidn, y dado que c es una constante,
es equivalente a afirmar que el tiempo de recorrido de la luz debe ser un minimo.

La figura 17 indica los posibles caminos que podria seguir la luz al propagarse de A hasta
B; previa refracciéon en un dioptrio plano que separa dos medios de indices n; y ny, con
n < np.

Figura 17: Caminos posibles que podria tomar laluzentre Ay B

Tomaremos uno de los posibles caminos que podria seguir la luz, asignando coordenadas
cartesianas a los puntos A y B de la figura 17. Sean A = (0,y4) y B = (xp, yp) dos puntos
fijos situados del plano, de modo que A esté situado en el primer medio, y B en el segundo
medio y un rayo de luz que se propaga de A a B atravesando la superficie que separa los
dos medios en el punto P = (x,0) tenemos.
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<

A (Oy _VA)

n ll

Figura 18: Punto del tiempo minimo que recorre la luz

El siguiente paso es deducir el tiempo que tarda el rayo en recorrer AP = I; y PB = I,
dado que en cada medio el tiempo se calcula mediante ¢ = %, ademads sean vy y v» las
velocidades de propagacion de la luz en el primer y segundo medio respectivamente. Asf,

ll l2
Hh=— h=—
U Y U2
Entonces,
l l l l l l
:—1+—2: Tl+72 —n1—1+n2—2 ——(n1l1+n2l2)
U1 %) I T C

Por otro lado

h=y\x*+(ya?* vy l2:\/(xB_x)2+(J/B)2

y haciendo el tiempo un minimo respecto a x obtenemos

dt_l(n dll+n dlz)_o
dx ¢ 1dx de B

Y por lo tanto,

n—+n,—=90 4.1)
X
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derivamos a [; y I, respecto a x y obtenemos

dl X dl, Xg—X

dx  JRrga2 | dx oot 2

A partir de la figura 18 tenemos que

X ) Xp—X )
=sinf y - = —sin¢

VX2 + (ya)? VvV (xg— X%+ (yp)?

Reemplazando lo obtenido en (4.1) tenemos,

n1sinf + np(—sing) =0
nysinf = ny sing

Asi obtenemos la ley de Snell de la refraccion de la luz.



CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta lo desarrollado en el presente trabajo de grado se concluye lo
siguiente:

= A partir del célculo variacional es posible analizar problemas de optimizacion,
es decir de maximos o minimos de funcionales que permiten deducir curvas
interesantes y mostrar su gran aplicaciéon en distintos campos de la fisica y la
ingenieria.

» Destacar la gran importancia de los problemas en la Matemadtica, como fuente
inagotable y generadora de nuevos conceptos, situacionesy adelantos cientificos.

= Se ha podido rescatar la riqueza histérica de la evolucién del Célculo de Variaciones
conociendo cada una de sus etapas y los grandes contribuyentes a la formacién
rigurosa de ésta teoria.

= Se han presentado de forma diddctica dos de los problemas que dieron origen al
Célculo de Variaciones como es la catenaria y la braquistocrona mostrando de forma
experimental sus resultados.
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ANEXO 1

ANEXO

1.1. Tren Gravitacional Terrestre

En el Capitulo 2 del libro “Classical Mechanics” de Goldstein se propone el siguiente
problema: “Encuentrala ecuacion de Euler que describe la curva Braquistocrona para una
particula que se mueve dentro de la Tierra con densidad de masa uniforme. Obtenga una
primera integral para ésta ecuacion diferencial por analogia de la integral de Jacobi en
h. Con la ayuda de esta integral, muestre que dicha curva es una Hipocicloide(la curva
descrita por un punto de un circulo que rueda dentro de una mas grande). Obtenga una
expresion para el tiempo de viaje a lo largo de la braquistocrona entre dos puntos dentro
de la superficie terrestre. ;Cuanto le tomaria ir desde New York a Los Angeles (asuma que
los separa 4800 km de la superficie) a lo largo del tinel de braquistocrona (asumiendo que
no hay friccién) y que tan lejos estara por debajo de la superficie el punto més profundo
del tanel?”

LosAngeles

ewYork

Figura 19: Ubicacion de los puntos New York - Los Angeles a lo largo del tiinel de
braquistocrona dentro de la superficie terrestre
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Solucién:

Primero se necesita una expresion para la energia potencial como una funcién de r dentro
de la Tierra. El intregando de la masa desde un punto a con distancia r desde el centro de
la tierra es:

r 4
M:f anr’pdr :gnrsp (A1.1)
0

Sila densidad de la masa, p, es constante a lo largo de la Tierra entonces,

M
4 3
§7IR

p= (Al.2)

Doénde R es el radio de la Tierray M es el total de masa terrestre. Expresando la aceleracion
debido a la gravedad en terminos de (Al.1) y (A1.2) tenemos,

F(r) = =—T (Al1.3)

si m es la masa del tren. El Potencial es simplemente la integral de la fuerza y se convierte
en,

U()—frF()d _GMm , (Al.4)
r—O rdr = 2R3r .

Para encontrar la velocidad, escribiremos la expresion para la energia total (la cual es una
constante)

r (Al.5)
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y
R
b
0
Figura 20: Curva Hipocicloide
Resolviendo para v tenemos:
R2 _ 2
p=y /82 (AL.6)
R
Donde se ha usado la constante,
_GM

Ahora se queire minimizar el tiempo por el cual el tren viaja a través del tinel. El tiempo
requerido para que el tren se deslice a lo largo del tinel a traves de un punto A hasta B es:

B ds

A U

Donde ds es la distancia a lo largo del camino. Por tanto,

Bds
= _ =

fB (xIZ + yIZ)R

AU A 8(R%2—(x2+y2))

(A1.8)

(A1.9)
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Como la ecuaciéon no depende del tiempo, usamos la Identidad de Beltrami en dos
ocasiones para dos ecuaciones acopladas:

” R(xzz _yrZ)

of y S(RE—2 )
! _ _
f-x ox a = y/2 — X2 (AL.10)
x/2 R(x/2_y/2)
,0f g(R?-x%-y?) ALID)
-y ===c = :
f-y 0y’ 1 x/2_y12

si sumamos (A1.10) y (Al.11) y elevando al cuadrado obtenemos,

R(x?+y?) = gC*(R* - x* - y°) (AL.12)
:B\/ |

Figura 21: Solucion del tren gravitacional terrestre

Donde C=c; + ¢

La solucion de (A1.12) es una Hipocicloide que paramétricamente esta descrita por:

R-r
x(t):(R—r)cost+rcos( " L‘)

. . (R-r1
y(t):(R—r)smt+rsm( " L‘)

Con R el radio del circulo mayor y r el radio del circulo que estd dentro del mayor.



